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Resumen

En esta tesis se proponen, analizan y resuelven diversos modelos fisicos que simulan
el comportamiento de las corrientes de hielo, que fluyen a lo largo de una base blanda

y deformable, observadas en la Siple Coast (Antartida Occidental).

Se comienza describiendo las leyes bésicas que gobiernan la dindmica de los casquetes
polares asi como las principales propiedades y caracteristicas de las corrientes de
hielo de la Siple Coast. A continuacion se describe y resuelve numéricamente un
primer modelo (Fowler y Johnson, 1996, [53]).

Con el objeto de superar las limitaciones detectadas en el modelo anterior, se propone
una reformulacién del mismo en términos de operadores multivocos e inecuaciones
variacionales, y se deduce el problema de obstaculo asociado. La nueva formulacion
del modelo generaliza la formulaciéon fuerte de Fowler y Johnson en el sentido de
que puede ser aplicada a una base con régimen térmico polar. Después de analizar
matematicamente el sistema acoplado de ecuaciones en derivadas parciales que con-
stituye el modelo reformulado (modelo multivoco), se obtiene el resultado de existen-
cia de soluciones. El estudio de la existencia de soluciones se lleva a cabo mediante
un esquema de desacoplamiento iterativo de las ecuaciones (acopladas) del modelo
multivoco. Posteriormente se prueba la convergencia de las soluciones obtenidas en
las distintas etapas del desacoplamiento a una solucién débil acotada y fisicamente
admisible del modelo.

El modelo multivoco se resuelve numéricamente mediante un método de elemen-
tos finitos y varias técnicas numéricas tales como el método de Gauss-Seidel con
proyeccion y el método de dualidad de Bermudez-Moreno con distintas variantes y

distintos valores paramétricos.

Por tdltimo, se plantea un nuevo modelo, totalmente bidimensional, con el que se pre-
tenden superar las limitaciones del modelo original de Fowler y Johnson no resueltas
por el modelo multivoco. En el nuevo modelo se tendran en cuenta las variaciones
laterales del espesor de hielo, deduciéndose un sistema fuertemente acoplado de
ecuaciones elipticas para el espesor y la presion efectiva. Para finalizar, se presentan
algunos resultados preliminares obtenidos con el modelo en cuestién y se proponen

nuevas lineas de investigacion.






Abstract

In this thesis we propose, analyze and solve some physically based models simulating
the streaming of ice sheets flowing along soft and deformable beds in the Siple Coast
(West Antarctica).

The study begins with a description of the basic laws that govern the ice-sheet
dynamics and the characteristics and main properties of the ice streams of the Siple
Coast. Afterwards a first model (Fowler and Johnson 1996, [53]) is explained and

numerically solved.

In order to overcome the drawbacks detected in the Fowler and Johnson model, a
reformulation of the model in terms of multivalued operators and variational in-
equalities is proposed and the associated obstacle problem is deduced. The model
formulation generalizes the Fowler and Johnson model in the sense that it can be
applied to a cold base. Existence results are obtained after mathematically analyz-
ing the coupled system of partial differential equations which the model consists of
(multivalued model in the sequel). In this framework, the study of the well posedness
of the model is develop by means of an iterative decoupling scheme for the (coupled)
equations of the (previous) multivalued formulation. The convergence of the scheme

to a weak bounded and physically admissible solution is then proved.

The multivalued model is numerically solved with a classical finite elements method
together with several numerical tools, such as the Gauss-Seidel with projection and

the Bermuidez-Moreno duality method with different options and parameter choices.

Finally a fully 2D new model is proposed to by-pass the limitations of the original
Fowler and Johnson model not solved with the multivalued formulation. The lateral
variations of the ice thickness are then included and an elliptic strongly coupled sys-
tem for the ice thickness and the effective pressure in the drainage system is deduced.

Some preliminary results are obtained and new lines of research are proposed.
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Motivacion y objetivos.

Era a principios del siglo XIX, cuando Joseph Fourier en uno de sus trabajos ([43],

1824) hacia la siguiente reflexion:

“El establecimiento y el progreso de las sociedades humanas, asi como la accion de
las fuerzas naturales, pueden cambiar notablemente y en regiones extensas, el estado
de la superficie del suelo, la distribucion de las aguas y los grandes movimientos de
aire. Estos efectos son capaces de hacer variar, en el transcurso de muchos siglos,

el grado de calor medio...”

Los estudios tedricos y las observaciones realizadas, hasta ese momento, del sistema
dindamico terrestre eran sectoriales, es decir, analizaban y estudiaban los distintos
aspectos de la dinamica terrestre como si se tratase de parcelas inconexas entre si.
Ademas, los efectos antropogénicos nunca habian sido considerados a la hora de
enfocar y afrontar el estudio, conocimiento y comprensién del Sistema Global del
planeta Tierra. De este modo, las revolucionarias ideas de Fourier suponen un cambio
en la forma de entender como debe abordarse el estudio del sistema dinamico ter-
restre y serviran de base para la elaboracién de un nuevo proyecto de investigacion.
Ahora bien, este ambicioso proyecto no serd posible llevarlo a la practica hasta un
siglo mas tarde, ya que en el siglo XIX, los datos experimentales de caracter global
y las herramientas matematicas eran insuficientes, haciendo imposible proceder de
otra manera que no fuera enfrentandose al problema global mediante estudios par-
ciales. Los progresos acontecidos en el marco del analisis matematico y en el calculo
cientifico basado en ordenadores a finales del siglo XX permitirdn que el estudio de
lo Global, empiece a dejar de ser un proyecto utépico. En el libro de Lions, [75], se
ofrece una exposiciéon detallada del papel de las matematicas y de los ordenadores

en el estudio del planeta Tierra.

La carencia de medios que sufrian los cientificos de finales del siglo XIX, no fue
motivo de desaliento, sino todo lo contrario. En 1885, la Academia de Ciencias de
Paris propuso un problema para concurso sobre el tema: la Distribucion del calor en

la superficie de Globo y concedié el premio, cincuenta y seis anos méas tarde (en 1941)
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a Milankovitch, por su teoria sobre los periodos de glaciacién. El planteamiento de
tal problema, supuso que una gran parte de la Comunidad Cientifica dirigiera sus
esfuerzos a la buisqueda de una explicacion matemdtica del clima. Entre las respuestas
que fueron presentadas, ninguna de ellas tenia en cuenta los efectos antropogénicos

en la dindmica del clima.

El equilibrio dindmico en torno de la Tierra es posible gracias a la atmoésfera que
lo rodea y que por el efecto invernadero de la misma, mantiene temperaturas y
condiciones compatibles con el desarrollo de las actividades humanas. A finales del
siglo XIX, ya se observa una preocupacion cada vez mayor por parte de algunos
cientificos importantes, entre ellos Arrhenius, en el aumento de la proporcién de
diéxido de carbono (el diéxido de carbono (C'Os) y el metano (CHy) son consid-
erados dos de los principales gases con efecto invernadero) en la atmdsfera y sus
consecuencias climéticas. Los trabajos de Finsterwalder y Marchi, a principios del
siglo XX, dejan patente el creciente interés de la Comunidad Cientifica por el estudio
de los mecanismos de autorregulacién de la Tierra (feedbacks) frente a los cambios
climaticos del Planeta. A mediados del siglo XX ya se empiezan a tener las primeras
evidencias (mediciones realizadas entre otros por Keeling, Suess,...) de que se estaba

produciendo un aumento de C'Oy atmosférico ligado a las actividades humanas.

En 1986, el Consejo Internacional de Uniones Cientificas decidi6 el IGBP (Programa
Internacional Geosfera-Biosfera), llamado comtinmente Global Change. El propésito
de dicho programa es describir y comprender los procesos interactivos de origen
fisico, quimico y bioldgico que regulan el sistema de la Tierra, los cambios que se
producen en el sistema y la forma en que los factores humanos influyen sobre estos
cambios. Asi pues, el conocimiento y comprension de la dindmica global terrestre
se ha convertido en una de las lineas de investigacion prioritarias llevada a cabo
por numerosas instituciones europeas e internacionales, por ejemplo la NASA, la
ESF (European Science Foundation), la USGS (Geological Survey Global Change
Research Program), el PRBNRC (Polar Research Board of the National Research
Council), el SCAR (Scientific Committee on Antarctic Research), etc.

La preocupacién que despiertan los posibles efectos (deterioro de la capa de Ozono,
efecto invernadero, etc.) que puedan tener las actividades humanas en el medio
ambiente y por tanto, en la dindmica global de nuestro planeta, no queda reducida
al Circulo Cientifico, sino que transciende al conjunto de la Sociedad, como se deduce
de su mencién cada vez mas frecuente en los Medios de Comunicacion. Queda pues
en manos de la Comunidad Cientifica la responsabilidad de sugerir, como resultado
de sus investigaciones, pautas de comportamiento que el conjunto de la Sociedad

debiera seguir para contribuir a que la contaminaciéon y deterioro del planeta sea
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menor.

Las investigaciones llevadas a cabo por la Comunidad Cientifica han de basarse,
fundamentalmente, en dos lineas, complementarias una de la otra: una de ellas
es plantear modelos que permitan entender los mecanismos que intervienen en la
dindmica terrestre global, y la otra (trabajo de campo) obtener datos y mediciones
de fenémenos, analisis de estructuras, etc, necesarias para poder contrastar dichos
modelos. El entendimiento y comprensién de dichos mecanismos y el conocimien-
to de los factores que en ellos intervienen es un paso previo a cualquier tipo de
prediccién acerca de los efectos de posibles variaciones en determinados factores que
intervienen en ellos, asi como al planteamiento de posibles soluciones o formas de

paliar supuestos danos medioambientales.

Con el propdsito de llevar a cabo un estudio de la dinamica global de la Tier-
ra, aparecen en la bibliografia tres tipos de modelos generales fundamentales: los
EBMs (Energy Balance Models, modelos de diagnéstico que intentan mostrar as-
pectos cualitativos del clima y comprender su evolucién temporal frente a cambios
de pardmetros), los GCM (Global Circulation Models, modelos de pronéstico, que
tienen como objetivo predecir la evolucién temporal de la dindmica de la atmdésfera)
y los RCMs (Radiative Convective Models). Fueron autores como Budyko ([21]),
Sellers ([101]), Pfeffer ([95]), por citar algunos, los pioneros en la elaboracién de
modelos relativos a la dindmica del clima, ofreciendo asi una base sobre la cual
avanzar y progresar. Los avances tecnolégicos, en lo que a la obtenciéon y analisis
de mediciones y datos se refiere, junto con los relativos a técnicas de tratamiento
matemadtico (analiticas y numéricas) han permitido plantear modelos cada vez mas
realistas y completos. En las dltimas décadas destacan los trabajos realizados por
Ghil ([58], [59])), McWilliams ([85]), Robertson ([96]), Barnett ([6]), Diaz ([34]),
Tello ([106]), Mechoso, Latif, Grahan, Chang, etc.

Es bien conocido que la dindmica de las grandes masas de hielo es una de las nu-
merosas componentes del complejo sistema global de la Tierra (Heinrich, [63]), ya
que por ejemplo influye en la variacién del valor de la funcion del albedo terrestre, en
la composicion salina de los océanos, etc... Por otra parte, la dinamica de las masas
de hielo es influenciada por los cambios climéticos pues se piensa que muchos de los
fendmenos que se estan produciendo en la actualidad en el gran continente Antartico
(por ejemplo el reciente desprendimiento de la plataforma de hielo Larsen B, 7 de
Marzo de 2002) estan asociados a un, todavia hipotético, progresivo recalentamiento
de la atmosfera terrestre debido al vertido humano a la misma de los llamados gases

invernadero.

Parece existir un consenso entre los climatdlogos, aunque no puedan todavia con-
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firmarse con seguridad las mediciones metereoldgicas, de que la temperatura en la
segunda mitad del siglo XXI sera de dos a cuatro grados superior a la de la época
preindustrial. Una de las mayores amenazas que representaria un aumento de la tem-
peratura global de la Tierra es, sin duda, el derretimiento de la gran masa de hielo del
continente Antartico, pues éste originaria un incremento de al menos cinco metros
en el nivel del mar, quedando en consecuencia anegadas por el agua del mar muchas
de las actuales zonas costeras con gran actividad humana. El continente Antartico
es considerado potencialmente inestable, es decir, sus mantos de hielo presentan una
gran propensiéon a desintegrarse y por tanto, a desaparecer. Esta consideracion se
fundamenta en dos hechos: uno es que gran parte del hielo de la Antartida Occi-
dental yace sobre un lecho que se encuentra varios metros (unos cuatrocientos) por
debajo de nivel del mar. Un manto de hielo con la propiedad anterior es denominado
en la bibliografia marine ice sheet. El otro hecho es que aunque parte del manto
de hielo de la Antartida Occidental se sustenta sobre lecho continental, otra gran
parte flota sobre el mar adentrandose en él cientos de metros. A un manto de hielo
con esta caracteristica se le denomina ice shelf. Esto explica, en parte, los continuos

desprendimientos de bloques de hielo (icebergs) en los bordes.

De las consideraciones realizadas anteriormente se deduce la importancia de pro-
poner modelos sobre la dindmica de los casquetes polares, ISMs (Ice Sheet Models)
con los cuales analizar y entender los mecanismos que operan en el flujo del hielo,
para comprender, elaborar y validar modelos mas generales, como por ejemplo, los
EBMs y los GCMs. Como respuesta a esta necesidad, son numerosos los programas
multidisciplinares que han dirigido sus investigaciones hacia el estudio del conti-
nente Antértico, pues representa junto con Groenlandia, el 90 % de toda la masa de
hielo que existe en el planeta. Dentro de los programas que se ocupan de estudiar la
Antéartida destacamos tres de ellos: el programa WAIS (West Antarctic Ice Sheet)
que estudia el manto polar que fluye hacia el mar de Ross, en el cual se ha detec-
tado la existencia de corrientes de hielo rapidas, fast ice streams (Bindschadler),
fendmeno en cuyo estudio se basa esta memoria; el FRISP (Filscher-Ronne Ice Shelf
Program), que estudia el manto de hielo que fluye hacia la plataforma del mar de
Ronne; y el tercero es el ASEP (Amudnsen Sea Embayment Proyect) centrado en
el estudio del manto que fluye hacia el mar de Amudnsen. Programas como los an-
teriores permiten obtener y analizar datos experimentales! cada vez mas numerosos
y fiables gracias al avance de las nuevas tecnologias e interpretar la informacién que

encierra el hielo (archivo de la historia paleoclimética del planeta). Esto posibilita

! Algunos de los métodos empleados para su obtencién son, por ejemplo: observaciones interfer-
ométricas por radar, fotografias aéreas y por satélite, métodos GPS, anilisis quimicos del hielo del

interior de las masas polares, etc.
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un creciente conocimiento del comportamiento de la dindmica de las grandes masas

de hielo y su respuesta ante posibles cambios en las condiciones medioambientales.

La complejidad de los procesos que intervienen en la dindmica de los casquetes po-
lares y su interrelacién con una gran variedad de elementos (atmésfera, litosfera,
océanos, etc.) hace que para abordar su estudio sea necesario un acercamiento y
tratamiento multidisciplinar. De hecho, la glaciologia es normalmente considerada
como una rama de la mecanica de fluidos que reune a disciplinas, tales como la
oceanografia, la paleoclimatologia, la geofisica, la geologia, las ciencias de los ma-
teriales, etc. Entre dichas disciplinas también se encuentra la matemadtica aplicada,
pues con sus técnicas de modelado basadas en ecuaciones en derivadas parciales, sus
técnicas para el andalisis matematico de los modelos y su amplia gama de métodos
para la simulacién numérica de fenémenos termomecéanicos, resulta una herramienta

fundamental para el desarrollo de la glaciologia tedrica.

La formulacién matemadtica de modelos globales (que traten de incluir todas las com-
ponentes y factores) para describir la dindmica del hielo es, ademds de complicada,
en parte por la controversia existente acerca de la naturaleza de algunos aspectos del
flujo del hielo, inviable, desde el punto de vista de las aplicaciones. Este hecho se pone
de manifiesto sin més que observar las distintas simplificaciones y desacoplamien-
tos de los fenémenos fisicos que se han utilizado desde la aparicién de los primeros
modelos matematicos globales de finales de los anos cincuenta. Para més detalles,
se pueden consultar por ejemplo los textos de Lliboutry, Hutter o Paterson, [78],
[66], [94]. Es usual, por tanto encontrar en la bibliograffa modelos termodindmicos,
modelos isotermos, modelos termomecanicos, modelos especificos para fendémenos
concretos, etc. Las simplificaciones realizadas (consistentes en ignorar cierto tipo
de fenémenos locales, suponer ciertos valores paramétricos...) para que la obtencién
de soluciones sea posible, no impiden sin embargo, que las soluciones matematicas
sean fisicamente relevantes. Es aqui donde la técnica de adimensionalizacién de las
ecuaciones de las que consta el modelo matematico, muestra todo su potencial. Esta
técnica permite despreciar algunos términos del modelo en base al establecimiento
de relaciones entre los 6rdenes de magnitud de algunas incégnitas y de este modo
obtener modelos que pueden ser tratados con técnicas analiticas y numéricas conoci-
das. Sin embargo, a pesar de las restricciones impuestas y simplificaciones realizadas
en el problema, el grado de complejidad sigue siendo, en la mayoria de los casos,
muy elevado desde el punto de vista del tratamiento analitico. En ocasiones, como
consecuencia de la naturaleza de determinados fenémenos, se obtienen problemas
que hacen necesario el uso de sofisticadas técnicas matematicas. Por ejemplo, es cor-
riente que aparezcan interfases que requieren la utilizaciéon de ecuaciones multivocas

(como consecuencia de la inclusién en las mismas de grafos maximales monétonos
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multivocos) para el tratamiento mateméticamente correcto de las fronteras libres
asociadas. Trabajos realizados por Rodrigues [98], Diaz y Schiavi [36], Calvo, Du-
rany y Vazquez [25], por citar algunos, resuelven el tipo de dificultad que se acaba

de mencionar.

La aportacion de los resultados presentados en esta memoria en el marco del estudio
y comprensiéon de las dinamicas no lineales de las grandes masas de hielo, se sitia en
el ambito de la Matematica Aplicada. En concreto, la labor de investigacion realiza-
da se centra en fendmenos recientemente observados por los glaciélogos, relativos a
variaciones en el régimen del hielo, denominados en la bibliografia ice surging (rapi-
do avance de las masas de hielo en la direccién principal del flujo) e ice streaming
(oscilaciones laterales en el régimen del flujo que pasa de lento a rapido, es decir, ex-
istencia de corrientes répidas de hielo), que abogan por una explicacién en términos
de mecanica de fluidos geofisicos no newtonianos. Estos fenémenos no lineales son
debidos a la presencia de una base blanda constituida por una capa de sedimentos
porosos deformables cuando se saturan con agua y estan relacionados con mecanis-
mos de inestabilidad en el flujo del hielo de los casquetes polares, segiin describieron
Fowler y Johnson en [53]. Para describir la interaccién y posibles mecanismos de re-
alimentacién (feedbacks) entre la dindmica del hielo, el mecanismo de deslizamiento
basal del hielo y el sistema de drenaje en la base, Fowler y Johnson propusieron
un modelo descriptivo para el fenémeno de las corrientes de hielo. Dicho modelo es
aplicable a las corrientes de hielo detectadas en la Siple Coast (Antartida Occiden-
tal) pues se ha demostrado la existencia de una capa de sedimentos deformable (Zill)

en su base.

El modelo de Fowler y Johnson constituye el punto de partida del trabajo de in-
vestigacion presentado en esta memoria, que sigue el procedimiento tipico de las
investigaciones llevadas a cabo en el ambito de la Matematica Aplicada. Con los
resultados presentados en esta memoria se pretende contribuir, en la medida de lo
posible, a la investigacion llevada a cabo por la Comunidad Cientifica para desvelar
los misterios que encierra la dindmica de las grandes masas de hielo y asi, a través
de su gradual conocimiento, poder predecir futuros comportamientos y diagnosticar
oportunas pautas de comportamiento para evitar cambios con efectos nocivos, in-

cluso catastréficos en la dinamica global de la Tierra.

En concreto, los objetivos que pretende alcanzar esta tesis doctoral pueden resumirse

en los siguientes:

» Revisar el modelo propuesto por Fowler y Johnson en [53].

= Resolver dicho modelo mediante un método de diferencias finitas. Interpretar
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fisicamente los resultados numéricos obtenidos y presentar las limitaciones
detectadas en el modelo. Proponer posibles modos de superar algunas de las

limitaciones observadas.

= Reformular el modelo de Fowler y Johnson en términos de operadores multivo-
cos, para que asi, la frontera libre asociada a la naturaleza del fenémeno (prob-
lema de obstaculo unilateral) quede descrita de manera matematicamente cor-

recta.

» Analizar matematicamente y resolver numéricamente el modelo reformulado
(modelo multivoco) mediante distintas técnicas del anélisis numérico apropi-

adas para la resolucién de problemas de obstaculo.

= Plantear un modelo eliptico totalmente bidimensional, que generaliza el mod-

elo de Fowler y Johnson, en un sentido a precisar.

Para alcanzar los objetivos citados, la tesis doctoral ha sido estructurada como sigue:

El primer capitulo consiste en una introduccion, dividida en tres secciones. En la
primera seccién, se presentan las leyes basicas que rigen el flujo de hielo de los
casquetes polares, en la segunda, se presenta un breve resumen acerca de la evoluciéon
y perfeccionamiento de las principales teorias sobre el flujo del hielo y en una tercera,
se comentan algunas de las principales propiedades y caracteristicas de las corrientes
de hielo de la Siple Coast, asi como sus posibles interrelaciones con otros sistemas
dindmicos, en particular, su papel a distintos niveles: a nivel de la dindmica del
casquete polar, a nivel de la dindmica del continente antartico y por ultimo, a nivel

de la dindmica global del planeta Tierra.

En el segundo capitulo se presenta, deduce y resuelve numéricamente el modelo que
propusieron Fowler y Johnson ([53]) para describir las corrientes de hielo rapidas de
la Siple Coast. Se interpretan y comentan los resultados obtenidos en la resolucion

numérica y se plantean algunas de las limitaciones detectadas en el modelo.

En el capitulo tercero se propone una reformulacion del modelo de Fowler y John-
son en términos de operadores multivocos. Esto permite describir la interfase polar-
temperada asociada a la generacion espontanea de las corrientes de hielo rapidas
de la Antartida Occidental, generalizando asi el marco geofisico considerado hasta
ahora en la bibliografia y hacer un tratamiento matematicamente correcto del prob-
lema de obstaculo asociado a la naturaleza del fenémeno. En este capitulo, también
se realizard el andlisis matematico del sistema de ecuaciones acoplado del modelo
reformulado, al cual, de ahora en adelante, haremos referencia como modelo multivo-

co. En particular, se presentara el resultado de existencia de soluciones para dicho
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sistema, cuya demostracion hara necesario, dada la complejidad de las e.d.p.’s que

constituyen el sistema, el empleo de diferentes técnicas de andlisis funcional.

En el capitulo cuarto se presentara la resolucién del modelo multivoco mediante
técnicas numéricas apropiadas para el tipo de problema que se trata de resolver.
En concreto, se utilizaran el método de Gauss-Seidel con proyeccién y el método
de dualidad de Bermudez Moreno con distintas variantes, para resolver el problema
de obstéaculo asociado a la determinaciéon del flujo basal de agua. Para finalizar este
capitulo, se hard una comparacién de los resultados obtenidos por los diferentes

métodos numéricos empleados y una interpretacion fisica de dichos resultados.

En el capitulo quinto, se propondra un modelo totalmente bidimensional, con el que
se pretende superar una de las limitaciones del modelo de Fowler y Johnson. En
este modelo se tendra en cuenta la posible influencia de la variacién respecto de la
direccién transversal (perpendicular a la direccién principal del flujo de hielo) de los

valores de las distintas variables.

Y para finalizar, en el ultimo capitulo, se recogen las conclusiones obtenidas tras la
realizacion del trabajo de investigacion presentado en esta memoria y se proponen
posibles, algunas ya comenzadas, lineas de trabajo futuras, segiin las cuales contin-
uar nuestra labor investigadora en el marco del modelado de la dindmica no lineal del
flujo de hielo. De este modo, utilizando los métodos tipicos de la matematica apli-
cada, intentaremos seguir contribuyendo a un mayor conocimiento y entendimiento
del sistema dinamico de las grandes masas de hielo, problema de gran interés para

la comunidad cientifica, dado su potencial impacto medioambiental.



Capitulo 1

Introduccion

En las tres secciones en las cuales aparece dividido este capitulo, se pretende ofrecer
una breve introduccién al problema del estudio del flujo del hielo de los casquetes
polares y al fenémeno concreto de la generacion de corrientes de hielo rapidas. En
la primera seccion se hace una breve descripcién de las ecuaciones que rigen el flujo
del hielo. En la segunda seccion se presentan los factores que pueden intervenir en
el mecanismo que regula el flujo de hielo, ofreciendo para ello, de forma resumida,
un recorrido histérico de cémo estos factores fueron introducidos en las principales
teorias acerca del flujo del hielo. Y en la tercera seccién se comienza explicando en
qué consiste el fendmeno de las corrientes de hielo rapidas, para luego estudiar el
caso concreto de las corrientes de hielo rapidas de la Siple Coast. Se hablara de su
morfologia, de su dinamica y del papel de dichas corrientes en el sistema dinamico

global terrestre.

1.1. El flujo del hielo.

Hoy en dfa, los casquetes polares y glaciares cubren alrededor del 10 % de la superficie
terrestre y representan alrededor del 75% de todo el agua dulce de la Tierra. De
ese 10 %, salvo el 1%, que se encuentra en zonas cercanas al normal desarrollo de
la actividad humana, el resto se encuentra localizado en Groenlandia (hemisferio

norte) y en el continente glaciar Antértico (hemisferio sur).

Para llevar a cabo el estudio del flujo del hielo es preciso distinguir entre el flujo de
hielo de los glaciares y el de los casquetes polares, pues tanto los glaciares como los
casquetes, presentan particularidades, sobre todo referentes a las dimensiones, que

obligan a un tratamiento diferenciado. Los glaciares tienen longitudes del orden de
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10 a 50 km, su anchura es del orden de metros y su espesor de decenas de metros.
Estos se mueven principalmente en una direccion a velocidades tipicas del orden
de 100 m/ano, debido a la fuerza gravitatoria y a la inclinacién del lecho sobre el
que yacen. Los casquetes polares pueden llegar a alcanzar dimensiones del orden de
1000 km tanto en su longitud como en su amplitud, y espesores de hielo superiores
a 2000 m. Estos descansan sobre lechos horizontales y su flujo se produce en todas
direcciones, partiendo de lo que se denomina ice divide, que es la zona de mayor
espesor. El flujo del hielo de los casquetes polares, estd justificado, en parte, por la
deformacion del hielo como consecuencia de la gravedad, debido a un desequilibrio
entre los procesos de acumulacién y de ablacién (pérdida de masa de hielo). La
fuerza que origina este flujo, denominada en la bibliografia driving stress, depende
del espesor de la capa de hielo y es la responsable del perfil parabdlico que presentan

la mayoria de los casquetes polares.

Figura 1.1: Lengua de glaciar adentrandose en el mar

Tanto los glaciares, como los casquetes, son grandes masas de hielo que se originan
sobre el terreno por densificacion y cristalizacion de la nieve en zonas con condiciones
climaticas extremadamente frias. La nieve, en estas zonas, se va depositando en
estratos. Con el paso del tiempo y debido al peso del hielo de capas superiores, en
las capas mas profundas, la nieve se va haciendo cada vez mas compacta y dura,
convirtiéndose en hielo. Este hielo glaciar, pese a tener la apariencia de un sélido,
en realidad se deforma al estar sometido a presiones, es decir, se comporta como
un material viscoso (su viscosidad es elevada, aproximadamente 10'° veces la del
agua). Como consecuencia de la dimensién de los casquetes polares, el hielo cercano
a la base estd sometido a presiones y temperaturas muy altas que pueden originar

su deformacion y por tanto, el movimiento del hielo. El alto valor de su viscosidad
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hace que las velocidades tipicas del flujo del hielo sean muy pequenas, del orden de
5 a 50 metros al ano (régimen de flujo lento), pero en ocasiones especiales, pueden

alcanzarse velocidades del orden de 500 a 1000 metros al ano (régimen répido).

En el marco del régimen rapido del flujo del hielo pueden mencionarse tres fenémenos
de destacado interés cientifico: el ice surging, que basicamente consiste en un au-
mento repentino en la velocidad del flujo del hielo que puede originar el desalojo de
grandes masas de hielo; el ice streaming, del cual nos ocuparemos en esta memoria,
y que consiste en la existencia de zonas de flujo rapido alternadas lateralmente con
zonas de flujo tipicamente lento; y los jokulhlaups, consistentes en la rapida expul-
sion de agua subglacial como consecuencia de una alteraciéon en el sistema de drenaje

basal, producido por terremotos, variaciones en la presion del agua subglacial, etc.

A continuacién se comentan de forma breve las ecuaciones generales que rigen la
dindmica del flujo del hielo. Para un estudio més detallado pueden consultarse el

libro de Hutter [66] o el de Lliboutry [78], ambos sobre glaciologia tedrica.

El hielo es considerado por las Ciencias de los Materiales como un fluido incompre-
sible, isétropo, viscoso, conductor débil de calor y con un flujo tipicamente lento.
El sistema dindmico se modela a través de balances locales de conservacion de la
masa, de conservacion de la cantidad de movimiento y de conservacién de la energia
interna, expresados por las correspondientes ecuaciones de continuidad, equilibrio y
conservacion de la energia. Las ecuaciones de conservacién son complementadas con
leyes constitutivas que caracterizan al hielo y su respuesta a los procesos geofisicos

de carga y deformacién.

En las siguientes secciones serdan comentadas las ecuaciones de conservacion y leyes

constitutivas fundamentales que se consideran en el modelado del flujo del hielo.

1.1.1. Ecuaciones de conservacion.

El pequerio valor del nimero de Reynolds (del orden de 107'?) asociado al flujo
del hielo de los casquetes, hace que en glaciologia se considere un régimen de flujo
casi-estatico para el hielo. Esta consideracién hace que los efectos inerciales en la
ecuacién de Navier-Stokes puedan ser despreciados y que por tanto, el sistema de
ecuaciones que describen el flujo del hielo, considerado como fluido incompresible,
viscoso, con flujo tipicamente lento y conducido por la gravedad, constituya un

problema de Stokes dado por:

_V'O-::Ogv V'U.IO,
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ecuaciones de equilibrio y continuidad, respectivamente. El vector g representa la
gravedad y las fuerzas externas, representadas por el término pg, vienen dadas es-
encialmente por el peso del hielo. En el caso de los casquetes, debido a sus perfiles
tipicos se tiene que pg = (0,0, —pg), es decir, sélo actiia la componente vertical de
la gravedad. El tensor o que aparece en la ecuacion de continuidad, representa los
esfuerzos (presiones y fuerzas viscosas) que se generan en el interior del casquete y
se compone de dos partes isétropas, una es la dada por la presién y la otra [7;;], que

representa las fuerzas viscosas:
03] = —pldis] + [735],

donde la presién p ha sido escalada con un factor 1/Re para equilibrar los términos

viscosos (dominantes).

El sistema de Stokes se acopla en el caso no isotérmico con un balance local de con-
servacion de la energia interna F. En el caso de los casquetes, otras energias internas
distintas a la térmica son despreciadas. La distribucién de la temperatura esta gob-
ernada por un balance de los mecanismos de reaccion, conduccién y conveccion, que

obedece la siguiente ecuacion:

oT
pCy (E +u- VT) = kAT + 75ei,

donde las variables dimensionales 7' y u representan los campos de temperatura
(escalar) y velocidad (vectorial), ¢, es el calor especifico, p es la densidad del hielo y
k es la conductividad térmica (que suele considerarse constante, aunque en realidad

es funcién de la posicién y de la temperatura, a través de la densidad).

El proceso de produccién de calor y transporte en el interior del casquete podria
ser explicado a grandes rasgos como sigue: el calor generado en la base del casquete
es consecuencia de la disipacion viscosa de energia mecdnica, debida a la carga de
presiones (peso) y al movimiento de masas. La viscosidad crea fuerzas tangenciales
entre los estratos del fluido que se encuentran solapados uno sobre otro, y esto
origina la liberacién de energia mecanica en forma de energia térmica. El hielo,
material viscoso, absorbe esta energia a una tasa de e;;7;;, que representa el término
de reaccion. El calor producido, se difunde por procesos de conduccion debido a la
difusién (EAT) y a la conveccion (transporte de calor en la direccién del campo de
velocidades, y representado por u- V7). La energia térmica aumenta la temperatura
del hielo basal hasta alcanzar un estado de equilibrio térmico entre el calor generado
y el difundido.
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1.1.2. Leyes constitutivas.

La tasa de deformacién del material, representada por el tensor [e;;], se define en

mecanica de fluidos a través de la parte simétrica del gradiente de velocidades:

8Ui i @Uj
(%j 8@

1 1
eijzi(Vu—i—VuT):é ( ) V’l,jzl,Q,g
El tensor [7;;] representa el tensor de esfuerzos debido a la componente viscosa. En
el caso de un material isotropo y viscoso, la tasa de deformacién en el fluido debida a
los esfuerzos, segtin la modelizacién clasica, se representa a través de los invariantes
segundos de los tensores de carga ([7;;]) y deformacién ([e;;]). Estas direcciones

principales se definen, a través del convenio de suma de indices repetidos, por
2 2
2e‘ = eij . Gz‘j y 2174 = Tij . TZ']',

asumiendo por la hipdtesis de isotropia que 7;; = 7;; ¥ €;; = €j; y por la hipdtesis de
incompresibilidad que Y 7; = 0y > e; = 0. Los invariantes segundos e, 7 de los
tensores [e;;] v [7i;] estdn relacionados por la ley reolégica de flujo no lineal de Glen
del modo siguiente:

e=A(T)G(T), (1.1)

donde e;; = A(T)G(7)7;5/7, Vi,j = 1,2,3. La funcién G, en general, es una ley
de potencias del tipo G(7) = 7", que se conoce con el nombre de funcién de Glen.
Cuando se toma n = 1 se habla de flujo Newtoniano, en otro caso se habla de no-
Newtoniano. El valor del exponente que se suele considerar y que tomaremos en esta

memoria es n = 3. La funcién de la temperatura A(T) se asume del tipo Arrhenius,
A(T) = Apexp(—E,/RT),

donde Ay es una constante caracteristica del material que no depende de la tem-
peratura y cuyo valor se determina empiricamente, F, representa la energia de acti-
vacién y R = 8,3 Jmol "K' es la constante universal de los gases. Para expresar la
ley constitutiva que define y caracteriza la viscosidad efectiva del hielo, pu, a través de
las hipétesis de incompresibilidad e isotropia, se considera la comtinmente aceptada

relacion lineal dada por el criterio generalizado de von Mises,
T = 2ue,

donde 7;; = 2pue;;, Vi, = 1,2, 3. Este criterio se conoce con el nombre de viscosidad
tensorialmente lineal. Por el criterio de von Mises, la viscosidad p depende sélo del
segundo invariante del tensor de esfuerzos [7;;] y de la temperatura (a través del

término de Arrhenius). Al sustituir la expresién del término de Arrhenius en la ley
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de Glen, la viscosidad admite la expresion, u(7,T) = [A(T)7"Y]"", que pone de
manifiesto la relacién entre la viscosidad y la temperatura (la viscosidad decrece

cuando la temperatura crece).

Existen otras teorias, a las cuales no nos dedicaremos en esta memoria, que con-
sideran un flujo plastico para el hielo, es decir, asumen que el hielo no comienza a
deformarse hasta que la tensién alcanza un valor critico a partir del cual, se produce
una gran deformacién que aumenta la velocidad del flujo del hielo. El flujo plastico
puede ser estudiado como el limite de e;; = A(T)G(7)7;;/7, cuando n — oo, donde
G(t)=T1"

La temperatura, como puede apreciarse, va a ser uno de los principales factores
en el control de los mecanismos que van a regir el flujo de hielo. La temperatura
en la base estd determinada por el calor generado en la base del glaciar o manto
de hielo y también por el gradiente de temperatura en la capa de hielo situada
inmediatamente por encima al hielo basal (véase por ejemplo, [49]), el cual determina
la tasa de conduccion de calor. El calor generado en la base puede ser geotérmico,
de friccion por el deslizamiento sobre la base y también de friccion debida a la
deformacion interna del hielo glaciar. El gradiente de temperatura va a depender de
la temperatura del hielo basal, de la temperatura superficial, del espesor del hielo
y de la conductividad térmica. El aumento de la temperatura del hielo basal con el
aumento del espesor, es decir, la relacién de proporcionalidad directa entre el espesor
de hielo y la temperatura basal, se debe a que a mayor espesor, mayor aislamiento
del hielo basal del exterior y mayores presiones ejercidas por la masa de hielo. Los
glaciares y masas de hielo que presentan una base temperada (la temperatura en la
base alcanza el valor de la temperatura de fusién del hielo a presién local) suelen
ser de gran espesor y de movimiento rapido. En general, los glaciares alternan tanto
espacial como temporalmente los estados temperado y polar (temperatura basal por

debajo del valor de la temperatura de fusién del hielo a presién local).

Una vez vistas las ecuaciones bésicas que rigen el flujo del hielo, en la siguiente
seccion, presentaremos algunas de las teorias sobre el flujo del hielo, comentando su

evolucion y su progresivo perfeccionamiento.

1.2. Teorias sobre el flujo del hielo.

A continuacién se describen brevemente las principales teorias acerca del flujo del
hielo que han ido surgiendo en los ultimos cincuenta anos. Se hablarda de cuatro

factores, estrechamente relacionados entre si, que determinan el modo de fluir del
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hielo glaciar. En concreto, se trataran por este orden, el deslizamiento basal, el agua
presente en la base del glaciar, el sistema de drenaje subglaciar y la existencia de una
capa de sedimentos deformable en la base. Este orden se corresponde con el orden
cronoldgico en el que éstos fueron incluidos en las diferentes teorias como factores a

tener en cuenta en el estudio de la dindmica del flujo del hielo.

Deslizamiento basal.

El primero en tratar el deslizamiento basal del hielo fue Weertman en 1957 ([112]).
En sus modelos, suponia que la base era rigida, no deformable, con cierta rugosidad
(es decir, considera una base con ondulaciones, no lisa) y que el hielo basal y el
lecho estaban separados por una fina pelicula de agua. Weertman sugirié que debian
existir fundamentalmente dos tipos de mecanismos que dan lugar a diferentes modos
de deslizamiento del hielo, uno es el mecanismo de re-congelamiento y el otro es el

mecanismo por el cual se favorece un flujo de tipo pléstico.

Segin Weertman, el mecanismo de re-congelamiento es el dominante cuando los ab-
ultamientos u ondulaciones de la base son de tamano pequeno (pequena longitud de
onda) y consiste en el siguiente proceso: en la parte ascendente de las ondulaciones
de la base se ofrece una mayor resistencia al flujo del hielo debido a un exceso de
presion. Esto produce un aumento de la temperatura basal que puede dar lugar a
la fusion del hielo y en consecuencia, aparecer agua en la base, cuyo efecto lubri-
cante favoreceria el deslizamiento basal del hielo. Este agua, a su paso por la ladera
descendente, en la cual las presiones son menores, si el tamano de la ondulacion es
suficientemente pequeno, puede ceder su calor y volver a congelarse. El calor liberado
por el agua, se transmitira a través del abultamiento a la ladera ascendente, con-
tribuyendo asi al derretimiento del hielo en esta zona. Si el tamano del abultamiento
es grande, este mecanismo deja de ser eficiente, y entonces el mecanismo dominante
pasaria a ser el mecanismo por el cual se favorece un flujo de tipo pléastico. Segin
este mecanismo, el deslizamiento del hielo se justifica mediante un aumento del calor
de friccién debido a un mayor valor de la cizalla en la protuberancia u ondulacion.
Puesto que la disipacion viscosa, es decir, el calor de friccién serd mayor cuanto
mayor sea la longitud de la ondulacién, también lo sera la deformacién del hielo y

por tanto, mayor el flujo asociado a tal deformacion.

Weertmann llegé a la conclusion de que ninguno de los dos mecanismos se produce
de forma aislada, sino que siempre existe una combinaciéon de ambos. Y el hecho de
que predomine uno u otro se debe fundamentalmente al tamano (longitud de onda)

de las oscilaciones de la base.
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Esta teorfa fue mejorada por Nye ([91], [92]) y Kamb ([69]), pues propusieron teorias
de deslizamiento més realistas. En su estudio acerca del flujo y la conduccién de calor,
consideraron una morfologia basal expresada en desarrollos de Fourier, una ley de
deformacion newtoniana y el mecanismo de re-congelamiento como tnico mecan-
ismo determinante del tipo de deslizamiento. Bajo estas consideraciones, llegaron
a conclusiones similares a las obtenidas por Weertman, es decir, la existencia de
una longitud de onda critica, por debajo de la cual, domina el mecanismo de re-
congelamiento y por encima de la cual, se favorece el deslizamiento asociado a un

flujo de tipo plastico.

Kamb y Lliboutry en [69] y en [80], realizaron unos estudios en los cuales consider-
aron una ley de flujo no lineal y obtuvieron la conclusién de que debia existir una
longitud de onda de transicion, cuyo valor dependia de la presion y de la rugosidad
de la base (definida como el cociente entre la amplitud y la longitud de onda de las

ondulaciones, es decir a/\).

En [44] y [45], Fowler analiz6 el flujo del hielo sobre una base con amplia escala
de rugosidad, ignoraba el mecanismo de re-congelamiento y en su andlisis suponia
que el hielo se movia solo por deformacion. Utilizé una relacién de flujo no lineal y

obtuvo la siguiente ley de deslizamiento,
u=cA(a/N)" "V A,

en la que la componente en la direccion principal de flujo de la velocidad basal,
denotada por u, es funcion de la rugosidad de la base, de la cizalla 7, del exponente
n, del coeficiente A que aparecen en la ley de flujo no lineal considerada y del

coeficiente ¢ (que depende de n y del cociente A/h, donde h es del espesor del hielo).

En las teorias mencionadas anteriormente, en las que la base se supone rigida y
esta en intimo contacto con el hielo, o como mucho, separados por una fina pelicula
de agua, se obtienen leyes de deslizamiento, en las cuales, la velocidad es funcion de
la rugosidad de la base y de la cizalla (esfuerzos viscosos). Sin embargo, estas teorfas
no son del todo realistas, ya que segin datos experimentales, es bastante probable
que existan cavidades con agua en la parte descendente de las protuberancias en vez
de una pelicula de agua y ademas, se deberia tener en cuenta la posibilidad de que

la base del glaciar se deforme (abrasién) debido a la friccién.

El agua subglaciar.

Lliboutry fue el primero en estudiar el deslizamiento basal del hielo, en el caso en el

que éste ya no esta en todo punto en contacto con la base. Segiin Lliboutry, en una
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base rugosa e inclinada, la presién normal, pg, ejercida por el hielo varia de un punto
a otro. El valor medio de los valores de py constituye la denominada presion de la
carga de hielo, que se denotara por p;. En un estado de equilibrio, los altos valores
de py en zonas ascendentes se compensan con los valores bajos que se dan en las
zonas de descenso, obteniéndose un valor medio, p;, para el cual el sistema permanece
estable. Si en las zonas de descenso el valor de la presién es suficientemente pequeno,
el hielo puede separarse de la roca, favoreciendo la aparicién de cavidades con agua
procedente de la fusion del hielo en la zona ascendente de la ondulacion. El agua
presente en la base se abrird camino hacia el interior de la masa de hielo en cualquier
lugar donde pg sea menor que la presiéon del agua subglaciar p,, y las cavidades
tenderan a formarse en aquellas zonas en las cuales el hielo presente menor espesor
y la presion del agua sea elevada. El valor minimo de py al cual se produce la
separacion del hielo y la base, denotado por ps, segin Tken ([67]), vendria dado por
la expresién, ps = p; — (A7/am). La separacion se producird a partir del momento
en el cual la presion del agua p, iguale el valor de ps. Si p, > ps, la separacion
aumentara y se formaran las cavidades. El agua puede incluso llegar a cubrir tales
abultamientos y originar un deslizamiento inestable. Segin Iken, el valor critico de
la presién, denotado por p., para el cual el deslizamiento comienza a ser inestable,
vendria dado por la identidad, p. = p; — (A7/2am). Si se denota la presién efectiva
critica por N. = p; —p., se tiene que entre la cizalla 7y N, se da la siguiente relacion,
7 = N.(2am/)). Desde el punto de vista formal, esta relacién ofrece un criterio para
el deslizamiento, analogo al criterio de friccion de Coulomb. Asi, para valores de la
cizalla tales que 7 < N.(2amw/)\), no habria movimiento. Esta conclusién no es del
todo realista, puesto que es conocido que para algunos glaciares existe deslizamiento

para valores de presiones verificando la relacién p,, < p..

Iken (véase [67]), estudid el problema del deslizamiento del hielo sobre una base
perfectamente lubricada, considerando el efecto que en €l tenia la presion del agua
subglaciar. En sus estudios, analizo el efecto de las variaciones de la presién del agua
en el deslizamiento basal. Para ello considerd una ley de flujo lineal, la existencia de
ondulaciones periédicas en la base e ignor6 el mecanismo de re-congelamiento. Los
resultados permitieron concluir que para una presién dada, los valores mayores de
la velocidad se corresponden con un crecimiento de las cavidades y que los menores

se corresponden con una reduccion del tamano de las mismas.

De todas las relaciones empiricas entre la velocidad de deslizamiento u, la cizalla 7
y la presion efectiva, N = p; — pw, que han sido propuestas en las tultimas décadas,

la que cuenta con mas aceptacion es la del tipo, u = kTP N1,

Fowler (]46]), utilizando una ley de flujo lineal y considerando la presencia de cavi-
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dades con agua en la base, obtuvo que la friccion entre el hielo y la base alcanza
un tnico valor maximo para un valor finito de la velocidad. Una vez alcanzado este
maximo, los valores de la friccion decrecen a medida que la velocidad sigue crecien-
do. Al aumentar la velocidad y la friccién (antes de alcanzar el valor maximo), crece
el tamano de las cavidades, hasta un punto para el cual, el abultamiento queda
cubierto de agua, la friccién, y por tanto, la resistencia se hacen muy pequenas y la
velocidad, en principio, crece sin limite. De los resultados que obtuvo, quiza, el de
mayor importancia desde el punto de vista del fenomeno de las corrientes de hielo
rapidas es que la ley de deslizamiento podia resultar multivalorada, es decir, que a
un mismo valor de la cizalla pueden corresponderle distintos valores de la velocidad
(asociados a diferentes valores de N). Esta multivocidad permitiria explicar la ex-
istencia de oscilaciones en el régimen de flujo. En el caso de la corrientes de hielo
rapidas, las oscilaciones en el régimen del flujo del hielo se producen en la direccién
perpendicular a la direccién principal del flujo, ya que zonas con flujo répido (las

corrientes) se alternan con zonas de flujo lento.

Hasta al momento, todas las teorias y estudios comentados consideraban la base del
glaciar o casquete polar, rigida y no deformable. Sin embargo, puede suceder que la
base sea blanda y esté constituida por sedimentos porosos (como se ha observado en
la Siple Coast, Bentley [10]), hecho que afectarfa indiscutiblemente a la velocidad
de deslizamiento. Por tanto, resulta obvia la necesidad de prescribir una ley de

deslizamiento que se aplique al caso de base deformable.

Fowler y Walder ([56]) obtuvieron una ley de deslizamiento, aplicable a bases blandas
y porosas, en términos de la viscosidad y del espesor de su capa de material de-
formable y permeable. La viscosidad de este material depende de la presion del
agua a través de la presion efectiva N. Este hecho pone de manifiesto la necesidad
de obtener una teoria de drenaje que describa la relacion entre el flujo del agua en
el sistema de drenaje y la presion efectiva y asi, poder conjeturar sobre el compor-

tamiento del flujo de hielo.

Sistema de drenaje subglaciar.

El agua presente en la base puede proceder del hielo derretido en la base debido
al calor de friccién y geotérmico, o también puede proceder del agua transportada
englaciar o supraglaciarmente (agua obtenida por deshielo, precipitaciones, etc.).
Este agua puede ser evacuada hacia los margenes, hacia el interior de la masa de
hielo o si la base es blanda y consta de una capa permeable de sedimentos, el agua

puede ser drenada a través de ella. El drenaje del agua en la base puede realizarse
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a través de un sistema hidraulico, el cual, puede estar constituido por canales que
inciden en el hielo (llamados R-canales o canales de Rothlisberger), por canales que
inciden en la base (llamados Nye-canales), por cavidades en la base, conectadas
entre si, o bien por una pelicula de agua de espesor variable. En la actualidad sigue
existiendo controversia acerca de si el drenaje se produce de una forma u otra. En
esta memoria, se consideraran teorias que suponen la existencia de cavidades, pues

el modelo que se estudia considera una ley de drenaje basada en esta suposicion.

Walder desarrollé un modelo teérico para describir el comportamiento de las cavi-
dades conectadas entre si. En sus estudios, se obtiene que, como consecuencia de la
disipacion viscosa, debida a la friccion del agua con las paredes de los canales, se
produce un calor de friccién que podria causar un derretimiento de las paredes de la
cavidad. Por otro lado, la cavidad se cerraria en la medida en que la presién del agua
sea menor que la ejercida por el hielo. En un estado de equilibrio ambos procesos se
compensan. Segun Walder, las cavidades que se forman en la ladera descendente de
las ondulaciones de la base serfan estrechas lateralmente (en la direccién transver-
sal a la direccién principal del flujo) y alargadas longitudinalmente (en la direccién

principal del flujo).

Walder consiguié obtener una expresion para el flujo volumétrico de agua a través
de una cavidad. De sus estudios dedujo que para una presion efectiva fija, a una
mayor descarga o flujo de agua se dan mayores valores del gradiente de presiones.
Ademas, obtuvo que el tipo de configuracién que resulta ser estable en el caso de un
sistema de cavidades conectadas, consistia en un gran numero de canales relativa-
mente pequenos distribuidos uniformemente por la base (y no en canales distribuidos
de forma arborescente para el cual los canales de mayor tamano toman agua de otro
de menor tamano, comportamiento caracteristico de los R-canales). De sus resul-
tados se deduce que cuando los valores de la presion efectiva, N, son pequenos, el
tipo de drenaje méas probable seria el que tiene lugar a través de un sistema de
cavidades conectadas, mientras que para el caso de valores de N elevados, seria el

que se produce a través de R-canales.

Kamb ([70]), desarrollé un modelo para describir el fendmeno del avance rapido de
las masas de hielo en la direccién principal de flujo (ice surging), en términos de la
transicién de un sistema de drenaje constituido por cavidades conectadas a otro de
tuneles arborescentes incisos en el hielo. La cuestion esencial en el modelado de los
flujos rapidos, es conocer que causa las altas presiones de agua. Kamb supuso que
las cavidades debian estar conectadas por orificios muy pequenos por los cuales, a
mayor presion de agua y por tanto, a menor presion efectiva, se da un mayor flujo

de agua, contrariamente a lo que ocurre en el caso de un flujo de agua a través de



20 Capitulo 1. Introduccion

R-canales. En concreto, Kamb se concentro en el estudio de cémo el deslizamiento,
la presién de agua y el flujo del hielo, influfan en las dimensiones de los orificios
que conectaban entre si las cavidades. Y obtuvo que el final de un régimen de flujo
rapido era consecuencia del crecimiento inestable de los orificios. Crecimiento que
originaria la formacion de un sistema de tuneles, con el consiguiente decrecimiento

de los valores de la presiéon de agua.

Clarke, en [29], tras la realizacion de un estudio en una poblacién de glaciares en la
zona de Yukon, concluyé que las masas de hielo en las cuales la base presenta muy
poca inclinacién tienden a experimentar un flujo rapido por diversos motivos: un
mayor espesor de hielo sobre bases de poca inclinaciéon hace que los valores de las
tensiones en la base sean mayores, y en consecuencia, sea mayor la deformacién que
sufre el hielo, lo que se traduce segun la ley de flujo de Glen, en una mayor velocidad
de flujo; por otro lado, un mayor espesor de hielo implica un mayor aislamiento del
hielo basal respecto de las bajas temperaturas superficiales, y por tanto, mayores
temperaturas en la base. A mayor temperatura, mayor deformacion del hielo basal,
pudiendo llegar incluso a producirse la fusion del hielo basal. Si el hielo basal se
funde y en consecuencia aparece agua en la base, ésta tendria un efecto lubricante
favoreciendo el deslizamiento basal y un flujo rapido del hielo. Los factores anteriores
operarian dentro sistemas de realimentacion (feedback systems), en los cuales el flujo
rapido favorece la fusion de hielo basal, la lubricacién de la base, que se traduce a
su vez en mayores velocidades, y asi sucesivamente. Los glaciares que experimentan
un flujo de hielo rapido, suelen tener una base practicamente lisa y ser mas largos y
de mayor amplitud que el resto. Ademas, se piensa que el inicio del régimen de flujo

rapido suele tener lugar en épocas donde la tasa de acumulacion es mayor.

Capas de sedimento subglaciar

A partir de los anos setenta, empezaron a presentarse resultados en los cuales se
suponia que la base del glaciar era blanda y deformable. El interés por el estudio
del papel que desempena la deformacion de la base en la dinamica del flujo del hielo
estaba y estd, en parte, motivado porque en las corrientes de hielo de la Siple Coast,
su flujo rapido parece estar intimamente relacionado con la viscosidad de la capa de
sedimentos subglaciares que existe en su base. La viscosidad de esta capa depende de
la presion del agua, concretamente, la viscosidad disminuye al aumentar la presion
del agua, ya que el agua permite una mayor movilidad de los constituyentes de
la capa de sedimentos. Queda pues patente la necesidad de obtener un modelo de
drenaje subglacial aplicable al caso en el que en la base haya una capa de sedimentos,

en el cual se estudie la relacion existente entre la presion de agua y la presién efectiva
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N. Una vez prescrita una relacién entre N y la presion de agua en los canales (ley de
drenaje), se conseguiria relacionar la velocidad de deslizamiento basal con el valor de
la presién de agua (ya que la ley de deslizamiento relaciona N con la velocidad). Para
obtener una ley de drenaje habra que tener en cuenta que esta capa de sedimentos
puede deslizarse lentamente bajo la influencia de las tensiones ejercidas por el hielo

y ademads, puede ser erosionada y transportada por el flujo de agua.

Boulton y Jones en [16] realizaron un andlisis de la dindmica de la capa de sedi-
mentos basales suponiendo que la base presentaba un régimen térmico temperado
(temperatura basal igual a la temperatura de fusién del hielo a presion local) y que
tales sedimentos eran permeables, de espesor uniforme y se encontraban no compact-
ificados. Ademas suponian que el agua procedente de la fusiéon podia fluir a través
de los sedimentos. De sus estudios se dedujo lo siguiente: cuando el drenaje por los
sedimentos se realiza de un modo lento, la presion en los poros aumenta y la fuerza
de cohesion entre los sedimentos disminuye. Si la permeabilidad de la base es alta,
el agua producida puede ser drenada subglacialmente, el sistema permanece estable
y la masa de hielo glaciar presenta el perfil parabélico normal, (flujo gobernado por
las propiedades reolégicas del hielo). Pero si la permeabilidad es baja, la presién
del agua aumenta, la base comienza a deformarse y el sistema puede dejar de ser
estable, apareciendo una lamina de agua en la base que favorece el deslizamiento del
hielo y por tanto, el flujo rapido, pudiendo llegar producirse la desintegracion del

casquete debido a la expulsion masiva de hielo.

Boulton y Jones probaron que para permeabilidades y espesores razonables de la
capa de sedimentos, el flujo a través de sus poros era insuficiente para evacuar el
agua necesaria, asi pues, el agua retenida debia de ser evacuada de otro modo.
Boulton e Hindmarsh ([15]), con el fin de establecer cuales eran las condiciones bajo
la cuales en un estado de equilibrio se produciria una deformacién de los sedimentos,
formularon un modelo relativo a la hidrologia subglaciar en el cual consideraban una
ley de flujo viscoso no-lineal. Y obtuvieron que para que un glaciar se mantuviese
en equilibrio, debian existir canales subglaciares capaces de drenar el exceso de agua
presente en la base y que permitiesen una deformaciéon estable de los sedimentos.
Una deformacién inestable se traducia en la aparicién de un sistema de tuberias y

canales entre el hielo y los sedimentos.

En un estado de equilibrio, el desplazamiento de sedimentos en la propia capa de
sedimentos y el arrastre de dicha capa debido al deslizamiento del hielo, deben
compensarse. A una menor presion efectiva, el deslizamiento de los sedimentos dentro
del glaciar seria mayor y se produciria el cierre de tuneles. Si la presion de agua en

un tunel es alta, se favorece el desplazamiento de sedimentos y disminuye el del
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hielo. Los sedimentos serian arrastrados por el agua que fluye por los tineles. Al ser
mayor el deslizamiento de la capa de sedimentos que la del hielo, se originaria un
mayor deterioro de la base de estos tuneles, formada de sedimentos y aparecerian lo

que se llama tuneles valle.

Alley ([2]), mostré que la erosién de los sedimentos en los canales alimentados por
el agua procedente de la fusion del hielo basal era un proceso poco eficaz y que el
deslizamiento de sedimentos cerraria los tiineles en cuanto disminuyera el agua que
fluye por ellos. Por tanto, en el caso de que la presion del agua sea aproximadamente
la del hielo seria mas probable que en lugar de darse conductos tipo tuberias se diera
una fina pelicula de agua entre la base de hielo y la capa de sedimentos. Esta fina
pelicula de agua tenderia a expandirse en aquellas zonas donde la presién local
del hielo fuera inferior a la media, y su extensién variaria de forma inversamente

proporcional a la presion efectiva.

Es de esperar, que la viscosidad de la capa de sedimentos varie con el tamano,
forma, distribucién y composicién de los sedimentos que la constituyen, asi como de
la presién efectiva en los poros. Los cambios en el espesor de la capa de sedimentos,
tienden a moderar las perturbaciones en el espesor del hielo, ayudando a estabilizar el
sistema. En cualquier caso, resulta evidente la necesidad de tener mayor informacién
acerca de la ley de flujo de la capa de sedimentos y del acoplamiento entre el hielo

y dicha capa de sedimentos.

En 1994, Walder y Fowler ([111]) desarrollaron una teoria de drenaje para el caso
en el cual la base presenta una capa de sedimentos deformables. Walder y Fowler
supusieron que el canal tenia su pared superior (techo) en contacto con el hielo
basal y la pared inferior (suelo) en contacto con la capa de sedimentos. Obtuvieron
que el cierre de los canales, se producira cuando la presion del hielo superara a la
presién del agua en los poros. De tales estudios se concluye que en los canales, de
escaso espesor y gran amplitud, hay una relaciéon de proporcionalidad directa entre
la presién del agua y el flujo, y por tanto, se deduce que es mas posible la existencia

de un sistema de cavidades conectadas que uno de tipo arborescente.

En resumen, segin Walder y Fowler, se puede decir que la hidrologia basal de los
glaciares con base blanda depende de la reologia del sedimento subglaciar (que de-
termina si los conductos inciden hacia el hielo o hacia los sedimentos), y de la forma

de los conductos (la cual diferird segin éstos incidan en el sedimento o en el hielo).

Anaélisis recientes demuestran que los canales sélo se dan en el caso de masas de hielo
glaciar con escasas inclinaciones basales y superficiales, algo tipico de los mantos

de hielo donde se manifiesta el fenémeno de las corrientes de hielo rapidas. Para



1.3. Las corrientes de hielo rapidas de la Siple Coast. 23

inclinaciones tipicas de los valles glaciares, en principio, parecen ser posibles tanto
el sistema de drenaje por cavidades como el sistema de R-canales (tuneles), si bien,

se consideran mas propios los R-canales, incluso en el caso de base deformable.

En el segundo capitulo serd comentado de nuevo el trabajo de Fowler y Walder
([111]) cuando se haga referencia a la ley de drenaje utilizada en el modelo de
Fowler y Johnson [53]. Fowler y Walder obtuvieron una expresién unidimensional
y estacionaria que relaciona la presién efectiva en el sistema de canales, N, con el
flujo de agua basal, ). Fowler y Johnson, en el modelo que estudiamos, general-
izan la teoria de drenaje unidimensional de Fowler y Walder al caso estacionario

bidimensional.

En el ultimo capitulo, donde se recogen las conclusiones del trabajo de investigaciéon
presentado en esta memoria, se comentaran de forma breve, posibles alternativas
a la ley de drenaje de Fowler y Walder y a la ley de deslizamiento basada en la
reologia de flujo viscoso no lineal de Boulton e Hindmarsh, empleadas en los modelos
presentados en este trabajo. Dichas alternativas se fundamentan en el hecho de
considerar que la capa de sedimentos presenta un comportamiento de tipo plastico
y en la consideracion de una reologia distinta a la Boulton e Hindmarsh para formular

la ley de deslizamiento basal.

El modelo propuesto por Fowler y Johnson en [53] para describir el fenémeno de
las corrientes rapidas de hielo se aplica a las corrientes detectadas en la Siple Coast
(Antartida Occidental). Por este motivo, la siguiente seccién esta dedicada a un
andlisis general de dichas corrientes. Se trataran diversos aspectos, entre otros, se
hablara de sus caracteristicas morfolégicas y dindmicas, y de cémo afectan y son

afectadas por otros sistemas dinamicos.

1.3. Las corrientes de hielo rapidas de la Siple
Coast.

A principios del Cenozoico, a raiz de la desintegracién de la gran masa continen-
tal llamada Gondwana, se produjo una gran reorganizacion de los fragmentos de
dicha masa continental. Como consecuencia de tal redistribucién, una de las masas
continentales, denominada Antartida o continente Antartico, quedd aislada de las
influencias oceanicas de las latitudes medias y se establecié la poderosa corriente
Antartica. Este hecho fue el responsable del desarrollo de los grandes mantos po-

lares de la Antartida Oriental y de la Antartida Occidental, los cuales representan
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el 98 % del continente. Desde entonces, este continente, rodeado por los Mares del
Sur, ha formado un sistema relativamente estable. No obstante, las investigaciones
llevadas a cabo por gedlogos glaciares y marinos, senalan la existencia de impor-
tantes cambios en la configuracion de este continente durante los ciclos glaciares
del Pleistoceno. También sugieren que en la era glaciar actual se esta produciendo
una rapida y, relativamente, gran variacion de espesor en la Antartida Occidental,
mientras que por el contrario, la Antartida Oriental esta sufriendo un lento emerger

de su manto de hielo.
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Figura 1.2: Mapa del continente antartico

El estudio y el anélisis de las fluctuaciones que se puedan producir en la configuracion
de este gran continente helado, se ha convertido en una de las lineas de investigacion
principales para numerosas instituciones, sobre todo por el impacto que pueda tener
en ellas el anticipado calentamiento de la atmdsfera terrestre. Uno de los efectos de
tal calentamiento seria la posible fusion de los hielos de la Antartida Occidental y el
consiguiente aumento del nivel del mar. Se sabe que la Antartida Occidental posee
una cantidad de hielo suficiente para hacer que el nivel del mar aumentara en cinco
metros si llegara a fundirse completamente. Ademas, la expulsion de las grandes
masas de hielo de la Antartida Occidental como consecuencia del deshielo, se veria
acelerada por la existencia de corrientes de hielo rapidas capaces de desalojar grandes

cantidades de hielo en periodos de tiempo muy cortos geolégicamente hablando.
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Desde la década de los anos ochenta, gran parte de las investigaciones llevadas a
cabo en la Antartida Occidental, se han concentrado en el estudio de las corrientes
de hielo rapidas de la Siple Coast que fluyen hacia el mar de Ross. El empeno en
conocer su dindmica se debe, en parte, a su potencial inestabilidad ya que aqui,
el manto de hielo yace sobre una base que se encuentra a unos 450 metros por
debajo del nivel del mar y ademés, gran parte de su masa de hielo no descansa sobre
un lecho continental sino sobre agua marina. Resulta pues evidente, que pequenas
fluctuaciones en su dinamica podrian conducir a un colapso del casquete polar, lo
cual podria tener importantes consecuencias en la dindmica global de la Tierra.
Por este motivo, en esta seccidén, nos centraremos en los siguientes aspectos: las
caracteristicas morfoldgicas y dinamicas de las corrientes de hielo rapidas de las
Siple Coast (Antértida Occidental), su distribucién espacial y temporal, la mecénica
del flujo rapido en dichas corrientes, y por ultimo, se comentara la influencia que
pueden tener las corrientes de hielo en la interrelacion existente entre los grandes

mantos de hielo, los océanos y el clima.

Las ideas que aparecen en esta seccién pueden encontrarse con mayor detalle en un
reciente trabajo realizado por Bennett (véase [9]), asi como en las referencias que

aparecen en el mismo.

1.3.1. ;Qué es una corriente de hielo rapida?

Era el ano 1954, cuando Swithinbank, en [103], ofrecia una definicién, en un sentido
mas amplio que el considerado actualmente, para el, por entonces, poco conocido,
fenémeno de las corrientes de hielo rapidas ( fast ice streams). Segun Swithinbank,
una corriente de hielo es una parte de un manto de hielo en la cual el flujo de
hielo presenta mayor velocidad y la misma direccién o no, que el flujo de hielo
de zonas adyacentes. Fue en 1987, cuando Bentley, en [10], restringi6 el marco de
aplicacion del concepto de corriente de hielo rapida, pues anadié a la definicion
dada por Swithinbank, el requisito de que una corriente rapida de hielo debia estar
limitada lateralmente por hielo y no por roca y que el hielo debia yacer sobre un
lecho continental y no sobre agua marina. Bentley hacia una clara distincion entre las
corrientes de hielo que carecen de un control topogréfico significante, denominadas
en la bibliografia pure fast ice streams, y aquellos glaciares que puedan presentar
un flujo rapido atipico debido a la topografia del terreno, denominadas topographic
ice streams. A las primeras nos referiremos como corrientes de hielo puras y a las

segundas, como corrientes de hielo asociadas a la topografia.

Las corrientes de hielo puras, en las cuales no hay una trayectoria o camino topografi-
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camente determinado por el cual avanzar, fluyen por zonas en las cuales el hielo
presenta propiedades reoldgicas mdas débiles (es decir, se deforma con mayor facili-
dad) que el hielo adyacente, o bien, por zonas en las que la base estd de algiin modo

lubricada.

Las corrientes de hielo de la Siple Coast son las unicas corrientes puras existentes en
la actualidad, con la excepcion de una corriente detectada en el norte de Groenlandia
(Fahnestock (1993) y Joughin (1999)). Sin embargo, existen bastantes corrientes de
hielo asociadas a la topografia: glaciares como el Amundsen, el Shackleton o el Bird,
que drenan las Transantarctic Mountains; la corriente de Rutford, que presenta la
peculiaridad de estar limitada a un lado por hielo, pero al otro por las FEllsworth
Mountains; el glaciar Slessor, que se encuentra ligado a la presencia de un valle en la
base bien definido y el glaciar Lambert, que comienza siendo una corriente de hielo

pura pero luego pasa a ser una corriente de hielo asociada a la topografia.

El flujo glaciar, como ya se dijo con anterioridad, se debe en el caso de casquetes
polares, en los cuales la inclinacién de la base es practicamente nula, fundamental-
mente, a la deformacién del hielo por efecto de su peso. En el caso de un régimen
de flujo lento, las tensiones (cizalla) originadas en la base dirigen el flujo y alcanzan
un maximo justo después de la linea de equilibrio (lugar en el que la acumulacién
(en la parte alta o comienzo del glaciar) equilibra la ablacién (en la parte baja)).
En el caso de flujo rapido se tiene que: para las corrientes de hielo asociadas a la
topografia de la Antartida, el maximo valor de la cizalla se alcanza entre los 50 y
100 kms de distancia del margen (grounding line) y para las corrientes puras, las
tensiones debidas a la gravedad alcanzan su maximo en la parte alta de la corriente
y van disminuyendo en la direccion y sentido del flujo hasta alcanzar valores muy
pequenos. Otro aspecto que distingue las corrientes de hielo asociadas a la topografia
de las corriente puras es el lugar en el cual la velocidad alcanza su valor maximo,
pues, mientras que en las corrientes de hielo asociadas a la topografia este lugar

coincide con aquel en el que las tensiones alcanzan su maximo, en las puras no.

1.3.2. Morfologia y dinamica de las corrientes de la Siple
Coast.

Las cinco corrientes de hielo rapidas de la Siple Coast, fluyen hacia la plataforma del
mar de Ross (Ross ice shelf). Estas corrientes se denominan A, B o de Whillans, C,
D y E. Presentan una anchura de aproximadamente 50 kms, una longitud de entre
300 y 500 kms, y un espesor medio de al menos 1 km. Las velocidades del flujo de

hielo en estas corrientes superan los 100 m/ano y pueden llegar a los 800 m/afio.
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Las fronteras laterales de estas corrientes, puesto que son zonas donde el hielo sufre
gran deformacién como consecuencia de los altos valores de la cizalla, aparecen
marcadas por grandes grietas y pliegues. Estas marcas superficiales son indicativas
de la transicién del flujo rédpido de la corriente al lento (aproximadamente 5 m/ano)
del hielo adyacente. Entre corrientes, en las zonas de flujo lento, se dan corredores
en los cuales el hielo basal estd congelado (cold-based), en contraste con el de las
corrientes, en las cuales el hielo basal se encuentra a la temperatura de fusion del

hielo a presion local (temperate-based).
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Figura 1.3: Esquema de las cinco corrientes de hielo de la Siple Coast

Cada una de las corrientes forma parte de un sistema de drenaje de tipo dentritico,
en el cual, el tronco o canal principal se alimenta de un entramado de pequenos
canales. Aunque el tronco carece de fuertes restricciones de tipo topogréfico, los
canalillos, donde las velocidades no sobrepasan los 100 m/ano, si que parecen estar

asociados a zonas donde la base presenta hondonadas o pequenos valles.

La corriente de Whillans es una de las mas estudiadas. En ella se ha observado
una variacion espacial en la velocidad del flujo. En algunos lugares el flujo de hielo
puede alcanzar los 827 m/afo, siendo el valor medio en toda la corriente de unos
400 m/ano. Estos valores contrastan con los valores del hielo adyacente, que son
del orden de 5 m/ano. Esto es indicativo de la complejidad del sistema de drenaje

existente y de la ausencia de una topografia subglaciar claramente definida.
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En las corrientes, la velocidad del flujo de hielo disminuye de forma acusada al
acercarse al margen, y la tasa de variacion puede variar de unas corrientes a otras.
El patrén espacial de la velocidad esta relacionado con las tasas de deformacion,
y por tanto, originan distintos patrones o estructuras topograficas superficiales. En
las corrientes no se ha detectado una clara relacién entre la topografia basal (base

practicamente lisa) y la topografia superficial.

En general, los glaciares sufren variaciones en la velocidad del flujo de hielo, que
pueden considerarse a distintas escalas temporales: variaciones a lo largo de un dia,
de una semana, de una estacién, de anos,... Estos cambios estan relacionadas con las
variaciones de la cantidad de agua basal, de las precipitaciones, de las temperaturas,

etc.

En las tultimas décadas, se ha observado que la corriente de Whillans ha experi-
mentado una progresiva ralentizacién del flujo en la zona proxima a la plataforma
del mar de Ross y que en consecuencia, se ha producido un ensanchamiento y un

aumento de espesor en la misma.

Las corrientes de hielo no sélo sufren variaciones en su amplitud y en su espesor,
sino que también experimentan variaciones en su longitud. Segin estudios realiza-
dos entre otros por Bindshadler ([13], 1997), parece ser, que el punto de inicio de
la corriente de hielo varia con el tiempo, desplazandose hacia el interior del manto
de hielo. Cuando se consideran escalas temporales del orden de 100 anos, se tiene
que las variaciones en el régimen del flujo de hielo pueden ser tan extremas, que
incluso pueden representar el cambio de un régimen de flujo rdpido a uno tipica-
mente lento, es decir, cesar su actividad. Este tipo de variacién es ilustrada por la
corriente C de la Siple Coast. La corriente C en la actualidad presenta velocidades
del orden de 4 a 5 m/ano. Sin embargo, se sabe que hace unos 150 anos era activa
y presentaba velocidades del orden de 400 m/ano. Existen estudios que constatan
que a cierta profundidad, en su espesor hay estructuras tipicas observadas en cor-
rientes actualmente activas, lo que sugiere que en otro tiempo debid experimentar
un régimen de flujo rapido. La disminucién en la velocidad de su flujo, se traduce
en un aumento de su espesor, y es la medicién de este aumento de espesor lo que
permite estimar el momento en el que empezé a dejar de ser activa. Se piensa que
la onda de desactivacién se propaga en la misma direccién pero sentido opuesto al
del flujo principal. A pesar de que la corriente C en la actualidad es inactiva, su
base presenta caracteristicas similares a la corriente de Whillans, una de las més
rapidas. Las caracteristicas a las que se hace referencia son el hecho de poseer una
base en régimen térmico temperado y formada por sedimentos deformables, asi como

la existencia de una determinada estructura de drenaje, de la que se hablara més
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tarde.

De varios estudios, se deduce que las corrientes de la Siple Coast estan sufriendo

una reorganizaciéon en lo que se refiere a su localizacién y trayectorias.

Segtn recientes investigaciones realizadas por Whillans ([113]), en el manto de hielo
de la Antértida Occidental, el balance de masa de hielo (dado por la diferencia entre
la tasa de acumulacién y la de ablacién) tiene un valor positivo, préximo a cero.
Si se considera el balance de masa restringido a la Siple Coast, resulta que la tasa
de ablacién excede a la tasa de acumulacién en un 25 %. Se piensa que este déficit
de masa de hielo se deba a la gran actividad que presenta la corriente de Whillans.
Puesto que en la actualidad, la corriente de Whillans esta sufriendo una ralentizacion
de su flujo, es posible que pueda llegarse a un equilibrio entre la acumulacién y la
pérdida de hielo o ablacién. Lo que se desconoce es si esta ralentizacion es parte
de los ciclos anuales de variacién del régimen del flujo de hielo, o si se trata de un

paulatino cese de actividad que conduce a una inactividad definitiva.

1.3.3. Caracteristicas de la base y mecanismos del flujo de

hielo en las corrientes de la Siple Coast.

Una de las preguntas que uno podria plantearse es como se puede justificar el régi-
men de flujo rapido en las corrientes a pesar de las escasas pendientes superficiales
tipicas de la Siple Coast. Cuando a mediados de la década de los ochenta se des-
cubrié la presencia de una capa de sedimentos blandos y deformables de un espesor
medio de 6 m en la base de la corriente de Whillans, se comenzé a pensar en la defor-
macion subglaciar como posible justificacion del flujo rapido. Hasta ese momento, se
pensaba que la explicacion al fenémeno de las corrientes radicaba en el mecanismo
de realimentacion controlado por la presion del agua presente en la base. El agua
presente en la base facilita un deslizamiento del hielo, permitiendo un aumento de
la velocidad. Al aumentar la velocidad crece el calor de friccién (disipacién viscosa)
lo que se traduce en una mayor produccion de agua en la base y una mayor lubri-
cacion, volviéndose a repetir el ciclo. Sin embargo, se mostré que este mecanismo
era insuficiente por si sélo (existen corrientes con base en régimen temperado, por
ejemplo la C, que no presentan un flujo rdpido), lo que motivé el estudio del papel

de la capa de sedimentos basales en la dinamica del flujo del hielo.

El hecho de que los sedimentos saturados con agua requieran esfuerzos de menor
magnitud que el hielo para deformarse, hace pensar que es la deformacién de estos

sedimentos, la responsable, en mas de un 90 %, del movimiento rapido de la corri-
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ente (Boulton e Hindmarsh, 1987). Esta capa de sedimentos altamente porosos de
origen marino y que datan de la era Terciaria, reciben la denominacion en la bibli-
ografia inglesa de till. Se cree que aunque esta capa de sedimentos presenta cierta

continuidad, puede presentar variaciones en sus propiedades y espesor.

WEST ANTARCTIC ICE SHEET

Figura 1.4: Esquema de la geomorfologia del manto de hielo de la Antartida Occi-
dental

Estudios y andlisis realizados por Engelhart y Kamb [40], acerca del sistema hidroldgi-
co subglaciar de las corrientes de Whillans, la C y la D, sugieren que el sistema de
drenaje suministraria suficiente cantidad de agua para que la presion ejercida por
ésta, equilibrara la presion ejercida por la carga de hielo, reduciendo asi la friccion.
En el caso de las corrientes de Whillans, C y D, las grandes variaciones en la presion
de agua no se corresponden con grandes variaciones en la velocidad, como sucede en
otros glaciares. Este hecho sugiere que el flujo de hielo es insensible a las altas fre-
cuencias, tanto temporales como espaciales, de las variaciones de la presién del agua
en el sistema hidraulico de drenaje. Queda pues patente el alto grado de compleji-
dad de su sistema de drenaje, pues anula el posible efecto de las rapidas variaciones
locales de presiéon de agua. Este sistema consiste, posiblemente, en laminas de agua
continuas o discontinuas, localizadas entre el hielo y la capa de sedimentos (Kamb,
2001). No se tiene certeza de si este sistema de drenaje estda asociado a un sistema
de canales, tipicamente anchos y de poco espesor, como sefialan algunas hipdtesis
acerca del flujo de hielo sobre bases blandas y deformables. De lo que si se tiene
certeza, es de que el tipo de sistema de drenaje es practicamente el mismo para las

corrientes activas (la B (de Whillans) y la D) y la inactiva (la corriente C).

Es importante conocer si es el deslizamiento basal o por el contrario, la deformacién
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del sedimento subglaciar, el factor determinante en la generacion de corrientes de
hielo rapidas y también saber como puede variar en funcién del tiempo y del es-
pacio la supremacia de un factor sobre otro a la hora de causar la aparicién de las
corrientes. Se necesita, por tanto, proponer modelos para describir el movimiento
del hielo basal originado por variaciones rapidas de la presion de agua (espaciales y
temporales) en los cuales se tengan en cuenta el deslizamiento basal y la deformacién

subglaciar.

El sistema hidraulico de drenaje no sélo influye en la cohesiéon de los componentes
de la capa de sedimentos y reduce la friccion, sino que también influye en el grado
de acoplamiento entre el hielo y la base. En la bibliografia, para el caso de mantos
de hielo con bases blandas y deformables, se distinguen, fundamentalmente, dos
ciclos para el flujo del hielo, el ciclo asociado a la deformacion interna del hielo,
denominado stick, y el ciclo asociado al deslizamiento basal. Que predomine un tipo
u otro depende de los valores que alcance la presién del agua basal. Cuando la presion
de agua es elevada, el hielo puede flotar sobre el agua basal y con poca deformacion
de la capa de sedimentos es posible un deslizamiento rapido. Si la presién de agua
disminuye, la base del glaciar puede comenzar a tomar contacto directo con el hielo,
es decir, pueden quedar acoplados, y el deslizamiento quedar reducido a la parte
superior de la capa de sedimentos, que es donde suele darse mayor presion en los
poros y por tanto, menor cohesién entre sus constituyentes. Si la presion disminuye
suficientemente, como para que los sedimentos queden consolidados y la base quede
acoplada con el hielo entonces, el flujo de hielo s6lo puede ser debido a la deformacion
interna del hielo. Esto conduciria a un aumento progresivo de la cizalla, creciendo el
valor de la temperatura basal y en consecuencia, la cantidad de agua producida en
la base. Al aumentar la cantidad de agua, aumentaria la presién ejercida por ésta y

por tanto existiria la posibilidad de que existiera un deslizamiento rapido.

Cuando el rango de valores que puede tomar la presiéon de agua es amplio, pueden
darse los dos tipos de ciclos en una misma corriente, el asociado al deslizamiento y
el asociado a la deformacién interna del hielo. La variacion estructural del sistema
de drenaje respecto del espacio, hace posible que en unas zonas se dé el modo
asociado a la deformacion interna del hielo y en otra adyacente, el modo asociado al
deslizamiento. El nimero de areas de una corriente en las que se dé cada tipo es lo
que controla la tasa del flujo medio en dicha corriente, por ejemplo, si predominan
las zonas con un modo asociado a la deformacién interna del hielo, como es el caso

de la corriente C, entonces el flujo puede ser practicamente despreciable.

El modelado del fenémeno de las corrientes de hielo, requiere la prescripcion de una

ley de flujo adecuada que describa el proceso de deformacion subglaciar. En la actu-
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alidad existe gran controversia acerca de la naturaleza y mecanismos de deformacion
subglaciar. La controversia se basa principalmente en si considerar el comportamien-
to de los sedimentos de tipo plastico o considerarlo del tipo de un fluido altamente
viscoso. Este debate ha dado lugar a dos escuelas de pensamiento: la que considera
que los sedimentos tienen un comportamiento de tipo plastico (Tulaczyk, [108]) y
la que aunque mantiene que la capa de sedimentos presenta para escalas pequenas
un comportamiento de tipo plastico, sostiene que a gran escala tiene un compor-
tamiento similar al de un fluido altamente viscoso (Hindmarsh, [64]). Asi pues, el
tipo de ley de flujo a considerar, dado que no hay consenso acerca de cual es la que
mejor aproxima el flujo del sedimento subglaciar, dependera de la escuela que se
siga. En los modelos que seran presentados en esta memoria, se ha considerado que
los sedimentos subglaciares se comportan como un fluido viscoso (no lineal), pues
en el proceso de modelado se emplea la ley de drenaje de Fowler y Walder, basada
en esta hipdtesis. Remitimos al tdltimo capitulo, donde se ofrecen unos comentar-
ios acerca de este tema y se propone como futura linea de trabajo, la busqueda de
nuevos modelos que se basen en la hipdtesis de considerar a la capa de sedimentos

subglaciares como un material plastico.

Posibles causas del cambio de régimen de flujo en las corrientes.

Puesto que tanto la corriente C como la de Whillans presentan valores de las ten-
siones basales similares y sus bases estan, en ambos casos, constituidas por sedimen-
tos blandos, deformables, no congelados, y sin embargo una es activa y la otra no, se

piensa que debe haber entre ellos alguna diferencia de tipo mecanico en sus bases.

Los modelos propuestos para reproducir el fenémeno de parada por el cual una cor-
riente que era activa deja de serlo, denominado en la bibliografia inglesa shutdown,
pueden clasificarse en dos grandes categorias: aquellos que lo interpretan como resul-
tado de la rapida expulsién de masa por parte de la corriente y por tanto, la parada
serfa un estado mas dentro del ciclo de existencia de una corriente; y aquellos que

lo consideran una consecuencia de la interaccion entre dos corrientes adyacentes.

A continuacién se comentaran brevemente algunas de las hipotéticas causas sugeri-

das para explicar la parada:

1. La naturaleza ciclica del comportamiento de las corrientes rapidas de hielo.
Esta hipdtesis se basa en la consideracion de un mecanismo de realimentacién
del agua basal que consiste en el siguiente proceso: al aumentar la presion de

agua basal en el sistema normal de drenaje, aumenta el flujo de hielo. Pero,
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la presién de agua puede alcanzar un nivel critico para el cual, el sistema
de drenaje se vuelve inestable, pasando a un sistema constituido por canales,
que reduce rapidamente la presion de agua y en consecuencia, finaliza el flujo

rapido.

2. La disminucion del efecto lubricante de la capa de sedimentos por la erosién

de la misma.

3. Los esfuerzos o fuerzas de resistencia al flujo debidos al depdsito de sedimentos

(procedentes de la erosién de la base) en la parte baja de la corriente.

4. La captura de agua subglaciar (denominado en la bibliografia water piracy)

que lubrica la base de una corriente considerada, por corrientes adyacentes.

5. Los procesos térmicos: el flujo rapido dentro de una corriente origina un calor
de friccién (disipacién viscosa) que aumenta la temperatura basal, y por tanto,
la velocidad del flujo. Por otro lado, al aumentar el flujo, disminuye el espesor,
el cual puede alcanzar un valor para el cual la base vuelva a congelarse y el

flujo deje de ser réapido.

De las anteriores hipdtesis, la mds probable segin Anandakrishhnanet ([5]), es la
cuarta, es decir, la que sustenta que el agua que antes lubricaba la corriente C, es
desviada o atraida por corrientes adyacentes. Y de todas ellas, se deducen dos ideas
fundamentales, una es que la eficiencia de una corriente puede conducir a su propia
extincion, y la otra es que la falta de control topografico en las corrientes de la Siple

Coast, puede originar inestabilidad.

1.3.4. El papel que desempenan las corrientes de hielo rapi-

das dentro de la dinamica global terrestre

Las corrientes de hielo tienen un papel similar, en lo que al transporte de sedimentos
se refiere, al desempenado por un sistema fluvial. Las corrientes de hielo, también
influyen en la determinacién de la geometria de los mantos de hielo en los que se en-
cuentran. Pero quizas, lo mas importante es su capacidad de influir en la estabilidad

del manto en el que se localizan y en la dinamica global de la Tierra.

Las corrientes de hielo, no sélo descargan grandes masas de hielo, sino que muestran
una gran tendencia a la inestabilidad, deducida de la existencia de variaciones en la
velocidad de su flujo, de los cambios de sus trayectorias y de las modificaciones (tanto

espaciales como temporales) de los patrones de drenaje. El grado de las variaciones
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y modificaciones puede incluso llegar a representar el fin de la existencia de una

corriente.

La influencia que puedan tener las corrientes de hielo en la dindmica global de la
Tierra, ha sido estudiada fundamentalmente a través del analisis e interpretacion
del fenémeno de las capas de Heinrich (Heinrich, [63]) en los sedimentos marinos del
Atlantico Norte y de la potencial de inestabilidad del manto de hielo de la Antartida
Occidental.

Los sucesos o acontecimientos de Heinrich.

Las capas de Heinrich, son unas capas de sedimentos de origen subglaciar localizadas
en los registros sedimentarios del Atlantico Norte que fueron depositados durante
periodos de 100 anos a intervalos irregulares de tiempo, hace unos 60,000 anos.
Cada capa de Heinrich fue depositada durante uno de los periodos anteriormente
mencionados, en los que las aguas del Atlantico Norte eran excepcionalmente frias
(Bond, [14]) y se produjeron grandes descargas de icebergs. La produccién de tales
cantidades de icebergs, pudo haber ocasionado el colapso parcial del manto de hielo
del que procedian. Segun estudios realizados por Andrews y Tedesco ([4], 1992),

gran parte de los restos glaciares procedian de la bahia de Hudson.

Los valores de la temperatura estan controlados fundamentalmente por dos ciclos
oscilatorios: uno de baja frecuencia, llamado ciclo de Bond, y otro de alta frecuencia,

denominado ciclo de Dansgaard-Oeschger.

En los ciclos de Dansgaard-Oeschger se dan grandes variaciones en los valores de
la temperatura y estdn asociados a unas condiciones atmoféricas muy frias, secas y
ventosas en la regién del Atlantico Norte. El enfriamiento progresivo, como conse-
cuencia de la existencia de varios ciclos de Dansgaard-Oeschger, define un ciclo de
Bond. Los ciclos de Bond aparecen asociados a periodos de expansion y crecimiento
de los mantos de hielo, y concluyen con la existencia de un suceso de Heinrich, en el
cual hay una expulsion masiva de hielo al mar. También es posible que se produzcan
pequenos sucesos de Heinrich al final de algunos ciclos de Dansgaard-Oeschger. Cada
ciclo de Bond finaliza con un rapido aumento de las temperaturas y el retroceso del

manto de hielo.

Los ciclos de Dansgaard-Oeschger estan relacionados con la formacion de las corri-
entes frias del Atlantico Norte. Las aguas frias y saladas del Atlantico Norte, son
suficientemente densas para penetrar en las profundidades del mar Nordico, desde

donde fluyen hacia el sur. Este flujo de aguas frias de norte a sur es equilibrado
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por un flujo superficial de aguas templadas procedentes de los tropicos, denominado
corriente del Golfo (en la bibliografia inglesa North Atlantic Drift). Esta circulacién
termohalina forma parte de un sistema mayor de circulacion y transporte, que con-
duce agua y calor por los océanos Atlantico y Pacifico. En el Atlantico Norte, la
generacion de las corrientes profundas de agua fria es sensible a la salinidad del
agua superficial y por tanto, la entrada de agua fria poco salina (por ejemplo, proce-
dente de los icebergs) puede impedir o frenar su formacién, originando asi, una
ralentizacion o incluso la detencion de la circulaciéon termohalina, y por lo tanto
de la corriente del Golfo, lo que enfriarfa la regiéon del Atlantico Norte. Los ciclos
de Dansgaard-Oeschger han sido explicados en términos de oscilaciones o variciones
en la efectividad de la corriente del Golfo originadas por la variacion en la tasa de

expulsion de masas de hielo.

Los ciclos de Bond en las masas de hielo de Groenlandia, han sido explicados en
términos de corrientes de viento muy frio (gélido) causadas por la expansién del
casquete polar Laurentiano en las proximidades de la bahia de Hudson. Cada una de
la expansiones del casquete polar Laurentiano durante un ciclo de Bond concluia en
la expulsion de grandes cantidades de icebergs al Atlantico Norte. Al derretirse estos
icebergs, los restos subglaciares quedaron depositados en el fondo del Atlantico Norte
y formaron las sucesivas capas de Heinrich. Como consecuencia del menor grado de
salinidad de las aguas del Atlantico Norte se desactivé la circulacién termohalina y

la corriente del Golfo. Esto a su vez originé el inicio de periodos de glaciacién.

Una vez que el casquete ha sufrido el colapso, éste se ve reducido en espesor y
amplitud, disminuyendo, de manera considerable, la cantidad de agua procedente
del deshielo y de icebergs expulsados. Este hecho origina un aumento de la salinidad
en las aguas del Atlantico Norte. Al crecer la salinidad del Atlantico Norte, se activan

la circulacion termohalina y la corriente del Golfo.

La expansion y colapso del casquete polar Laurentiano en las proximidades de la
bahia de Hudson pudo deberse, bien a fuerzas climatoldgicas externas o bien a
la inestabilidad interna del casquete. En presencia de fuerzas externas, el casquete
crece de forma gradual, expandiéndose sobre la plataforma continental. Al aumentar
la porcion de hielo que flota sobre aguas marinas, crece la posibilidad de que se
desprendan grandes cantidades de hielo (calving) al mar en forma de icebergs y se
produzca el colapso. En este caso, el comportamiento oscilatorio (expansién-colapso-
expulsién-retroceso-acumulacién-expansion), estd controlado por la expansion del
casquete en un espacio de dimensiones finitas, limitado por las profundas aguas

marinas al borde de la plataforma continental.

La otra alternativa, es que el comportamiento oscilatorio se deba a causas internas,
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identificadas con variaciones en la actividad de las corrientes (pasar de ser activas a

inactivas, y viceversa).

Las caracteristicas de la base del casquete polar Laurentiano (bahia de Hudson),
debieron ser similares a las de la Siple Coast. El mecanismo que propone MacAyeal
([83], 1993), para explicar los sucesivos colapsos del casquete polar Laurentiano es
el siguiente: en una primera fase, el espesor del casquete polar se reduciria a una
fina capa de hielo. Como consecuencia del proceso de acumulacién, el espesor va
aumentando. Este aumento origina un aumento de la temperatura basal. El calor
generado, puede llegar a hacer que la base pase a ser temperada y que por tanto
los sedimentos marinos de los que consta la base se deformen, pudiendo dar lugar
a la generacion de las corrientes de hielo rapidas. El flujo rapido, ocasionaria la
expulsion de grandes masas de hielo, que pueden conducir al colapso del casquete.
Tras el colapso, su espesor se reduciria a una fina capa de hielo, permitiendo que la
base de sedimentos se congele (recuérdese que se considera que los sedimentos que

constituyen la capa se suponen saturados con agua) y se vuelva a iniciar el proceso.

Segun la teoria anterior, la inestabilidad interna del casquete polar es el factor que
controla las oscilaciones climéticas (ciclos de Bond), asociadas a los acontecimientos
de Heinrich.

Algunas de las objeciones que se le han planteado a la teoria de MacAyeal son las

siguientes:

= La aparicién de restos glaciares en los registros sedimentarios de algunas ca-
pas de Heinrich que no proceden de la bahia de Hudson, lo que sugiere que
en los acontecimientos de Heinrich, pudieran haber estado involucrados otros

casquetes ademas del Laurentiano.

= Existen indicios de que las fluctuaciones en el volumen de hielo durante y
tras un acontecimiento de Heinrich no fueron exclusivas del Atldntico Norte,
sino que en el Hemisferio Sur también debieron darse. De esto se deduce que,
o bien lo acontecido en el Atlantico Norte, fue suficiente para provocar un
cambio global de todo el sistema glaciar, o bien fue una respuesta global de

todos los casquetes polares a algun tipo de fuerza externa.

Marshall y Clark ([84], 1997), presentaron un modelo en el que se consideraba que el
inicio de las corrientes se debia a mecanismos térmicos; sin embargo, de este trabajo,
se desprende que las tasas de descarga de hielo obtenidas por efecto de un mecanismo
térmico, serian insuficientes para originar la cantidad de sedimentos registrados en

las capas de Heinrich y que los efectos en el nivel del mar, serfan inferiores a los
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observados.

Andrews ([4], 1998), demostré como el colapso de un casquete puede hacer que
otros casquetes también se desintegren. Aunque no se sabe con certeza si los acon-
tecimientos de Heinrich fueron resultado de la inestabilidad interna (activacion y
desactivacion de la corrientes) o bien se debieron a fuerzas externas, de lo que si se
tiene certeza es del potencial de dicha inestabilidad interna para afectar al sistema

dinamico global de la Tierra.

La Siple Coast, como se ha dicho en varias ocasiones, es considerada potencialmente
inestable. La mayoria de su base, se encuentra por debajo del nivel del mar, de modo
que, un retroceso del margen (grounding line, linea que senala la regién en la cual
el manto deja de yacer sobre un lecho continental y pasa a flotar en el agua del
mar) podria acelerar el flujo y originar el colapso. Salvo fuertes variaciones locales,
en la Antartida Occidental, globalmente, el valor del balance de masa (acumulacién
menos ablacién) es proximo a cero. Estimaciones recientes sugieren que el balance se
ha vuelto positivo. El flujo deberia aumentar en varios 6rdenes, para que asi, la tasa
de desalojo de hielo fuera mayor que la tasa de acumulacién y pudiera producirse
el colapso del sistema. Por tanto, a pesar del gran nivel de inestabilidad interna
(debida a la presencia de sedimentos marinos deformables en la base), el sistema

global de la Antartida Occidental parecer ser estable.

El retroceso del margen en la Siple Coast podria detenerse como consecuencia del
aparente cambio hacia positivo del balance de masa. La posible razén por la cual el
balance de masa se ha vuelto positivo, es el cese de actividad de la corriente C y la

progresiva ralentizacion de la corriente de Whillans.

Aunque en la actualidad, no hay evidencia de que en un futuro préximo, el nivel de
inestabilidad en el comportamiento de las corrientes de la Siple Coast pueda llegar
a causar el colapso de la Antartida Occidental, esto no significa que el casquete no

pueda llegar a desaparecer o al menos, ver reducido su tamano.
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Capitulo 2

El modelo de Fowler y Johnson.

Para entender los mecanismos geofisicos que intervienen en el fenémeno de las corri-
entes de hielo répidas (ice-streaming) se parte de ideas, anélisis y modelos relativos
al fenémeno del rapido avance de las masas de hielo en la direccion principal de flujo
(ice-surging), puesto que este fenémeno también aparece asociado a oscilaciones en
el régimen del flujo del hielo y existen ya trabajos, como por ejemplo [83], [51], [52],

[55], en los cuales se hace un estudio detallado del mismo.

En el fenémeno consistente en un rapido avance de las masas de hielo en la direccion
principal de flujo, las oscilaciones en el régimen de flujo del hielo son consideradas
temporalmente, es decir, la masa de hielo sufre variaciones temporales en el régimen
de flujo, alternandose el régimen lento y el rdpido. Sin embargo, en el fenémeno de
las corrientes de hielo rapidas, las oscilaciones son consideradas espacialmente, es
decir, en una masa de hielo se dan de forma contemporanea zonas con flujo rapido
y zonas con flujo lento, alternandose unas y otras en la direccion perpendicular a la

direccién principal de flujo.

El avance répido de las masas de hielo ha sido recientemente estudiado en [55]
(donde se da un enfoque fisico al estudio) y en [36] (donde el enfoque es de caracter
matematico), en el contexto de los sucesos de Heinrich acontecidos en la bahia de
Hudson durante el Pleistoceno (véase en el capitulo primero, la seccién relativa a los
sucesos de Heinrich). En [36] puede encontrarse un ejemplo de cémo aplicar la teoria
de operadores multivocos a la formulacién de problemas de obstaculo (asociados a
la existencia de fronteras libres) que surgen al modelar fenémenos relativos a la

glaciologia.

Fowler y Johnson, en [53], proponen un modelo para describir el fenémeno de las

corrientes de hielo aplicado al marco geofisico de la Siple Coast. Para obtener este

39
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modelo se basan en una idea que ya habian considerado en [51], donde se estudiaba el
fenémeno del avance répido de las masas de hielo. En [51], describen el movimiento de
un manto de hielo (ice sheet) bajo las hipdtesis siguientes: la base presenta una capa
de sedimentos porosos que se deforman al saturarse con agua y el flujo es debido,
fundamentalmente, al deslizamiento sobre la base, en lugar de a la deformacién
interna del hielo, como es lo habitual. La idea fundamental a la que antes se hacia
referencia, se basa en la aplicacién de la teorfa de MacAyeal (véase [83]), que explica
los acontecimientos de Heinrich (véase [63]). La idea de MacAyeal consiste en que
la interrelacion entre la dinamica del hielo, el deslizamiento basal y el sistema de
drenaje en la base puede originar inestabilidad. Fowler y Johnson pensaron que esta
idea era compatible con la hipdtesis de base blanda y deformable considerada en [51],
y asi, dicha interrelacién podria dar lugar a oscilaciones temporales en el régimen
de flujo (ice surging). El agua presente en la base debida al derretimiento del hielo
basal (como consecuencia del calor de friccién) podria originar que la relacién entre el
espesor de hielo y el flujo de agua en el sistema de drenaje fuera multivoca (es decir,
para un mismo valor del espesor de hielo pueden darse distintos valores del flujo de
agua) o lo que es equivalente, entre el espesor de hielo y la velocidad del flujo de hielo
(la equivalencia se deduce de la ley de deslizamiento, pues relaciona el flujo de agua y
la velocidad del hielo). La existencia de esta relacion multivoca, ofrece la posibilidad
de que el flujo del manto de hielo presente un comportamiento de tipo oscilatorio (al
cual denominaron disparo hidraulico (hydraulic runaway), denominacién debida a
su analogia con el concepto de disparo térmico (thermal runaway), introducido por
Clarke (véase [29])), es decir, que se produzca una alternancia entre el régimen de
flujo lento y el de rapido. El colapso del sistema de drenaje es un factor fundamental
para que la relaciéon multivoca entre las variables espesor y velocidad del hielo sea

efectiva y se produzca el comportamiento oscilatorio.

En [51], Fowler y Johnson tratan de validar la conjetura anterior aplicada al caso
de las corrientes de hielo de la Siple Coast, puesto que aqui, se siguen considerando
bases blandas formadas por sedimentos deformables al saturarse por agua y se trata
de modelar, igualmente, un comportamiento oscilatorio, aunque ahora las oscila-
ciones sean consideradas espacialmente (en la direccién perpendicular a la direccién

principal de flujo), en vez de temporalmente.

A continuacién, se presentard el modelo que propusieron Fowler y Johnson (véase
[53]) para describir el fendmeno de la generacién de corrientes de hielo. Se comen-
zard describiendo las principales caracteristicas del modelo y comentando las mod-
ificaciones y avances que supone respecto a teorias y trabajos anteriores a este,

relativos al flujo del hielo sobre bases blandas y deformables.
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Caracteristicas fundamentales del modelo de Fowler y Johnson.

En su formulacién fisica, se trata de un modelo estacionario y bidimensional, que
emplea la variable x para denotar la coordenada longitudinal e y para la transver-
sal. Considera una teoria de drenaje basal estacionaria bidimensional, aplicada a
una base blanda y deformable, que generaliza la teoria unidimensional de Fowler
y Walder ([111}). Incorpora una ley de deslizamiento obtenida tedéricamente por
Fowler ([46]), a partir de trabajos anteriores realizados entre otros, por Lliboutry
([79], [81]), Iken, Bindshadler ([12]), y Boulton e Hindmarsh ([15]). Las variables se
consideran independientes de la altura, lo cual se justifica mediante la aplicacion de
la aproximacién de hielos poco profundos (shallow ice approximation) y se tienen
en cuenta las posibles variaciones de la presion de agua, p,, en la direccién prin-
cipal de flujo (longitudinal) y en la perpendicular a la misma (transversal). Esta
ultima consideracion resulta imprescindible si lo que se pretende obtener es algin
tipo de inestabilidad lateral en el mecanismo del flujo de hielo, que pueda originar

las oscilaciones en el régimen del mismo, es decir, las corrientes de hielo.

Las variables utilizadas son las siguientes:

(), magnitud escalar flujo de agua en el sistema de drenaje (es el flujo de agua

asociado al deslizamiento del hielo en la direccién principal de flujo),
= h, el espesor de hielo,
= u, la velocidad basal del flujo de hielo en la direccién principal de flujo,
» 7, los esfuerzos viscosos en la direccién principal de flujo (cizalla),

= N, la presion efectiva en los canales del sistema de drenaje. Se recuerda que
este concepto (véase en el capitulo primero, la seccién segunda) fue introducido
por Lliboutry y que se define como la diferencia entre la presion de la carga

de hielo y la presién de agua en el sistema de drenaje, es decir, N = p; — pu,

» ¢, el término de enfriamiento (conductivo y convectivo) y

&, la velocidad acumulada.

Fowler y Johnson, consideran al hielo como un fluido viscoso, no-newtoniano, isétropo,
incompresible, conductor de calor, aunque débil, y con un flujo tipicamente lento. A

partir de las ecuaciones bésicas de conservacién y bajo las suposiciones e hipdtesis
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mencionadas anteriormente, obtienen un sistema termodindmico acoplado de ecua-
ciones dimensionales, constituido por las leyes basicas de conservacion, complemen-
tadas con leyes constitutivas que caracterizan al hielo y su respuesta a los mecanis-

mos geofisicos de carga y deformacion.

2.1. Deduccion de las ecuaciones dimensionales

del modelo de Fowler y Johnson.

En esta seccion se deduciran las ecuaciones de las que consta el modelo propuesto
por Fowler y Johnson. Se comenzara deduciendo la ley de drenaje, que relaciona la
presiéon efectiva N, con el flujo de agua en el sistema de drenaje. Posteriormente, se
deducirén las ecuaciones de conservacién de la cantidad de movimiento (balance de
fuerzas) y la parametrizacién del término de balance de calor basal. Una vez conocida
la expresion del balance de calor, podra ser deducida la ecuaciéon de conservacién del
flujo de agua en el sistema de drenaje, ya que el balance térmico regula la producciéon
de agua en la base. A continuacién, se considerara la ley de deslizamiento, en la cual
se expresa la relacion existente entre la velocidad basal del hielo, la cizalla y la
presiéon efectiva. Notese, que puesto que mediante la ley de drenaje se prescribe el
tipo de relacion considerada entre la presion efectiva y el flujo de agua, éste 1ltimo,
estd presente (a través de N) en la ley de deslizamiento, poniendo de manifiesto que
el agua basal contribuye al deslizamiento del hielo (debido a su efecto lubricante).

Por 1ltimo, se deducira la ecuacion de conservacién de la masa de hielo.

Observaciéon 2.1. En este capitulo y en los sucesivos, se utilizaran indistintamente

las notaciones
azf = af/az - fz7

para designar la deriwvada parcial de una funcion f respecto de una variable, z.
Cuando la funcion considerada dependa unicamente de una variable se utilizard la

notacion [, para denotar la derivada ordinaria df /dz.

Ley de drenaje.

Esta ley establece el tipo de relacion que se va a asumir entre las variables flujo de
agua en el sistema de drenaje, (), y la variable presién efectiva, N. La deduccion
aqui presentada se basa fundamentalmente en los trabajos de Fowler y Walder ([111])
y de Fowler y Johnson ([53]).
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La presencia de distintos regimenes de flujo de hielo en la direcciéon lateral, es decir,
la existencia corrientes rapidas de hielo alternadas con zonas de flujo tipicamente
lento, hace que en el modelo a proponer, se deban tener en cuenta las variaciones
de la presion de agua, p,,, tanto en la direccion longitudinal, como en la transversal.
Por este motivo, se considerara un vector flujo de agua, Cjw, que varie respecto de

ambas coordenadas, la longitudinal y la transversal.

En la zona de flujo rapido, la presiéon de agua en la base es mayor que en el hielo
lento circundante y por otro lado, el flujo de calor desde la base al plug-flow (la
masa de hielo adyacente al hielo basal) también es mayor. Por tanto, se tiene que
a una misma altura, el hielo de la zona que presenta un régimen de flujo lento, se
encuentra a mayor temperatura que el hielo de la zona que presenta un régimen
de flujo rapido. Parece pues, que el modelo buscado debera reflejar algin tipo de
compensacion entre la variacion lateral de la presion de agua y la temperatura del
hielo.

Para conseguir los requisitos mencionados anteriormente, se generalizara al caso
bidimensional la teoria del drenaje unidimensional de Walder y Fowler [111]. Por

este motivo, a continuacién se describira brevemente dicha teoria.

Walder y Fowler desarrollaron una descripcién del posible mecanismo de drenaje
basal para glaciares y mantos de hielo (ice-sheets) que fluyen sobre una capa de
sedimentos (till) deformable y saturada con agua. Walder y Fowler, consideraron
un sistema de drenaje constituido por canales situados entre el hielo y la capa
de sedimentos, extendiéndose hacia arriba en el hielo y hacia abajo en la capa de
sedimentos. Para un régimen estacionario, la cinematica del cierre de canales es

descrita por las siguientes expresiones
iy = pIGI2A;(N/n)™ 1y = po K2 AN, Ja)* ™

donde m; es la tasa de deformacién de hielo por unidad de medida longitudinal, m, es
la tasa de erosion del sedimento en la base del conducto, p; v ps son las densidades del
hielo y del sedimento, respectivamente, [; v [s son partes del perimetro del conducto
rodeado por el hielo y los sedimentos, respectivamente, K;, K, son factores de forma
adimensionales, A; y n son las constantes que aparecen en la ley de flujo de Glen
para el hielo, A,, a, b son constantes positivas, y por iltimo, N. = p; — p., es la
presion efectiva en los canales, siendo p,, la presién del agua en el tinel subglaciar y
pi, la presion del hielo. Despreciando efectos inerciales, el balance entre las fuerzas de
presién y las fuerzas de arrastre en las paredes del canal, viene dado por la identidad

siguiente,

S (pwgsenﬁ - a@ic) =7l,
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donde S es el angulo que forma la base del glaciar con la horizontal, S es el area de
la seccion transversal a la direccion del flujo y s es la variable que representa la coor-
denada en la direccién del flujo a través del canal. Suponiendo un flujo turbulento,
el valor medio de la cizalla en las paredes del canal viene dado por la expresion,

7 = f,puou?/8, donde f, es un factor adimensional de friccién.

Walder y Fowler, denotando por @, al flujo de agua que pasa por el conducto y
considerando que el volumen de sedimentos suspendidos es despreciable, escriben la

ecuacién de conservacion de la energia interna de la forma siguiente

9 {Qw <mz-pwcp _ ﬁ)} — g T
Os

Lihp L L

El coeficiente hr es el coeficiente de transferencia de calor, ¢, es el calor especifico,
L es el calor latente, u es la velocidad media del flujo de agua en el conducto,

Y = PwCpCt ~ 0732 y
l;h Lihr K
0T _ 4 T _ ]CNH,
PuwCp K pype

donde Nu, es el nimero de Nusselt (medida adimensional de la transferencia de calor

en la interfase hielo-agua) y k = K/pyp., la conductividad térmica.

Dados I;, I, y anadiendo la relacién Su = @), a las ecuaciones anteriores, es posible
determinar las cinco incégnitas S, u, 7, p. y m;. Walder y Fowler, simplifican el
sistema de ecuaciones obtenido, utilizando dos aproximaciones, la primera consiste
en considerar que, m; = 7Tul/L, y la segunda, es una aproximacién relativa a la
expresion del gradiente hidraulico. Walder y Fowler argumentan del modo siguiente:
si N. = p; — p. v pi = pigd, donde d representa la normal a la altura de hielo, se
tiene que el gradiente hidraulico admite la siguiente expresion,

Op. B ON, od
pwgsenf — B = pwgsen + 95 ng%’

y por tanto,

Ope ON,
pwgsenf — aps = (pw — pi)gsenf + pigcosftana + e

donde « es el angulo que forma la superficie con la horizontal y (3, el angulo que forma
la base del glaciar con la horizontal. Suponiendo que a y  son muy pequenos, es
licito considerar las aproximaciones, tana ~ senca, cosf3 ~ 1, senf ~ 0 y denotando

por N a N, se puede escribir el gradiente hidraulico como
Ip. ON
pwgsenf — 8_]; = pigsena + D5 (2.1)

Entonces, las ecuaciones algebraicas que se tienen son:

Tl ON 1 9
m; 7 S (pwgsenoz + s ) Tl T 8frpwu , (2.2)
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Walder y Fowler suponen que para una base cuya pendiente sea practicamente nula,
es decir, § ~ 0, el término 0, N resulta despreciable frente al resto de términos que
aparecen en la expresién del gradiente hidraulico dada por (2.1). Bajo la consid-

eracién anterior, el gradiente hidraulico podria ser aproximado del modo siguiente

Ipe
pwgsenf — — = p;gsena.
Os

En nuestro caso, donde se trata de generar una corriente de hielo sobre una zona
similar a la del Siple Coast, se deben considerar las posibles variaciones longitudi-
nales y laterales de la presion efectiva, para asi, hacer posible la existencia de zonas
en las cuales la presién efectiva tome valores elevados (asociadas a un régimen de
flujo lento) y zonas en las cuales tome valores bajos (asociadas a un régimen un flujo

rapido). Por tanto, no se debe ignorar, como hicieron ellos, el término 0s/V.

A continuacién, se realizaran los cédlculos necesarios para obtener una expresion
del flujo de agua en funcién de la presién efectiva. Suponiendo que ; ~ [, pueden
igualarse la ecuaciones (2.2), y (2.3); v asi eliminar la variable 1h;. De este modo,
se obtiene que

PN" =byQu, 7="05/l, uw=0b3S"27? S = N*"by by,

b1 = pP;gsenc + 8]\7/83, bQ = Nnbl/(szKlAz), bg = 8b1/<prw)

En el estudio, se considerara el caso en el cual, N < p (presion efectiva critica) y
el drenaje se produce a través de un canal inciso en el sedimento. Los canales se
supondran anchos y de muy poca profundidad, por tanto, se podra considerar que
S ~ hl, donde h es la profundidad del canal. Definiendo by y bs por, by = baby y
bs = bsby, para n = 3 (se recuerda que n es el exponente de la ley de flujo de Glen),

se tiene que: o
B babsb,*h?
Ov="Na

Puesto que by (que representa el gradiente hidrdulico) viene dado por

ON 1 ON
by = pigsena + — = p;gsencv |1 + — —
s

0

pigsena 0s

definiendo 1) = 1/(p;gsena), se llega a la siguiente expresién para el flujo de agua

en el caso unidimensional, es decir, s6lo considerando la direccién principal de flujo,

o h? ON1?
o —2
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donde se observa que el flujo de agua es proporcional al cuadrado del gradiente
hidraulico. Nétese que si 5~ 0y sélo se considera el flujo longitudinal (caso unidi-
mensional), entonces s = x, donde z denota la coordenada longitudinal. La identidad
anterior se generaliza al caso bidimensional de manera natural, para asi, obtener la

siguiente expresién del vector de flujo de agua:
= c .

donde & = bybstp~2h® v & es el vector unitario en la direccién principal de flujo.

Notese que la expresion anterior es del tipo ley de Darcy no lineal.

Walder y Fowler suponian que s N < 1 y por tanto VN = (. Sin embargo,
aunque | + »VN| & 1, si se quiere generar un flujo lateral debido al gradiente
de presién, se debe conservar el término YV N. Estas observaciones conducen a las
siguientes relaciones (que describen el comportamiento del sistema de drenaje) entre
las componentes longitudinal, @, y transversal, (), del vector flujo de agua y la
presion efectiva N, ) oy

Q)= %, QL= % £

Noétese que la relaciéon entre @ y IV es de proporcionalidad inversa. Se piensa que

(2.4)

esto es lo més adecuado cuando se considera un sistema de drenaje constituido por
canales incisos en el sedimento (aunque con su techo constituido por hielo) y de dis-
tribucién y tamano relativamente uniforme (es decir, no se da una distribucién de
tipo arborescente, en la cual los conductos de menor tamano desembocan en otros
de mayor tamano). Parece ser, que cuando se considera un sistema de drenaje con-
stituido por tuneles o canales de Rothlisberger (dirigidos hacia el hielo), la relacién
de proporcionalidad directa (ver [99]), es el tipo de relacién més probable entre el

flujo de agua y la presién efectiva.

Balance de fuerzas (conservacion de la cantidad de movimiento) y balance

de calor en la base.

Para la obtencién de expresiones adecuadas para los balances de fuerzas y de calor
basal, se seguird la teoria de capa limite de Fowler ([49]), basada en las hipétesis
de escasa difusividad térmica del hielo, fuerte dependencia de la viscosidad del hielo
respecto de la temperatura, y en la que se utilizan técnicas propias de la teoria
de lubricacién aplicadas al caso de los casquetes polares. Segin esta teoria, las
dinamicas no lineales de las grandes masas de hielo pueden ser descritas a través de
capas limite térmicas muy proximas a la base, que contienen en su interior a una

fina capa de cizalla, ya que se supone que los casquetes se deforman principalmente



2.1. Deduccion de las ecuaciones dimensionales del modelo de Fowler y Johnson. 47

en la base, lugar en el que las presiones y las temperaturas alcanzan valores méas

altos que en el resto.

El flujo de los mantos de hielo se considera generado por las fuerzas de cizalla
producidas cerca de la base (debidas a la pendiente del hielo). Estas fuerzas de cizalla
originan una deformacion del hielo que es considerado un fluido altamente viscoso. Se
considera que el flujo del hielo se activa térmicamente, ya que la deformacién interna
del hielo es uno de los factores que dan lugar al flujo del hielo, dicha deformacion
es funcién de la viscosidad y ésta a su vez, de la temperatura. Cuando se realiza
un estudio unidimensional del flujo del hielo, es decir, sélo se considera la direccion
principal de flujo (longitudinal), la cizalla basal (esfuerzos viscosos en la direccién
principal de flujo), denotada por 7, viene dada por 7 = p;ghsena (véase por ejemplo
[49]), donde p; es la densidad del hielo, g es la gravedad, h es el espesor de hielo y
a es el angulo que forma la superficie con la horizontal. Puesto que en el caso de
mantos de hielo, la pendiente superficial es practicamente nula, es decir, a =~ 0, es
licito considerar la aproximaciéon sena ~ —h,., donde x es la variable empleada para
denotar la coordenada en la direccion principal de flujo. De todo lo anteriormente
dicho, se deduce que la cizalla, en el caso en el que sélo se tiene en cuenta la direccion

principal de flujo, viene dada por la expresion
T = —p;ghh,. (2.5)

La identidad (2.5) es la comunmente aceptada como ecuacién de la conservacion
de la cantidad de movimiento y béasicamente, es un balance entre las fuerzas de
cizallamiento y la fuerza ejercida por la masa de hielo (su peso). La generalizacién
natural de (2.5) al caso que nos ocupa, es decir, aquel en el cual también se tiene en

cuenta la direccion transversal, seria la siguiente
T = (TH77_L) = _pigh(hxy hy) = —pigth. (26)

Puesto que en el modelo de Fowler y Johnson se asume que h = h(x) (h no depende
de la coordenada transversal y), se tiene la expresién adecuada para las fuerzas de
cizallamiento vuelve a ser la relacién escalar (2.5), donde 7 = 7. Téngase en cuenta

que h, = 0y que por tanto, 7, = 0.

En el proceso de modelado, un punto especialmente delicado por su importancia,
es la determinacién del flujo de calor desde la base hacia el plug-flow, que es la
denominacién empleada en la bibliografia para referirse a la masa de hielo que se
encuentra por encima de la capa de cizalla y que se mueve con velocidad indepen-
diente del espesor local (coordenada vertical). Denotaremos por u a la componente
horizontal de la velocidad del hielo y por z a la coordenada espacial vertical. Si u

es muy pequena, el flujo de calor que predomina es de tipo conductivo, pero si u
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es grande, es de esperar la existencia de una fina capa de frontera térmica cerca de
la base, en la cual, el calor convectivo se equilibre con el conductivo y la disipacién
viscosa sea despreciable. Por tanto, p;c,uT, ~ kT.., donde ¢, es el calor especifico
del agua y k es la conductividad térmica. Para la parte convectiva, se tiene que
ou
uly — 2u'T, = kT,,, w=—2u =—z2—,
ox
donde u representa la componente horizontal de la velocidad y w la componente

vertical. Esta ecuacion se resuelve con las condiciones de contorno siguientes

{ T=T,, z=0, donde T, eslatemperatura de derretimiento en la base,

T—1T, z—o00, donde T, eslatemperatura superficial.

Tras realizar los célculos oportunos (véase [49]), el flujo de calor hacia el plug-flow,

considerando la conduccion y conveccién, puede expresarse como

(2.7)

T (pe,k\PuAT kAT
.= \%x ) @z "%

donde AT =T, — T, (nétese que AT = |T,|) y £ = [, udz, es la variable velocidad
acumulada. El segundo cociente refleja la importancia de la conduccién cuando h es

pequena.

La expresién (2.7) permite expresar el término de balance térmico en la base, es
decir, la diferencia entre los términos de calentamiento y el enfriamiento del modo

siguiente,

G+ Ttu—q,

donde los términos G, flujo de calor geotérmico y Tu, calor de friccién (disipacién
viscosa), constituyen los términos de calentamiento. La variable ¢ representa el en-
friamiento y engloba el término de enfriamiento conductivo, dado por kh~!AT, que
es el dominante cuando se dan velocidades y espesores pequenos, y el término de
enfriamiento convectivo, dado por (pc,k/ 7r)1/ *uE~Y2AT, de mayor importancia para
velocidades altas. El balance térmico asociado al movimiento esta representado por,
Tu—(pcyk/ 7r)1/ 2u§ ~1/2AT, mientras que la parte del balance térmico que no depende
del movimiento estarfa compuesta por la diferencia, G — kh~'AT. Las variaciones
en el valor del balance total de calor, permiten el cambio de régimen térmico de la
base, el cual puede ser polar (la base esta congelada y no se produce deslizamiento)
o temperado (la temperatura basal alcanza la temperatura de fusién del hielo a la

presién local, aparece agua en la base, y por tanto, puede producirse deslizamiento).
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Ecuacién de conservacién del flujo de agua.

El exceso de calor producido en la base viene dado por la expresion, G + Tu — q.
Este calor origina una velocidad de derretimiento en la direccion de descenso, dada
por, (G + Tu — q)/pwL, donde L es el calor latente y p,, es la densidad del agua.
Si denotamos la distancia media entre dos canales del sistema de drenaje por wy,

entonces el flujo de agua por canal se ve incrementado en la cantidad dada por,

- (G + Tu — q)wy
VQ,= .

puwl
El vector flujo de agua Qw que se considera en este modelo, como ya se menciond an-
teriormente, tiene por componentes longitudinal y transversal, respectivamente, a
los siguientes cocientes (véase (2.4))
¢ ,ON

=g,

¢
N3’
En lugar de considerar Q) y )1 como variables destinadas a aparecer en el sistema
de ecuaciones que describird el modelo, se considerara la variable escalar flujo de

agua, @ = Q(z,y), definida por la relacién,

Qy(z,y) = Q + Q(z,y). (2.8)

El término Q < 1, que aparece en (2.8), es un flujo residual de valor constante, que
representa la pequena cantidad de agua siempre presente en la base, debida a las
fuerzas de cizalla. La expresién de la presién efectiva, N, dada en (2.4), resulta ser

en términos de @,
N=2"3Q+Q) "2 (2.9)

La identidad anterior se conoce en la bibliografia (véase [111]), con el nombre de
ley de drenaje !. Asi, la ecuacién de conservacién del flujo de agua, expresada en
términos de las componentes longitudinal y transversal del vector flujo de agua, es

decir,
6Q|| 0Q | (G + TU — q)wd

= 2.1
or oy ol (2.10)

podra ser expresada en funcion de una tinica variable, (), que haga referencia al flujo

v@w:

de agua. Para ello basta tener en cuenta que, 0,Q = 0,0, (Q es una constante) y

INétese que en este caso la relacién entre la presién efectiva N y el flujo de agua @ es de
proporcionalidad inversa. Como ya se ha comentado antes existen otras teorias de drenaje basal

en las que esta relacién es de proporcionalidad directa (véase [99]).
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sustituir la expresién de N en términos de @, dada por (2.9) en el término @, (en

(2.4)2). De este modo, se obtiene que

QL=v(Q+Q)9, [*(Q+Q)].
Posteriormente, se realiza el cdlculo de 9, [¢"/3(Q + Q)~'/*], resultando que

0

Q4 @) = -5

& o 5y-430Q
—(Q@+Q) oy

y por tultimo, se sustituye en la ecuacién (2.10) las expresiones obtenidas anterior-
mente para 0,0 y 0, 1. Segun los célculos anteriores, se tiene que la ecuacién de

conservaciéon del flujo de agua en términos de la variable @) es:

13 8@} (G + Tu — q)wy
pul

0Q _ v o
or 3 Oy

[(Q L) (2.11)

Ley de deslizamiento.

Como ya se dijo en la introduccion, la ley de deslizamiento que se considerara es del
tipo
T =cu N°?, (2.12)

donde 7 y s son los exponentes de la reologia de flujo viscoso no lineal de Boulton
e Hindmarsh y toman valores en el intervalo (0,1). En este modelo, se asumiran los
valores r = s = 1/2. El coeficiente ¢ se toma de valor constante, hace referencia a
la dureza de la base (rugosidad) y vendria a representar en cierto modo, la consid-
eracién de algin tipo de friccion. La velocidad basal longitudinal, © = wu;, aunque
de forma paramétrica contiene la pequena velocidad de cizalla, u. < 1 (asociada a
la cizalla que siempre existe en la base), es esencialmente una velocidad de desliza-
miento basal, ug. En otras palabras, la velocidad basal en la direccién principal de
flujo viene dada por la suma, u = ug + u., pero se asume que u ~ ug puesto que la

velocidad de cizalla es u. < 1. Esta ley sera utilizada también en la forma
T=cu"(Q+ Q) (2.13)

expresion que se deduce sin mas que sustituir N por su expresion en términos del
flujo de agua (véase (2.9)) en (2.12). El valor constante del flujo residual denotado
por @, debe ser elegido de tal modo que en el limite  — 0, se tenga que la
velocidad basal, © = u;, tome aproximadamente, al considerar, Q + Q = Q, en la
ley de deslizamiento (2.13), el valor de la pequena velocidad de cizalla u., asociada

a la deformacién interna del hielo.
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Ecuacion de conservacién de la masa de hielo.

A partir de la ecuacién de conservacién de la masa para régimen evolutivo y en
forma de divergencia, h; + div(hi) = a, considerando que h; = 0, puesto que el
modelo es estacionario, que a, término de acumulacién/ablacién es nulo?, es decir,
a ~ 0y que el espesor sélo depende de la coordenada longitudinal®, o sea, h = h(z),
se propone la siguiente ecuacién en forma integral como ecuacion de conservacion
de la masa del hielo,
L
h/ udy = M, (2.14)
0
donde M, es el flujo inicial de hielo prescrito en el ice-divide (zona donde el espesor
de hielo, h, es méximo), L es la anchura del dominio considerado y u = wj, es la

componente de la velocidad del hielo en la direccién principal de flujo.

Antes de deducir la ecuacién (2.14), se justificard la razén por la cual se puede

asumir que h = h(x).

La justificacién para considerar que h = h(z), es decir, d,h = 0, se basa en el
siguiente razonamiento: si se considerara algin tipo de variacion lateral, la ecuaciéon

de conservacién de la masa que habria que considerar seria la siguiente,
V(hti) = 0, (hu)) + 0y (huy) = 0, (2.15)

donde wu| es la componente de la velocidad de hielo en la direcciéon principal de
flujo y u, es la componente en la direccion transversal (perpendicular a la direccién
principal de flujo). Puesto que u, < v, trataremos de expresar todo en funcién de
u|, asumiendo que

[l = [ (wpy wi) || = -

Para determinar u, se consideran, por un lado, la generalizacion al caso vectorial

de la ley de deslizamiento (2.13) en su versién adimensional,
7= |d@|"NQ+ Q)" (2.16)

donde n es el exponente de la ley de flujo viscoso de Glen (n = 3) y por otro, la

generalizacién de la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento (2.5),

2Esto se corresponde con el hecho de que el modelo es estacionario, por tanto no quedan refle-
jadas las oscilaciones en los valores del espesor asociadas a la alternancia de periodos en los que

predomina el deshielo y aquellos en los que predominan las precipitaciones.
3El hecho de considerar que h = h(z), es decir, que h, = 0, serd justificado un poco mds

adelante. En cualquier caso, se vera que esta hipétesis supone una de las limitaciones detectadas

en el modelo.
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en su version adimensional, es decir,
7 = hVh. (2.17)
A partir de (2.16) y de (2.17), se tiene que las componentes longitudinales y transver-

sales del vector de cizalla vienen dadas por

u” r—1
I
- = —hh 7= = —hh,.
s/3 z) s/3 Y
QII QII

l

Sustituyendo u, en la ecuacion de conservacion de la masa, tenemos que

2 s/3
Oy (huy) = A% (%@) : donde A= F;ﬁ];, (2.18)

u
l

siendo [u)], [u.] las escalas correspondientes a las componentes de la velocidad, d
la escala considerada en la direcciéon transversal y [ en la longitudinal. Para valores

tipicos de dichas escalas, relativos a la Siple Coast, resulta que A =~ 64,04.

Para hacer mas sencilla la notacién se considerara que u) 1= u, 7 1= 7y Q) := Q+Q.
A continuacién se demostrard que en el término 0, (hu), aparece el término eliptico

hy.. En efecto, puesto que 0, (hu) = uh, + hu,, despejando uh, en (2.18), resulta

que
0 [nQ+Q)"
Como u = 7V/7(Q + Q)*/3", se tiene que
T o 50:[Q+ Q)
v T 3 Q+Q
donde 7 = —hh,. Teniendo en cuenta que h, < 0, se llega a la siguiente identidad
U
T hy R
Por tanto, resulta que
1 shud,[Q+ Q]  hu hye
T hu) = hx h = |1 - h;c = — — .
Oy (hu) = uh, + hu (+T>u +3r 0+ 0 ST
Entonces (2.18), se traduce a la expresion,
1 shudQ+Q] huhw . 0 [K2(Q+Q)?
1+-Juh,+-——F———==——"F 4+ A— | ———h,| . 2.20
(‘UJ“ HEEE Er T 7l ] B
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De (2.20) se deduce que la ecuacién de conservacion de la masa en la forma (2.15), es
una ecuacion eliptica en h. La resolucién numérica de esta ecuacion eliptica represen-
taria abordar un problema muy complicado desde el punto de vista computacional,
razon por la cual, se estudia si es admisible suponer que 9, h ~ 0 y asi evitar re-
solver un problema eliptico. La respuesta es afirmativa, es decir, el hecho de suponer
0y h =~ 0 no altera, en esencia, la naturaleza del problema. En efecto, si se escribe la

ecuacion (2.19) de la forma siguiente

19 0 [nQ+Q)"
—ay ||

donde A~! = 0,016 ~ 0, se puede considerar que d,h ~ 0. Este hecho hace que sea

admisible la hipdtesis de suponer que h no varia respecto de y.

Como u; < |, y h := h(x), en este caso la ecuacién de conservaciéon de la masa

(2.15) puede aproximarse por
8, (hu) = 0, (2.21)

donde se recuerda que u(z,y) = u|(z,y). De (2.21), se deduce que h(x)u(z,y) =
k(y), siendo k una funcién que sélo depende de la coordenada transversal, y. Inte-
grando respecto de la variable transversal, y, a lo largo de la anchura del dominio

considerado, que se denota por (0, L), se tiene que

/OL h(z)u(z, y)dy = /OL k(y)dy = M,

donde M representa un flujo inicial de hielo de valor constante prescrito en el ice

divide. De la igualdad anterior, se obtiene la ecuacién en forma integral

L L
/ h(z)u(z,y)dy = h(w)/ w(@,y)dy = M,
0 0
considerada como ecuacion de conservacién de la masa en forma integral en el sistema

de ecuaciones dimensionales que constituyen el modelo de Fowler y Johnson.

Mas adelante, cuando se analicen las limitaciones detectadas en el modelo, se volvera a
hablar sobre las implicaciones de considerar que el espesor sélo dependa de la coor-

denada longitudinal.

El sistema de ecuaciones dimensionales que constituyen el modelo de Fowler y John-

son es el siguiente:

Ecuaciones dimensionales
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E. de Conservaciéon de la masa:
L
h / udy = M.
0
E. de Conservacion de la cantidad de movimiento (balance de fuerzas):
T=— pighh/.

E. de Conservacion de la energia interna:

QT} B (picpk)l/QuAT EAT
z2=0

q:—ka 51/2 + 3

T
E. de Conservacién del flujo de agua en el sistema de drenaje:

0Q _ vt o
or 3 Oy

[(Q +Q)”
Ley de drenaje:

c c ON 1

Qu=(Q,QL), Q= N3 QL = %¢a—ya (0

- pighsina

Ley de deslizamiento:

7 =cu" N*

Definicién de la variable &, velocidad acumulada:

fz/:uda:.

Una vez que se tiene el sistema de ecuaciones dimensionales, se procede a la obtencion
de las ecuaciones adimensionales, ya que sélo asi, pueden compararse propiamente
los términos que aparecen en las ecuaciones para saber cuales son los de mayor

importancia en el fenémeno.

2.2. Las ecuaciones adimensionales

Para la obtencion de las ecuaciones basicas del modelo que consideraremos en esta

memoria, adimensionalizaremos las ecuaciones anteriores (véase [49]).
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2.2.1. Las escalas del problema.

La adimensionalizacién basicamente consiste en expresar las variables dimensionales
como producto de una escala (que encierra la dimensién) por la variable adimen-

sional:

*

r=Ilz* |, y=dy* , u=[u]u’,

T=[r]m . h=[nr , Q=[Q]Q] QL=I[Q]Q%,
N:[N]N*, |Ta_Tm|NAT ) q:[Q]q*-

Las escalas deben tomarse de modo autoconsistente, mediante la eleccion de balances
adecuados entre los términos de las ecuaciones. En este caso, eligiendo balances como

sigue
d= (W [ND"2, N =3B d = (pcpk/m)V2([u] /)V2AT = [7] [u],

(@] = twalr] [u] /(puL), [Qul=0[N][@)] /d. [r] = piglh]®/l = clu] [N]",

se tiene que
picpk 1/2+s/6 AT1+5/3 Wy s/3 1 T+r-¢
[l = T 11/2=5/6 \ ¢p,, L c

— s/3 s/6
[7_] _ C[U]Tfs/ﬁ Cp'lUL ™
wdAT piCpk’l ’

~1/3 ~1/6
[N] _ 6%1 (lﬂ) <Iolcpk) AT—1/3[U]71/6 ,

pwl ml
lwg [1] [u] B ~(1]7] 1/2
@) =", -, w=(C0)

y para valores tipicos

k=21Wm K™, p,=91Tkgm™>, ¢=9.8ms 2,

=1

1
[ =400km, ¢, = 2009 Jkg 'K, ¢/ = 3 bar ms=

G=005Wm?2 AT =30K, p,=10"kgm 3,
1

wg =3350m, L=2335k]kg™, r=s= 3

resultan las siguientes escalas
[A] ~ 775m, d~50km, [u] ~500ma™", [r]~ 0,15bares,

[N] ~ 0,4 bares, [Q”] ~1m’s™,  [q] ~ 2,510 ®bares ms™*,
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el valor de c,
[7] 0,15 bar

‘T INT ~ (500ma-1)" (0,4 bar)’

y los valores paramétricos

o\ e
= —2 ) ~036 = ~0,2.
PiCp [h]

[u] [h [u] [7]

Los valores de estas escalas son representativos del régimen de flujo rapido de las

corrientes y adecuados para una base en régimen térmico temperado.

2.2.2. Ecuaciones adimensionales.

Una vez establecidos los balances entre las escalas, se sustituyen las variables di-
mensionales por su expresion en funcién de las escalas y las variables adimensionales
en las ecuaciones, se realizan las simplificaciones oportunas teniendo en cuenta los
balances elegidos y se obtienen las correspondientes ecuaciones en términos de las
variables adimensionales y de los pardmetros definidos. En este caso se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones adimensionales, donde se ha eliminado el asterisco

de las variables adimensionales para simplificar la notacion.

Sistema de ecuaciones adimensionales

0@ _19 ~1/39Q _
i@+ @8 - 222
L
h udy=M, 2.23
/O u dy (2.23)
T =—hh', (2.24)
T=u"N°, (2.25)
1
Q+Q =13 (2.26)
5
= 51%-1- =, (2.27)
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E(x,y) = /090 u(r,y) dr. (2.28)

2.3. Resolucion numérica del modelo de Fowler y

Johnson.

En esta secciéon se presentard el método numérico que propusieron Fowler y Johnson
para resolver su modelo. El esquema numérico que se empleara para comprobar que,
efectivamente, el modelo descriptivo de Fowler y Johnson reproduce el fenémeno de
las corrientes de hielo répidas es esencialmente el propuesto en [53]. Este método
consiste, basicamente, en un esquema de desacoplamiento iterativo de las ecuaciones
del sistema y un método de diferencias finitas. Se elige un método de diferencias
finitas y no otro de mayor precision y complejidad, pues lo que se pretende a este
nivel es comprobar si el sistema de ecuaciones modela o no, el fenémeno que nos

ocupa, mas que encontrar la forma de resolucion mas eficiente y adecuada al modelo.

La aportacion original en esta seccion, reside en un analisis preliminar de las ecua-
ciones adimensionales del sistema, en la introduccién de algunas modificaciones en el
método numérico propuesto en [53], en la realizacién de un andlisis paramétrico del
modelo, en la interpretacion fisica de los resultados obtenidos y en la deteccion de
algunas limitaciones del modelo que se trataran de superar mediante reformulaciones

del mismo, planteadas en capitulos posteriores.

Los resultados presentados al final del capitulo son los obtenidos con un programa
informatico escrito por la autora que contempla algunas modificaciones no esenciales
respecto al método numérico empleado por Fowler y Johnson. Estas modificaciones,
que seran comentadas posteriormente, se limitan a los métodos numéricos de inte-
gracién (consideraremos métodos de mayor precisién) y a los métodos numéricos de
resolucién de sistemas lineales (se utilizan unas subrutinas especiales, adecuadas a
la naturaleza particular del sistema de ecuaciones que se obtiene para las aproxima-

ciones de los valores nodales en cada etapa del descoplamiento iterativo).

Para contrastar el modelo, se utilizaran datos experimentales medidos en las corri-
entes de hielo de la Siple Coast, lo cual, no implica que el modelo sea sélo aplicable
a las corrientes de la Siple Coast. El modelo de Fowler y Johnson es aplicable a
cualquier escenario geofisico donde se satisfagan las hipotesis supuestas en el mis-
mo, que esencialmente se reducen a la consideracién de un manto de hielo (con una

base practicamente plana y con escasas pendientes superficiales) cuya base presente
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una capa de sedimentos blandos y deformables cuando se saturan con agua.

Se comenzard presentando el sistema de ecuaciones que se resuelve y el esquema
de resolucién utilizado. Tras presentar los datos y valores paramétricos empleados
para la simulacién numérica, se mostrardan y comentaran algunos de los resulta-
dos obtenidos y se plantearan las principales limitaciones detectadas en el modelo.
Los temas tratados en los capitulos posteriores, responden a un intento de superar

algunas de dichas limitaciones.

2.3.1. Descripcién del dominio considerado. Ecuaciones.

Sea Qr = (0,7) x Q C IR? donde Q= (0,L) y T, L€ R".

El sistema que se resuelve para las variables:

Q:Q(x>y)7 h:h(l’), u:u(x,y),
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en el dominio rectangular 7, viene dado por

(0.0-04mu-gtp @+ e e )
b — _ MY/R,—(R)/R ( JHQ+ Q)sdy>‘” R) en Q. 2)
T =—hh, en  Qp, (3)
7= N, en Qp,  (4)
Q+@=15 e Q)

L 51—“/2 + % en Q. (6)
0, ¢ =u, en Qr, (7
9, Q(x,0) = 9, Q(z, L) =0, en z€(0,T), (8)
Q(0,y) = Qo(y), en yeQ, (9
h(0,y) = ho, en yeQ, (10)
[ €(0,9) = &, en yeQ (11

El dominio €27, en el que se realiza la integracién y que trata de reflejar la geometria
de la Siple Coast, es rectangular, de dimensién 7' - L. La anchura del dominio,
denotada por L, toma el valor adimensional L. = 20, lo que equivale a 1000 kms,
pues la escala de longitud en la direccién transversal es d = 50 kms. El valor de
d, se corresponde con la anchura media de la corriente de Whillans. El ice-divide,
zona de mayor espesor y a partir de la cual se produce el flujo, queda representada
por x = 0, y el valor x = T, representa la seccion de control que localiza el margen
(grounding line*) situado entre la Siple Coast y la plataforma del mar de Ross. Esta
seccion de control se impone para finalizar la computacion al llegar al margen, ya
que si éste se sobrepasa, el hielo dejaria de deslizar sobre la base de sedimentos y
pasaria a flotar sobre el agua del mar, la fisica del problema seria otra y por tanto,

las ecuaciones del sistema (Sp) dejarian de ser aplicables. El criterio de parada

4Se recuerda que la grounding line es la frontera de separacién entre la parte del manto de hielo

que yace sobre el lecho continental y la parte que flota en el agua del mar.
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considerado para detener la computacion se establece sobre la variable espesor de
hielo. Cuando h toma un valor adimensional inferior a 0,6, valor que se corresponde
con un espesor de hielo de 465 m (valor medido en la grounding line), la computacién
se detiene. El valor adimensional de T, para el cual h alcanza este valor depende de
los valores paramétricos y datos iniciales (valores de las variables en el ice-divide).
Para el rango de valores que se consideran en las simulaciones numéricas realizadas,
se tiene que T =~ 2 5. Puesto que la escala de longitud considerada en la direccién
longitudinal es de [ = 400 kms, resulta que la longitud del dominio considerado

sera aproximadamente de 1000 kms.

Estudio de las ecuaciones y condiciones de contorno.

La ecuacién de conservacién del flujo de agua en el sistema de drenaje, (Sr)i, es
una ecuacion en derivadas parciales parabélica, donde la coordenada x hace las veces
del tiempo en los problemas de evolucion, y es del tipo de las que aparecen en el
modelado de medios porosos, ya que el término de difusion puede expresarse del

modo siguiente

10 ~_1,300Q 1 -

-z B2 = meo

39y [(QHQ) 8y] s [@+Q7],
Como el valor de m es m = 2/3, la ecuacién modela un proceso de difusién répida.
El término de balance de calor, f := v+ 7u — ¢ (término fuente), admite la siguiente

expresion como funcion de las variables g, h, h, y &,

Y ru—q = f(&h K, Q) = (WK D (MK = €72) (@ + Q) +7 = oh7". (2.29)

Segun criterios de clasificacién de ecuaciones en derivadas parciales (ver por ejemplo
[17]), al tomar p el valor p = 1/3 € (0,1), el proceso modelado por (Sg); es de
fuerte absorcién-reaccién. Existen trabajos en la bibliografia (por ejemplo [93], [72],
[57]) donde aparecen tratados problemas de este tipo, pero en ellos se considera
que el término fuente tiene un signo predefinido, es decir, se estudian procesos de
sélo reaccién (término fuente no negativo) o de sélo absorcién (término fuente no
positivo). El problema que nos ocupa presenta la peculiaridad, como veremos més
adelante, de que el término de balance, si que puede cambiar de signo para ciertos
valores paramétricos e iniciales. El cambio de signo del término de balance de calor
es uno de los factores que permiten la manifestacion del fenémeno. Y el lugar donde

se produce dicho cambio se corresponde con el de inicio de las corrientes.

Puesto que la ecuacion de conservacion del flujo de agua, (Sr)i, es una ecuacién de
tipo parabdlico donde la coordenada x representaria el tiempo y la coordenada y, el

espacio, para que el problema esté bien planteado se necesita:
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» prescribir una condicién inicial, es decir, dar un valor para Q(z,y) en z = 0

(ice divide), que serd (Sg)g,

= y dar una condicién de contorno. En este caso, se consideran condiciones de
contorno tipo Neumann homogéneas, (Sr)s. El significado fisico de esta condi-
cién es que las fronteras laterales y = 0 e y = L se consideran impermeables,

es decir, no hay flujo de agua a través de ellas.

Respecto a la ecuacién para el espesor de hielo A, en la seccion anterior se presento la

siguiente ecuacion de conservacion de la masa de hielo en forma integral

L
h/ udy = M. (2.30)
0

Sin embargo, para la resolucién numérica del sistema se emplea (Sg),,

~1/R

L
h/ _ _Ml/Rhf(RJrl)/R (/ (Q + Q)de) 7
0

donde se recuerda que R = 1/r y S = s/3r. Esta expresién es equivalente a (2.30),

como se demuestra a continuacion.

La forma de obtener (Sr), a partir de (2.30) es la siguiente: teniendo en cuenta la ley
de deslizamiento, u = 77(Q + Q)S y la ecuacién de conservacion de la cantidad de
movimiento, 7 = —hh', resulta que u = (—hh")*(Q + Q)S Sustituyendo la expresién
de u en funcién de h, h' y @, en la ecuacién integral (2.30) y considerando que h y

h' no dependen de la coordenada lateral v, se tiene que
L / L g
h/ udy = K™ (—h )R/ (Q+ Q) dy =M.
0 0

. / .« . . -7
Despejando h en la expresién anterior se obtiene (Sg)s. La ecuacién (Sp)s es una

ecuacion diferencial ordinaria donde destaca la presencia del término integral no

local fOL (Q+ Q)de.

Como (Sr)2 es una ecuacion diferencial ordinaria para h(x), se prescribe la condiciéon

inicial (Sg)ip (valor del espesor en el ice divide).

La ecuacién (Sp)s para &, velocidad acumulada, puede considerarse otra ecuacién
diferencial ordinaria pero con coeficientes en espacios de Banach. Esta ecuacion se

o . . xT . .
deduce de la definicién de la variable &, &(z,y) = [} u(z,y)dz, ya que si es derivada
parcialmente respecto de x, se obtiene que

9,6 =u=(—hh)HQ+Q)".
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La condicién inicial considerada para (Sg)s es la dada por (Sg)1;.

El sistema (Sr) puede ser reducido a otro equivalente, de sélo tres ecuaciones, que
denotaremos por (SR), para las variables ), h y £, sin mas que realizar sencillas
operaciones de sustitucién y simplificacion. El sistema (SR) al que se hace referencia

€s
(0.0 30,[@+ Q70,Q) = [ Q) en Or,

L , _ -1/R
(SR) = h = _Ml/Rhf(P&l)/R <f0L<Q + Q)de) ’ en QT7

\ 89”5 = (h‘h/’)R<Q + Q)S> en QT-

donde Qp = (0,7) x Q, Q = (0,L) y f viene dado por (2.29). Dicho sistema se

complementa con las siguientes condiciones de contorno e iniciales

( 0,Q(z,0) = 9,Q(x, L) =0, z € (0,7),
Q(0,y) = Qu(y), y €,
h(0,y) = ho, y €,

| €(0,y) = &, y € Q.

Observacion 2.2. La resolucion del sistema (Sg) resulta ser equivalente a la res-
olucion de (SR), puesto que al conocer los valores de Q, h y &, se obtienen los del
resto de variables. Para ello solo es necesario considerar las relaciones algebraicas

que existen entre ellas.

2.3.2. Esquema de resolucion.

La resoluciéon numérica de (Sr) se lleva a cabo esencialmente mediante el método
propuesto por Fowler y Johnson en ([53]). Este método consiste en un esquema
de desacoplamiento iterativo del sistema de ecuaciones de (Sr) y un método de

diferencias finitas.

Se considera una malla de diferencias finitas de longitudes de paso Az y Ay, en
las direcciones longitudinal y transversal, respectivamente. Se parte de los datos
iniciales Qq, ho, &y, prescritos en el ice-divide para el flujo de agua, el espesor y la

velocidad acumulada y se calcula el valor inicial del término de balance de calor total
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en la base (término fuente). Luego, se pasa a obtener los valores de las variables para
el primer nivel en x, es decir, para x = Az, para ello, se realiza un desacoplamiento
de las ecuaciones del sistema (Sp) como se detallard a continuacién. Conocidos los
valores en el nivel x = Az se calcula el valor del término fuente de (Sr); y se
pasa a calcular los del siguiente nivel, x = 2Az, aplicando de nuevo el esquema de

desacoplamiento de las ecuaciones, y asi sucesivamente, hasta alcanzar x =T

A continuacién se detalla en qué consiste el esquema de desacoplamiento iterativo.
Sea = (j + 1)Az, un nivel arbitrario. Partiendo del valor del término de balance

de calor obtenido para x = jAx, es decir,
Yt Tl — Qs

donde el subindice ;; designa el valor de la variable considerada en el nodo (jAz, iAy),
se pasa a resolver la ecuacién de conservacion del flujo de agua en el sistema de

drenaje, (Sr)i, mediante el siguiente esquema en diferencias finitas,

Qj+1g; Qi = (7 + Ty — @) + gj+1,i+12;ygj+1,i—17 (2.31)
1 s (@i~ Qi
Gj+1i+1 = g(@j,i—&-l +Q)/? ( I +iy A ) ; (2.32)
1 — ; i — ; i—
Giili1 = g(Qj,i—l + Q)—l/S (QJ+1, A§]+1, 1) . (233)
Sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.31), resulta que:
6(Ay)? =\ =1 A=
[ (Az) + (Qjiv1 + Q) T+ (Qji—1+ Q) 1/3} Qj+1,i
- [(Qj,i+1 + Q)%] Qjt1,it1 — [(Qj,ifl + Q)fl/g} Qjt1,i-1
6(Ay)?
= SR G+ 68+ 7y — 3 (2.34)

Al imponer la condicién de contorno dada por (Sr)s (flujo nulo a través de las
fronteras laterales), resulta que:

Qjo = Qj2 y QjN—2=QjnN, (2.35)

donde L = NAy. El esquema en diferencias (2.34), junto con la condicién (2.35),
conducen a la obtencion de un sistema lineal en la variable (). Este esquema presenta
la ventaja de no tener que recurrir a la utilizacién de esquemas iterativos (empleados
para la resolucién de sistemas no lineales), viéndose, por tanto, reducido el coste
computacional. El sistema que se obtiene para la variable () es tridiagonal y presenta

la limitacién de que como los valores del flujo, (), son préximos a cero, debido a
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efectos del redondeo, los valores numéricos de () pueden ser, aunque muy pequenos,
negativos, lo que hace que la matriz quede mal condicionada. Para evitar que el mal
condicionamiento de la matriz pueda hacer que los resultados queden modificados
sensiblemente, el sistema se resuelve con la subrutina DLSARB de la biblioteca
IMSL que almacena el sistema en banda y lo resuelve mediante una factorizacion

LU y un refinamiento iterativo.

Una vez integrada la ecuacion para el flujo de agua, se pasa a resolver la ecuacion

para el espesor de hielo, h, utilizando el método de Euler explicito, es decir:

I /R
_ N
hjvii=hji— A:z:Ml/RhM(R“)/R [/ (Qi(y) + Q) dy
0

donde el término integral no local fOL (Q;i(y) + Q)de se aproxima mediante la férmu-
la de integraciéon Gaussiana (soporte 5 puntos). El método de aproximacién prop-
uesto por Fowler y Johnson, es el método de Simpson, sin embargo, se utiliza el de

integracién Gaussiana por ser més preciso.

Las variables 7, esfuerzos viscosos y u, velocidad, se actualizan como sigue:

_ hjvi — hja
Tj+1,i = —Ij+1, T Ar

R/A S
Uji1i = (Tj1,0)" (@ + Q1)
Para la ecuacién de la variable £, velocidad acumulada, se considera un esquema

explicito, concretamente, se utiliza el siguiente esquema:
Eir1i = i+ AT,

Por 1ltimo, se obtienen los valores del término de enfriamiento ¢,

 Ujt1 Y
UG+1i = 15 T o
g ot

Una vez calculados los valores correspondientes al nivel 7 + 1, se pasaria a calcular

los del siguiente nivel, repitiendo el esquema de desacoplamiento.

2.3.3. Simulacién numérica.

En esta seccion se presentan los valores paramétricos y los datos considerados por
Fowler y Johnson en [53] para la realizacién de su simulacién numérica. En este

momento, puesto que nos limitamos a tratar de reproducir los resultados numeéricos
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obtenidos por Fowler y Johnson en [53]° , con los cuales validar su modelo, no seran
justificadas las elecciones de tales valores paramétricos y datos. Dejamos este tema
pendiente (con el objeto de no repetir argumentos e ideas de forma innecesaria),
para el momento en el cual se proceda a la resolucion numérica del modelo multivoco

(capitulo cuarto).

Las longitudes de paso consideradas son: Az = 0,0001, Ay = 0,01. Los valores
paramétricos elegidos son: & = 0,36 y v = 0,2. Las constantes que denotan la
anchura del dominio considerado, el flujo residual y el flujo inicial de hielo toman,

respectivamente, los valores siguientes:
L=20, Q=72-107° y M=10.

Las condiciones adimensionales iniciales (prescritas en el ice divide) para el espesor

y la velocidad acumulada son:

1500
h="-=193 ~2, ¢=0,L.
e = 1935~ 2, £=0,

La condicién inicial adimensional considerada por Fowler y Johnson para el flujo de
agua (), viene dada por
Q(0,nAy) = 0,05+ A, (2.36)

donde n € IN, n =0, ..., 2000, Ay = 0,01,

(A =a, - -sen(ntAy), para n = 250,...,350,
A = ay -sen(nmAy), para n = 600, ...,700,
A = ay-sen(nmAy), para n = 950, ...,1050,
A = ay - sen(nmAy), para n = 1300, ..., 1400,

A =ay -sen(nmAy), para n = 1650, ..., 1750,

| A=0, en el resto,
con a; = 0,1000039 y ay = 0,1.

Esta condicion inicial para (), se corresponde con la prescripcion de cinco zonas de

mayor flujo, espaciadas lateralmente 125 kms. Los valores del flujo inicial oscilan

5En la tesis de Johnson aparece tinicamente una solucién preliminar del problema, por ello se
ha preferido reconstruir la simulacién numérica totalmente (escribiendo un nuevo programa) para

poder disponer de resultados completos.
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FLUJO INICIAL
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Figura 2.1: Flujo de agua inicial (Q)y) para el modelo de Fowler y Johnson.

entre 0.05 y 0.1500039 m3s~!. Los valores iniciales del resto de las variables, nece-
sarios para calcular el valor del término de balance de calor inicial, se fijan del modo
siguiente:

I, v R, donde I corresponde

. . ~1/2
» la cizalla inicial viene dada por 79 = M'/%h, /
al valor aproximado mediante la formula de integracién gaussiana con soporte

cinco puntos, de la integral

I = / (Q(0.9) + Q) .

siendo Q(0,y) = Qo(y),
= la velocidad inicial es ug = 73(Qo + _)1/3,

o 0
S

= y por ultimo, el valor inicial del término de enfriamiento es gy =
Puesto que el objetivo fundamental, como se mencioné anteriormente, es reproducir
el fenémeno de las corrientes de hielo rapidas con el modelo de Fowler y Johnson,
empleando para la simulacién numérica, basicamente, el esquema numérico prop-
uesto por ellos, se utilizaran fielmente los valores paramétricos e iniciales sugeridos
en [53]. Posteriormente, en la resolucién del modelo multivoco consideraremos otra
condicién inicial para el flujo de agua, andloga a la dada por (2.36), en la cual se
tendra en cuenta la actividad de las corrientes segin su localizacion, es decir, se
prescribird una perturbacién mayor para el valor del flujo de agua (dentro de un-
os 6rdenes coherentes con los valores medidos experimentalmente) en el rango de

valores de y, correspondientes a una segunda corriente que trataria de simular la
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corriente de Whillans, para resaltar el contraste de velocidades entre unas zonas y
otras. Si se trata de obtener cierta inestabilidad lateral y que surjan variaciones del
flujo es preciso que la condicién inicial impuesta no sea constante. Si las condiciones
iniciales son todas constantes, entonces la solucién que se obtiene es homogénea en y,
es decir, las variables no varian respecto de la coordenada transversal, sélo respecto

de la longitudinal.

2.3.4. Resultados.

En esta seccién nos limitaremos a presentar los resultados obtenidos y a hacer una
breve interpretacién de los mismos. En secciones posteriores, en las cuales se estudi-
ard una modificacién del modelo de Fowler y Johnson (modelo multivoco), serd cuan-
do, a partir de la interpretacion de los resultados numéricos, se presente un estudio

mas detallado y profundo de la fisica del problema .
En la figura 2.2 aparecen los resultados obtenidos para las variables @, u, h, 7y &.

En el gréfico relativo a la velocidad del hielo, u, se observa que alrededor del
kilémetro 450, aparecen zonas donde la velocidad es de orden considerablemente
mayor al de las zonas adyacentes. La zona de inicio de las corrientes rapidas coin-
cide con el lugar donde se produce el colapso del sistema de drenaje, como se aprecia

en la figura relativa a @), flujo basal de agua. Al producirse el colapso, surgen:

= zonas en las cuales () toma valores muy bajos, es decir, la presion de agua en
los canales es muy pequena y por tanto se cierran. Estas zonas se corresponden
con las de valores mas bajos y negativos del término de balance de calor (no

se funde més hielo en la base, luego no aumenta la cantidad de agua basal),

= v zonas donde los valores de () son altos, indicativo de que la presién ejercida
por el agua basal es considerable. En éstas, los canales aumentan de tamano,
puesto que el flujo de agua a través de ellos es mayor. Estas zonas coinciden
con aquellas donde el término de balance de calor basal toma valores positivos.
Estos resultados son coherentes con la fisica, puesto que al crecer el valor
del término de balance de calor y pasar a ser positivo, la temperatura basal
aumenta, pudiendo alcanzar la temperatura de fusién del hielo a presion local.
Si esto ocurre, se funde hielo en la base, aumenta la cantidad de agua en la

misma y crece la cantidad de flujo de agua, Q.

La correspondencia que existe entre las zonas de mayor flujo y las zonas con veloci-

dades mayores y la que se da entre las de menor flujo y las de velocidades menores,
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VELOCIDAD (u) (m/affo)

FLUJO DE AGUA (Q) (m3/s)

ESPESOR (h) (m)

CIZALLA (tau) (bares) VEL. ACUM. (xi) (km2/afo)

Figura 2.2: Resultados obtenidos con el modelo de Fowler y Johnson: flujo de agua,

velocidad, espesor, cizalla y velocidad acumulada.

ilustra la dindmica descrita por la ley de deslizamiento considerada, (Sr)4, segin la
cual, el agua basal tiene un efecto lubricante sobre la base que favorece el desliza-

miento basal y por tanto hace crecer la velocidad del flujo de hielo.

Los resultados que aparecen en la figura 2.2, relativos a ), u y 7, ilustran la existencia
de oscilaciones transversales en el flujo de agua y en el campo de velocidades, debidas
al balance de fuerzas, 7 = h|h'|, y a la ley de deslizamiento, u = 7%(Q + Q)'/3, pues
para un mismo valor de la cizalla, 7, son posibles los dos regimenes de flujo, el lento,
en el cual los valores del flujo de agua, @), y de la velocidad, u, son pequenos, y el
rapido para el cual, tanto () como u, toman valores elevados. Obsérvese que como
h, el espesor de hielo, no depende de la coordenada transversal, la cizalla tampoco
ya que su expresién es 7 = —hh'. Por tanto, al fijar un valor de z, la cizalla toma

un valor constante.

De este modo, pasada la zona de transicion, se tiene que para un mismo valor de 7,
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BAL. DE CALOR (W /m2)
ENFRIAMIENTO (q) (W/m2)

Figura 2.3: Resultados obtenidos con el modelo de Fowler y Johnson: balance de

calor y enfriamiento.

son posibles los dos regimenes,

» el régimen de flujo rapido (las corrientes), donde los valores de u son elevados,

al igual que los de @),

» y el régimen de flujo tipicamente lento (zonas adyacentes a las corrientes)

donde los valores de u y () son bajos.

De los resultados obtenidos se deducen la importancia cuantitativa y cualitativa
del término de balance de calor, la presencia en el fenémeno de un mecanismo de

realimentacion y la existencia de relaciones multivocas entre algunas variables.

2.3.5. Conclusiones. Limitaciones del modelo.

Aunque el modelo se muestra cualitativamente coherente con los fenémenos obser-
vados, ya que reproduce satisfactoriamente las oscilaciones laterales en el régimen de
flujo del hielo, se evidencian importantes limitaciones. A continuacion se comentan

algunas de las limitaciones detectadas:

= Los resultados no son desde el punto de vista cuantitativo demasiado precisos,
dado que los valores obtenidos para la velocidad son del orden de 100 m/afio en
las corrientes y de 10 m/afio en las zonas lentas, cuando los valores deseados,
serfan del orden de 400 a 800 m/afio en las corrientes, que son los medidos

experimentalmente en la corriente de Whillans de la Siple Coast.

= Los resultados obtenidos mediante la resoluciéon del modelo de Fowler y John-
son por el método de diferencias finitas descrito anteriormente, ponen de man-
ifiesto que las soluciones posiblemente no sean clésicas (a juzgar por las pendi-

entes que aparecen, tanto en la direccion longitudinal como en la transversal,
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en las figuras relativas a algunas de las variables), sino débiles. Esto hace pen-
sar que quiza el método de diferencias finitas no sea el mas adecuado para
aproximar las soluciones del modelo. Por esta razén, la formulacién fuerte del
problema planteada por Fowler y Johnson sugiere una reformulacién débil del
mismo, donde el método de resolucion empleado sea, por ejemplo, del tipo

elementos finitos.

= Se ha observado que los resultados que se obtienen varian notablemente en
funcion de los datos iniciales y de los valores paramétricos prescritos. Al realizar
el andlisis paramétrico se vié que si se aumentaba 7, 6 se disminuia el valor
de ¢, el fendmeno no se producia. Esto se debe a que para que se genere el
fenémeno, @ debe comenzar disminuyendo®, y si v aumenta 6 & disminuye,
lo que se origina es un aumento de los términos de calentamiento del balance
de calor basal o una disminucién del enfriamiento, que conduce a una mayor
fusion de hielo basal y por tanto, a un aumento de @) (contrario a lo que se
precisa). También se obtuvo, que una disminucién de v, 6 un aumento de ¢,
originaba un adelanto de la zona en la cual se producia el colapso del sistema
de drenaje (el decrecimiento de los valores de @) es més rapido, al disminuir el
valor del término de balance de calor), es decir, las corrientes de hielo aparecian

antes (a menor distancia del ice divide).

En las figuras 2.4 y 2.5 se muestran algunos resultados para ilustrar lo que se

acaba de comentar.

FLUJO DE AGUA (Q) gamma=0.6
FLUJO DE AGUA (Q) gamma=0

Figura 2.4: Flujo de agua con v =0 y v = 0,6, respectivamente.

= También se observa que con ciertos valores paramétricos, con los cuales se
generan corrientes, el flujo ) toma en ciertos nodos valores negativos. Esto

significa que pueden obtenerse soluciones no fisicamente admisibles (Q(z,y) <

5Este hecho, serd explicado en el capitulo cuarto, cuando se describa el mecanismo de reali-

mentacion positiva que tiene lugar en las zonas que presentan un régimen de flujo rapido.
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FLUJO DE AGUA (Q) delta=0.1

FLUJO DE AGUA (Q) delta=1

Figura 2.5: Flujo de agua con 6 =1y § = 0,1, respectivamente.

0), ya que @ representa el flujo de agua y por tanto, sélo tienen sentido fisico

soluciones no negativas.

Esto sugiere una reformulacién del modelo en términos de operadores multivo-
cos, segun la cual, solo se considerarian soluciones fisicamente admisibles, es
decir, no negativas (Q(z,y) > 0). La reformulaciéon multivoca del modelo prop-
uesto por Fowler y Johnson, al que nos referiremos de ahora en adelante como
modelo multivoco (el préximo capitulo se dedicard a su estudio), permitira de-
scribir de manera matematicamente correcta la transicién polar-temperada’.
Esto hace que el modelo multivoco sea una generalizacion del modelo prop-
uesto por Fowler y Johnson dado por el sistema de ecuaciones (Sr), en el que

las ecuaciones s6lo son aplicables en un régimen temperado.

» Otra de las limitaciones (de cardcter fisico) que se ha detectado en el modelo
consiste en no considerar las variaciones del espesor de hielo h respecto de la
coordenada transversal y, y en consecuencia, tampoco tenerla en cuenta para
7. Este hecho hace que con las soluciones obtenidas al resolver el modelo de
Fowler y Johnson no se simule adecuadamente el efecto de los fuertes gradientes
de cizalla en la direccién transversal. Existe evidencia empirica de la existencia
de valores elevados de las fuerzas de cizalla en las fronteras entre las zonas de
flujo lento y las corrientes. En [39] y en [10] puede encontrarse informacién
acerca del papel que tiene la componente transversal de la fuerza de cizalla,

denominada en la bibliografia marginal stress, en la dindmica de las corrientes

de hielo.

Esto sugiere una nueva formulaciéon del modelo, que denominaremos total-

mente bidimensional, en la cual se consideren las variables como funciones de

"Recuérdese que se dice que la base presenta un régimen térmico temperado si la temperatura
del hielo basal alcanza el valor de la temperatura de fusién del hielo a presién local (ley de Clausius-
Clapeyron) y se dice que presenta un régimen térmico polar si la temperatura basal es inferior a

la del fusion del hielo a presiéon local.
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ambas coordenadas la longitudinal x y la transversal y, y en la que ademas la
velocidad y la cizalla (tensor de esfuerzos viscosos) sean consideradas variables

vectoriales. Es decir, las variables de esta nueva formulacion seran:
h(z,y), 7(z,y), Q. ), u(z,y), q(z,y) y N(z,y).

Al realizar un analisis detallado del proceso de modelado, se aprecia que al
mantener la dependencia del espesor respecto de la coordenada transversal, lo
que se obtiene es una ecuacion en derivadas parciales de tipo eliptico para el
espesor. Al generalizar adecuadamente las ecuaciones del modelo de Fowler y
Johnson al caso totalmente bidimensional, resulta un sistema que puede re-
ducirse (argumentando de modo similar a como se hizo para obtener (SR) a
partir de (Sr)) a otro equivalente, de sélo dos ecuaciones en derivadas par-
ciales de tipo eliptico, una para el espesor h y otra para la presién efectiva N.
La formulacion totalmente bidimensional a la que se esta haciendo referencia

sera presentada en el capitulo 5.



Capitulo 3

Modelo multivoco. Analisis

matematico.

En este capitulo se presentara la formulacién multivoca relativa al modelo de Fowler
y Johnson, que consiste, basicamente, en la formulaciéon matematicamente correcta
del problema de obstaculo asociado a la variable ), mediante la introduccién de un
grafo maximal monétono multivoco en la ecuaciéon de conservacion del flujo de agua.
Una vez planteado el sistema de ecuaciones multivoco, que serd denotado por (.5),
para las variables w, h y &, en el dominio Qr = (0,7) x Q C IR?, se realizara el
andlisis matematico del mismo. La nueva incognita, w, procede de un cambio de
variable efectuado en la ecuacion multivoca que resulta para el flujo de agua y se
define en términos de @ por w = (1/2)(Q+Q)%3. Del anélisis matematico realizado,

se deducira el resultado de existencia de soluciones.

Para llevar a cabo el estudio matematico del sistema multivoco se recurrira a la
utilizacién de un esquema de desacoplamiento iterativo de las ecuaciones que con-
stituyen el sistema, resultando asi, una sucesién de sistemas desacoplados, que de-
notaremos por {(5;)}. Cada sistema (.S;) constard de tres problemas desacoplados,
uno asociado a cada una de las variables, w, h y §, denotados por P(w,), P(h;)
y P(&;). De los tres problemas, el de mayor complejidad es P(w;), pues se trata
de un problema de obstaculo con una ecuaciéon no lineal de tipo parabdlico y cuyo
término fuente (de tipo sublineal) no tiene un signo predefinido. Para el tratamiento
del problema P(w;) se recurrird al empleo de técnicas de penalizacién, técnicas de
aproximaciones Yosida, estimaciones a prior: de la energia y resultados del analisis
funcional, que permitiran, por un lado, aproximar el problema P(w;) por problemas
regulares en los cuales poder utilizar resultados clasicos de existencia, y por otro,

pasar al limite en dichos problemas regulares, para asi, obtener la existencia, unici-

73
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dad y la regularidad de las soluciones del problema P(w;). Una vez demostrada la
existencia de solucién del sistema (S;), que se denotard por (w;, hj, §;), se realizara el
estudio de la convergencia de la sucesién de soluciones {(wj;, h;,§;)} a una solucién

del sistema multivoco (.5).

El analisis matematico del sistema, es un paso necesario y previo a la resoluciéon
numérica (que serd presentada en el préximo capitulo) del mismo. Los métodos a
utilizar en la resolucién numérica del sistema de ecuaciones del modelo multivoco,

seran elegidos en funcion de la regularidad obtenida para las soluciones.

La notacién empleada para denotar distintos conceptos relativos al analisis funcional
(espacios funcionales, convergencias,...) a lo largo de la exposicién, serd la estdndar
(véase por ejemplo [1]). En numerosas ocasiones, para no sobrecargar el tratamiento
matematico, se recurrird a la utilizacién directa de ciertos resultados, dandose, en
cualquier caso, referencias en las cuales pueden encontrarse las demostraciones de

los mismos.

Observacién 3.1. La notacion empleada para denotar las derivadas parciales serd la
utilizada en secciones anteriores. Es decir, se utilizaran indistintamente las expre-
siones 0, f = 0f/0z = (f)., para denotar la derivada parcial de una funcion f
respecto de una variable z. En el caso particular de la variable espesor de hielo,
h, puesto que sélo depende de una componente (la coordenada longitudinal x), se

utilizard la notacion b’ para denotar la derivada ordinaria dh/dz.

3.1. Formulacién multivoca.

La formulacién multivoca del modelo propuesto por Fowler y Johnson ([53]), al cual
nos referiremos de ahora en adelante como modelo multivoco, permitira describir de
manera matematicamente correcta la transicion polar-temperada. Este hecho hace
que el modelo multivoco sea una generalizacion del modelo propuesto por Fowler y
Johnson (véase el capitulo segundo, seccién 2), dado por el sistema de ecuaciones
(SR). Hacemos notar, que el sistema (SR) s6lo es aplicable en un régimen térmi-
co temperado, siendo por tanto, particularmente delicada su resoluciéon numérica,
ya que el fenémeno buscado depende criticamente del comportamiento del sistema
de drenaje para pequenos valores del flujo de agua. Por otro lado, la formulacién
multivoca permite respetar el significado fisico del problema, en el sentido de que
s6lo se consideraran las soluciones que tomen valores no negativos en el dominio
considerado, que denotaremos por Qr C IR?, donde Qr = (0,7) x Q, Q = (0,L) y
T,LeR".
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En el modelo propuesto por Fowler y Johnson, la ecuacién de conservacion del flujo
de agua (SR); sélo tiene sentido en el conjunto de los puntos del plano 3 C Qp C IR?,
definido por

Y={(z,y) € Qr : Q(z,y) > 0}.

Esto significa que la formulacién fuerte planteada por Fowler y Johnson (dada por
el sistema de ecuaciones (SR)) no es la adecuada, desde el punto de vista fisico-
matematico!, pues en realidad, el problema asociado al modelado de las corrientes
de hielo rapidas es un problema de frontera libre, ya que el dominio X, sobre el
cual debiera aplicarse la ecuacién de conservacién del flujo de agua dada por (SR),
es a-priori desconocido. Siguiendo [31], se definird la frontera libre asociada al

problema para la variable flujo de agua ) del modo siguiente,

Definicién 3.1. Sean los conjuntos N(Q) = {(x,y) € Qr : Q(x,y) = 0}, de-
nominado conjunto de anulacidn (null set) y S(Q) = {(z,y) € Qr : Q(x,y) # 0},

denominado conjunto soporte (support), se define la frontera libre asociada al

problema de la determinacion del flujo basal de agua, como el conjunto F(Q), dado

por

F(Q) :=0N(Q)Na5(Q), (3.1)

donde ON(Q) y 0S(Q) designan, respectivamente, las fronteras de los conjuntos
N(Q) y S(Q).

La técnica de los métodos de dominio fijo para problemas de frontera libre consiste
en la formulacién del problema en el dominio total fijo, en este caso {27, extendien-
do la funcién @ por la funcién cero, a los puntos de 7 \ X, es decir, a los puntos
donde @ no es positiva. La funcién construida (extensién de @), que serd deno-
tada igualmente por @), verificard una nueva ecuaciéon de conservaciéon del flujo de
agua, obtenida mediante la introduccién de un operador multivoco, concretamente
un grafo maximal mondtono (g.m.m.), en la ecuacién de conservacién del flujo de
agua considerada en (SR). La ecuacién multivoca de conservacién del flujo de agua
hace que el problema quede, desde el punto de vista fisico-matematico, bien plantea-
do, pues solo se computan soluciones fisicamente admisibles y también hace que la
frontera libre quede descrita de forma matematicamente correcta. Ademds, permite
considerar la posible existencia de una zona con régimen térmico polar, en la cual,
el flujo de agua, @, tomaria el valor cero () = 0), puesto que la base se encuentra

congelada. No debe confundirse el hecho de que el balance de calor en la base sea

! Aunque el modelo haya sido propuesto bajo la hipdtesis de base temperada, no es posible
garantizar a priori que el régimen térmico de la base se mantenga en un estado temperado. Esto
depende de los valores paramétricos del modelo (véase el comentario realizado en el capitulo 2,

seccidn 2.3).
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positivo o negativo, con la presencia o ausencia de agua en la misma. Puede ocurrir,
como de hecho se observa en las simulaciones numéricas efectuadas en el capitulo
anterior, que siendo el término de balance de calor, negativo (la temperatura de la
base desciende, es decir, se produce un enfriamiento), exista un flujo de agua positi-
vo (base en régimen temperado). Concretamente, este hecho se produce en la parte
del dominio, anterior (més cercana al ice divide) a la zona en la cual tiene lugar el

colapso del sistema de drenaje (véase el capitulo segundo, seccién 2).

El resto de las ecuaciones del modelo multivoco, es decir, las ecuaciones para el

espesor de hielo h y la velocidad acumulada &, coinciden con las del sistema (SR).

Observacion 3.2. De ahora en adelante, dado el cardcter parabolico de la ecuacion
para el flujo de agua, se utilizard la coordenada t para denotar la coordenada respecto
de la direccion longitudinal (principal de flujo) y x, en vez de y, para denotar la
transversal. Por tanto, los puntos del dominio seran denotados, a partir de ahora,
por (t,z) € Qr.

El sistema acoplado que describe el modelo multivoco, para las variables @, h y &,

es el que se presenta a continuacién.

En el dominio 7, se considera el sistema multivoco,

[ 00 -30.[Q+Q)70.Q] +5(Q) > (&1 1.Q), e O,
—-1/R
(5Q) = n' = —m/Rp-(re1)/R (/ (@ + Q)de> , en  Qr,
Q
| a6 = (K DRQ +Q)°, en  Qr.

El término fuente en la ecuacion del flujo de agua es,
F(E 0 R, Q) = (WD (BIW | = €72) @+ Q) +7—on7!,  (32)

y representa el balance de calor en la base. El operador multivoco § es un grafo

maximal monétono definido por
Bry=0 si r<o, £(0) = (—o0, 0], Br)=0 s r>0 (3.3)

donde el simbolo §) denota el conjunto vacio. El simbolo 3 en la ecuacién (SQ)q,

significa que el valor que toma el término de la derecha, f(€,h,h',Q), pertenece
al conjunto de valores (si Q(t,z) = 0) o valor (si Q(t,x) > 0) que toma el de la
izquierda en ¢V (t,x) € Q.
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Figura 3.1: Grafo maximal monodtono.

Observacién 3.3. Siguiendo argumentos clasicos utilizados en la bibliografia relati-
va al estudio de propiedades cualitativas de ecuaciones en derivadas parciales (véanse
por ejemplo [41], [31] y en el contexto de la glaciologia, [36]) es posible demostrar
que la frontera libre, F(Q), se localiza dentro del conjunto de puntos del dominio
Qr, en los cuales el balance de calor, f, es no positivo. Ademds, puesto que en F(Q),
el flujo de agua toma el valor Q@ = 0, el valor del término fuente (balance de calor),

f, debe pertenecer al intervalo $(0) = (—o00,0], como se deduce de (3.3) (véase la
figura 3.1).

FEste tipo de propiedades cualitativas (existencia y localizacion de la frontera libre)
seran objeto de ulteriores investigaciones, aunque, a partir de los resultados numéri-
cos presentados en el capitulo cuarto, se podran deducir algunos resultados prelim-

mares en este sentido.

El sistema de ecuaciones (S@Q) se complementa con las condiciones de contorno e

iniciales dadas por (B¢),

[ 0,Q(t,0) = 0,Q(t,L) =0, en te (0,7T),
Q0,7) = Qo(x), en x € ()
(Be) =
h(0,x) = ho(x), en x € Q,
L (0, ) = &o(x), en z € (.

La condicién de contorno (B¢)i, considerada para la ecuacién de conservacion del
flujo de agua, (SQ)1, es de tipo Neumann homogénea y la interpretacién fisica de la

misma, es la no existencia de flujo de agua a través de las fronteras t =0y x = L,
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es decir, las fronteras laterales se consideran impermeables. Este tipo de condiciones
ha sido propuesto por Fowler y Johnson en [53]. El resto de condiciones en (B¢)
son iniciales. La interpretacion fisica de las condiciones iniciales es la prescripcion
de valores para @), h y &, en la regién donde el espesor del hielo alcanza su maximo
(en la bibliografia, ice divide). Los datos experimentales acerca de los valores de o,
ho y &o son todavia escasos y poco rigurosos, debido, fundamentalmente, a la dificil

accesibilidad a la zona bajo estudio (la Siple Coast, Antartida Occidental).

Observacion 3.4. Parametros, constantes y exponentes del sistema (5Q).
En el sistema (SQ) aparecen los pardmetros § y 7y, que toman valores en el intervalo
(0,1), y los exponentes S y R, ambos relacionados con los exponentes de la reologia de
flujo viscoso no lineal de Boulton e Hindmarsh, r y s (mencionados en el capitulo 2,
en referencia a la ley de deslizamiento), del modo siguiente: R =1/r y S = s/3r. En
el estudio que se realizard, se considerardan los valores S = 1/3 y R > 1. Estos valores
ya han sido considerados en [55]. También aparecen las constantes: M, constante
positiva que representa el valor del flujo de hielo prescrito en el ice divide y Q, que

es el valor (muy pequerio y positivo) asignado al flujo residual de agua.

Observacion 3.5. Datos iniciales. Respecto a los datos iniciales para el espesor y
la velocidad acumulada, se considerardn datos iniciales de valor constante, es decir,
ho(z) = ho y &o(x) = &, Vo € Q, siendo hy y & constantes positivas. La funcion
ho(z) ha de ser de wvalor constante porque en el modelo, se asume que el espesor
sélo varia en la direccion longitudinal (h := h(t)). Los datos iniciales para @Q y
para &, deben ser funciones estrictamente positivas, Qo(x) y &o(x), tales que &y(x) y
Qo(x) € HY(Q). En particular, se supondrd que & es constante (lo cual no supone
una restriccion para el estudio analitico, ni para el numérico), por analogia a los

datos utilizados en las stmulaciones numéricas.

Definicién 3.2. Dadas las constantes L, R, M, Q vy el valor inicial hy, se define la
constante my por

_ R/(2R+1)
my, = |hGEVE (2R + 1)/ RITMYR(LQY?) YR . (3.4)

Definicién 3.3. Diremos que los datos (constantes) del problema son admisibles,
si el valor de la constante my, dada por la definicidn 3.2, es positivo, es decir,
my, > 0.



3.1. Formulacién multivoca. 79

Hacemos notar, que el hecho de que m; > 0, serd utilizado posteriormente para
demostrar que en el dominio {27, la variable h, espesor de hielo, toma siempre un
valor estrictamente positivo. En realidad, el modelo postula la existencia de una
region de transicion (grounding line) que separa las regiones en las cuales el hielo se
desliza sobre un lecho de sedimentos porosos, de aquellas en las que flota sobre el
agua del mar. Por tanto, la condicién mj;, > 0, es una hipdtesis simplificadora que

permite evitar una segunda frontera libre en el problema (dada por h = 0).

El sistema multivoco (SQ) admite la siguiente formulacién de complementariedad
(véase por ejemplo [98], donde aparece la relacién de equivalencia que existe entre
la formulacién multivoca y la formulaciéon de complementariedad para un problema

de obstaculo unilateral),

( Q >0, en Qr,
0Q — (1/3)0, [(Q + Q)20,Q] — f(&,h,h,Q) >0, en Qr,
(SQC) = <9tQ = éﬁx [(Q+ Q)~'/20,Q] — f(&,h, I, Q)) Q=0, en Qr,

“1/R
h = —MYEp—(B+1)/R </ (Q+ Q)l/gdx) , en Qrp,
Q

€ = (WP DRQ + Q)" en  Qf,

\

complementada con las condiciones de contorno e iniciales (B¢).

En esta formulacién, se aprecia con mayor claridad, que al tratar de modelar el
fenémeno de las corrientes de hielo rdapidas nos enfrentamos a un problema de ob-
staculo. Concretamente, el obstaculo viene dado por la funcién idénticamente nula,
es decir, @ = 0 (problema unilateral; véanse por ejemplo, [38] y [98]). Por como-
didad, para considerar la no linealidad del término de difusién dado por D(Q) =
(Q+Q)~'/3, que modela un proceso de difusién rdpida (véase el comentario realizado

en el capitulo 2, seccién 3), se considerard el cambio de variable

~\2/3

w(t, z) = %(Q(t, D+ 0 esdecir, Q+0 =bw)= 2w (3.5)

Con este cambio de variable se obtiene una difusién lineal dada por D(w) = w y a

3/2

cambio, aparece una no linealidad del tipo b(w) = (2w)*?, es decir, Lipschitz, en el

término parabdlico. Obsérvese que, al ser  una constante, entonces, 9;,Q = 9;b(w).
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Este tipo de tratamiento, en el cual se realiza un cambio de variable para evitar
tratar la no linealidad del término difusivo y en su lugar, tratar la no linealidad
que surge en el término parabdlico, es frecuentemente utilizada en la bibliografia,
por ejemplo puede verse en [3] y en [35]. El nuevo sistema multivoco de ecuaciones
acopladas, que denominaremos (SW), para las variables w, h y &, en el dominio {7,

es

;

Ob(w) — Wey + B(w — ®) > f(&, bW, w), en Qf,
—-1/R
(SW):= ¢ ' = —MYEp=—(B+)/R { / (2w)1/2dx] ,en  Qp,
Q
| 0§ = (RIR' )T (2w) "2, en Qr,

donde el grafo § estd definido como en (3.3), b(w) = (2w)*? y el término de balance

de calor definido por (3.2), se expresa ahora del siguiente modo:
P& b w) = ()R (Bl = €72) (u)'2 4y = an7l (36)

El sistema se complementa con las correspondientes condiciones de contorno e ini-

ciales:

d,w(t,0) =d,w(t,L) =0, en te(0,7),

w(0, x) = wo(z), en z €,
(B.C.I) := |

h(0,z) = hy, en x €,

£(0,z) = &, en z € (.

La formulacién de complementariedad asociada al sistema (SW) y a las condiciones
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de contorno e iniciales (B.C.1.), es la siguiente:

;

w > P, en Qr,
Ob(w) — Wey — f(&, by B, w) >0, en Qr,
[04b(10) — 0 — F(€, 1 )] (10— B) =0, en O,
“1/R
B = —MYERp-(R+1/R { /Q (2w)1/2d:c] , en Qr,
BTN = i rew)”, en O,
d,w(t,0) = dyw(t,L) =0, en te(0,7),
w(0, ) = wy(x), en x €,
h(0,z) = hy, en x €
£(0,z) = &, en x €.

Observacion 3.6. Al haber realizado el cambio de variable (3.5), pasando de la
formulacion en la variable Q, a la formulacion en la variable w, se ha producido
un desplazamiento del obstdculo, en el sentido de que el grafo mazimal mondtono
B, en la nueva formulacion, queda definido en (w — ®), donde ® = (1/2)Q%?, es el

obstdculo que debe superar la variable w. Notese que:
Qt,z) >0 <= w(t,x)> o, cV (t,x) € Qr.

Observacion 3.7. Diremos que los datos (constantes) del problema son admisibles,
si el valor de la constante my,, dada por
R/(2R+1)
my, = [hgm“)/R —[2R+1) /R]TMVR(L(%)”?)*/R] . (37
es positiva. Nétese que la definicion de my, dada por (3.7) en términos de @, es la

equivalente a la dada en la definicién 3.2, en términos de Q.

3.2. Planteamiento matematico.

En esta seccién se demostrard la existencia de (al menos) una solucién para el prob-

lema dado por el sistema (5). El estudio del sistema (S) se basard en la idea de
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considerar dicho sistema como problema limite de una sucesion de problemas de-
sacoplados, denotados por (S;), 7 € IN, asociados a un esquema de desacoplamiento
iterativo. Esta técnica ha sido empleada por ejemplo en [36]. Los sistemas (.S;) con-
staran de ecuaciones desacopladas, lo cual permitird tratar por separado cada una
de ellas. De las tres ecuaciones de las que constan los sistemas (.5;), la que presen-
tara mayor dificultad sera la correspondiente a la ecuacion de conservacién del flujo

de agua, que es una ecuacién en derivadas parciales de tipo parabdlico no lineal.

3.2.1. Esquema de desacoplamiento iterativo.

Existen dos motivos fundamentales que hacen suponer que las posibles soluciones
del sistema (S) no sean cldsicas, sino débiles, en algin sentido a precisar. Estos

motivos son los siguientes:

= ¢l tipo de conclusiones deducidas de los resultados numéricos obtenidos al
resolver mediante un método de diferencias finitas el sistema (Sp) (véase la

seccién segunda del capitulo segundo)

» y la propia naturaleza del sistema (S), ya que aparece un grafo maximal

mondtono multivoco y no acotado.

Lo dicho anteriormente sugiere la introduccién del concepto de solucion débil, a
partir de la definicién del espacio de soluciones. Para ello, se definiran una serie de
espacios funcionales que seran utilizados posteriormente y que estan relacionados
con la regularidad de la terna de funciones solucion del problema de obstaculo dado
por el sistema (S). Comenzaremos definiendo un espacio de funciones, convexo y
cerrado, que denotaremos por IK, naturalmente asociado al problema unilateral

para la variable w.

Definicién 3.4. Se define el conjunto convexo y cerrado IK, como el conjunto dado
por

K = {v(z) € H(Q), tales que v(z)>®, cV z € Q}. (3.8)

En otras palabras, se trata del conjunto de funciones suficientemente regulares (de

clase H*(2)) que superan el obstdculo, siendo por tanto fisicamente admisibles.

A continuacién se define el espacio de soluciones, V' = V,, x V;, x V¢ y las funciones

coeficientes que aparecen en las ecuaciones del sistema (.5).

Definicién 3.5. El espacio de soluciones V' para el sistema (S), viene dado por

V:VwXVhX‘/E,
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donde
Vo ={n: ne L*0,T;K) N L*(Qr), ,b(n) € L*(Qr)},

Vi ={¢: ¢ €C(0,T)), ¢ € L=(0,T)},
Ve = {4 ¢ € WH(0,T; L%(9)) N L*(0, T; H' ()}

Lema 3.1. El espacio V,, estd contenido en el espacio funcional C([0,T]; L*(R)) y
el espacio Vg estd contenido en el espacio funcional C([0,T]; L=(€2)).

Demostracién: En primer lugar, nétese que al tenerse que 9;b(w) € L*(2r), donde
b es tal que, b(z) = (22)%2, y que w(t,z) > ® > 0, cV(t,7) € Qr (puesto que
w € V,) entonces, w; € L2(QT). El resultado para la variable w, enunciado en el
lema, se deduce de la aplicaciéon de un resultado de Lions (véase [74], lema 1.2.),
segin el cual, siw € L?(0,T; HY(Q)) y w; € L*(Q) resulta que w € C([0, T|; L*(£2)).
En el caso de la variable &, aplicando de nuevo [74], se tiene que, al verificarse que

£€ L®(Qr) y & € L®(Qr), pues € € Vg, entonces € € C([0,T]; L>(2)). -

Definicién 3.6. Dadas las funciones w(t,x), £(t,x) y h(t), se definen las siguientes

funciones coeficientes:

(

Alt,x) = (2w(t,x))1/2,
B(t) = (h(t)|R 1)),

Clt, ) = (RO @))€t )72,

F(t,x) = B(t) — C(t,z).

\

y las funciones auxiliares: V(z) = (3/10)2%/3, S(2) = (63/2/5)2%/% y p(z) = /5.

Teniendo en cuenta que b(z) = (22)%/?, es facil deducir las relaciones siguientes:

b(z) = (2/3)dS/dz, p(b(z)) = A(z) = (22)" ¥

z

[b(z) — b(s)]ds.
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FUNCION b(2)

FUNCION p(2) 002 FUNCION S(2)

Figura 3.2: Funciones auxiliares.

La funcién producto, F'(¢,z)-p(b(w(t, x)), representa el término del balance de calor

que depende de ambas coordenadas, la longitudinal y la transversal, es decir,
th@-MMw@$D=(MﬂWﬂNW[MOW@H—€””@x)@w@wﬂ”?

(dado por la diferencia entre los efectos de la disipacién viscosa y enfriamiento
convectivo) mientras que D(t), representa el término del balance de calor que sélo
depende de la longitudinal, D(t) = v—dh~!(t) (dado por la diferencia entre el efecto
del calor geotérmico y el enfriamiento conductivo). Por tanto, el término de balance

térmico (término fuente) puede expresarse como sigue:

[z, w) = [B(t) = O, 2)] p(b(w)) + D(?). (3.9)

En el estudio que se realizara, se supondran ciertas hipotesis que seran enumeradas
a continuacion, acerca de la regularidad, monotonia y signo de los datos iniciales y

de las funciones coeficientes y auxiliares.

H1. Hipdétesis sobre los datos iniciales.
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Los datos iniciales verifican que: wy € H'(Q), wy € IK, hy y & son constantes

positivas y ademds h satisface la observacion 3.7.

H2. Hipdtesis sobre las funciones coeficientes y auxiliares.

Las funciones coeficientes y auxiliares verifican las siguientes hipétesis de regulari-

dad, signo y monotonia:
1. Ae L>®(Qr) N L20,T; HH(Q) N C([0,T); L2(Q) y A > (29)/2 > 0, cV t €
(0,7), Va € Q,
2. Be L>*(0,T)y B(t) >0,cVte(0,T),
3. C e L=(Qr), C(t,x) >0, cV (t,z) € Qr,
4. D € C([0,T)), dD/dt = D" € L=(0,T) y D' > 0, ¢V t € (0,T),
5. Ee€ L>(0,T)y E(t) >0, cVte(0,T),
6. F € L™(Qr) y no tiene un signo predefinido.

7. La funcién (compuesta) p(b(w(t,z))) verifica las siguientes propiedades:
a) lw-p(b(w))] < K[1+ S(w)], donde K es una constante positiva,
b) w - 8, p(b(w)) = 1/6,
) p(b(w)) € L=(%r).

Notese, que las estimaciones dadas en H2.7 son facilmente deducibles a partir de
las definiciones 3.4, 3.5 y 3.6. En efecto: p(b(w)) = A(w) = (2w)'/? y por tanto,
lwA(w)| = v2w??. Aplicando la desigualdad de Young: ab < (a?/p) + (b?/q), donde
p,g > 1y (1/p) + (1/q) = 1, al producto v2w??, tomando a = V2, b = w*?,
p="5/2y q=>5/3 resulta que

lwA(w)| < (2/5)2%* + (5/3)w’? < K [1 + (6\/5/5)105/2} =Ci[14 S(w)].

Por otro lado, como p(b) = b'/3, entonces 9, p(b) = b=%/3/3 y por tanto, b=2/3(w)/3 =
(6w)~!, pues b(w) = (2w)?/2. El célculo anterior tiene sentido ya que se tiene que,

w(t,z) > & > 0, ¢V (t,x) € Qr (recuérdese que se supone que w € V). De las
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consideraciones anteriores, se deduce que w - d, p(b(w)) = 1/6. Y por tltimo, como
se supone que w € V,,, en particular, se tiene que w € L>(€Qr), de donde resulta, al

ser p y b continuas, la acotacién de la funcién p(b(w)).

Definicién 3.7. Dados los pardmetros 6 y v, la constante M, el exponente R
segun la observacion 3.7, dados los datos iniciales wy, hg, & verificando H1 y
las funciones coeficientes A, B, C, D y E, verificando H2, diremos que una terna
(w,h,§) € Viy x Vi, x Ve es una solucién débil acotada del sistema (S), si se

verifican las siguientes expresiones:

// y+// ) = blawo)] 9y =0,

Vv e L*0,T; H (Q) n W0, T; L=(2)), tales que v(T,-) =0,

//8t )(n—w) //wzn W)e //fn w), VneL*0,T;IK),

donde f = [B(t) — C(t,x)] A(t,z) + D(t) = [B(t) — C(t,z)] - p(b(w)) + D(t),

R/(2R+1)

BEREDIR (95 4 1)/ R]MYE / t ( /Q Alr, :v)dx) o dr] ,

0

h(t) =

Vtelo,T],

E(t,z) =& + /OtA(s,x)E(s)ds, cVte(0,T), cVxel

La existencia de solucién débil acotada para el sistema (S) dada por una terna de
funciones (w, h, &), serd demostrada mediante el estudio de la convergencia de un
proceso iterativo, basado en el desacoplamiento del sistema (.S) en tres problemas

distintos, uno para cada una de las variables.
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Esquema de desacoplamiento iterativo.

Se utilizara el parametro 7 = 1,...,J — oo, para denotar las distintas etapas del

esquema de desacoplamiento iterativo. En la etapa j-ésima, se ha de resolver el

sistema desacoplado (Sj),

'U}qu),

-1/R
h; — _Ml/Rh;(RJrl)/R (/Aj(t,l')dl') :
Q
S;) =
BI=Y ag = B 0A ),
896 U)j(t, 0) = 835 U}j(t, L) = 0,
U)J‘(O,.’L') = 'UJU(!,IT),

hj(O, I’) = ho,

L £]<O,£L') = 507
Definicién 3.8. Las funciones coeficientes que aparecen en
definidas por:

;

Ayt ) = (2w;(t, @),

B;(t) = (hy()|;())" ",

Dj(t) = — oh; ' (#),

Ey(t) = (h; (1) (1)),

| F5(t,x) = B;(t) — Cj(t, x).

Oy b(w;) — (w))ax — [Bj—1 — Cj-a]p(b(w;)) — Dj—1 = 0,

(Oib(w;) — (wj)ew — [Bj—1 — Cjalp(b(w;)) — Dj-1) (w — @)

Cy(t ) = (hy (DI (& (t, )72,

en Qrp,
en Qp,
en Qrp,
en Qrp,
en Qrp,
te (0,7),
xr €€,

x €€,

x € .

el sistema (S;) estdin

Propiedad 3.1. Para cada j € IN, se asumird que las funciones coeficientes aso-
ciadas al problema (S;): A;, B;, C;, D;, E; y F; verifican las hipdtesis H2, en-
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tendiéndose que A; satisface las hipdtesis asumidas para A, y andlogamente para el

resto de las funciones.

Definiciéon 3.9. Dados los parametros § y vy, la constante M y el exponente R > 1
segun la observacion 3.7, dados los datos iniciales wy, hy, & verificando H1 y las
funciones coeficientes A;, B;_1, Cj_1, D;_1, E;, verificando H2, definimos como
solucién débil acotada del sistema (S;) a una terna de funciones (wj, h;,&;) €

Ve X Vi, X Vg, tal que,

/OT/Q& b(w;) v + /OT /Q[b(wj) — b(wy)] Oy v = 0,

Vv e L*0,T; HY(Q) nWhH0,T; L>*(Q)), tales que v(T,-) =0,

/OT/QE)t b(wj)(ﬁ—wj)+/0T/Q(wj)x(77—wj)x > /OT/ij(n—wj), vy e L0, T; IK),

donde  fj:=[Bj_1 — Cj 1] Aj+ Dj 1 = [Bj1 — Cja] - p(b(wy)) + Dj_1,

R/(2R+1)

pPEUIR _(9R 4+ 1)/RIMY R /O t ( /Q A(r, x)da:) o dr] :

Vtel0,T],

hy(t) =

&(t,x) =6+ /OtAj(s,x)Ej(s)ds, cVte(0,T), cVaxel.

A continuacion se estudiaran por separado los problemas desacoplados asociados a
las variables w;, h; y £;, denotados por P(w;), P(h;) y P(§;). Puesto que el problema

P(w,) es el de mayor complejidad, comenzaremos tratando los problemas P(h;) y
P(&).

Observacion 3.8. Las desigualdades entre funciones seran entendidas en casi todo
punto, es decir, si f y g son funciones definidas en Qr, la expresion f < g debe
entenderse en el sentido de que f(t,x) < g(t,z), c¥ (t,x) € Q.
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3.2.2. Problema para el espesor de hielo.

Dados el exponente R > 1, la constante positiva M, el dato inicial hg verificando
H1 y la funcién A; satisfaciendo las hipdtesis de regularidad H2, se considera el
problema P(h;) (en una etapa genérica j-ésima del proceso de desacoplamiento

iterativo), dado por

—-1/R
h; _ _Ml/th—(R—i-l)/R </Aj(',x)dx> 7 en Qr,
P(hy) = “

hJ(O) = hg.

Teorema 3.1. Existencia y unicidad de solucion para el problema del espe-
sor P(h;). Eziste una tnica solucion fuerte h; € W'>°(0,T), estrictamente positiva
y decreciente Vt € (0,T), del problema P(h;), dada por la siguiente expresion ex-
plicita:

R/(2R+1)

hi(t) = |REFOR (2R + 1)/ RIMYE / t ( / Ar, x)dm) o dr] ,
S (3.10)

[e=]

Vtel0,T].

Demostracién: La ecuacién diferencial del problema P(h;) puede ser considerada

de variables separadas, ya que puede expresarse de la forma

’

h(t) = — MY R R x (1), (3.11)

~1/R
donde X (t) := (/Aj(t,$)dx> / y por tanto, X € C([0,7]). Dicha regularidad
se obtiene sin mas Szzlue tener en cuenta la regularidad de la funcién A;. Recuérdese
que por hipétesis A; verifica H2, y por tanto, A;(t,x) > (20)Y2 ¢V (¢t,z) € Qr, ¥
ademas, A; € C([0,T]; L*(Q2)).

Integrando en (3.11) se obtiene la expresion implicita de la variable h;, es decir,

R/(2R+1)
} ,cVte (0,7).

hi(t) = {hgﬂ””/ B_1(2R+1)/RIMYE /0 tX(s)ds

En principio, la igualdad anterior se tiene ¢Vt € (0,7), pero mas adelante se
verd que, en realidad, dicha igualdad se da en todo punto ¢ € [0, T]. Obsérvese que
dado que A; verifica H2, la expresién anterior esta bien definida. Ademds, como hg
satisface H1, se tiene que

" “1/R R/(2R+1)
hi(t) = [hgmﬂw —[(2R+1)/R|M"E / ( / A;(r, x)dac) dr]
0 Q
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(se recuerda que my, es de valor constante y my > 0) en principio ¢Vt € (0,7).
Por otro lado, resulta evidente que como A; > 0, ¢V (t,z) € Qp, pues A; verifica
H2, entonces h;- <0, ¢Vt € (0,T), y por tanto h; es mondtona decreciente. De lo

anterior se deduce que
0 <my < hj(t) < h, cVte (0,7), (3.12)

luego, |7l ooy < ho v h; > 0. Obsérvese que la acotacién anterior es vélida para
todo j € IN.

De la ecuacién diferencial del problema P(h;), se deduce facilmente que h;- €
L>(0,T), ya que

W] < (M/L)YEmy, TR (29) 7120 oyt e (0, 7).

Recuérdese que 2 = (0, L), luego la medida de 2, denotada por |€2|, es || = L.
Luego,

10 e oy < (ML) oy D (28) 7128 = (3.13)

L>(0,T
Recuérdese que @ es de valor constante y estrictamente positivo y obsérvese que

la acotacién para Hh;H no depende del parametro j, asociado a la etapa de

Lo°(0,T)
desacoplamiento iterativo.

De las estimaciones anteriores se deduce que h; € W>°(0,T), y en particular, co-
mo W1°(0,T) tiene inyeccién compacta en C([0,7]) (véase [20]), entonces h; €
C([0,T1]). Una consecuencia de la continuidad de la funcién h;, es que las estima-

ciones y expresiones relativas a h;, pueden considerarse V¢ € [0,7], en lugar de

cVte (0,7). B

Lema 3.2. La familia de normas {||h;||wiec@m}, estd uniformemente acotada en
jeN.

Demostracién: Se deduce de modo inmediato a partir de las estimaciones (3.12)
y (3.13). ]
Lema 3.3. Las funciones h; € C([0,T]), Vj € IN.

Demostracién: Puesto que h; € WH>(0,T),Vj € IN y W'*°(0,T) tiene inyeccién

compacta en el espacio C([0,T7), entonces, h; € C([0,T]). 2

Teorema 3.2. Resultado de dependencia continua respecto de los datos.
Sean hy y hy soluciones del problema P(h;) asociadas respectivamente a las condi-
ciones iniciales hoy y hoa, verificando la hipotesis H1 y a los términos integrales no

locales,

Il(r):/QAl(r,x)da: e Ig('r’):/ﬂAg(r,a:)dx, re(0,7),
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con Ay = (221)1)1/2 y Ay = (2w2)1/2, donde las funciones wy y wy € Vy, (recuérdese
la definicién 3.5). Entonces se tiene que:

171 = bl o) < Cy BT — pGIR - Ko [wy — wa) (3.14)

Q)

Demostracién: En efecto, de (3.10) se tiene, al verificar A; y As, las hipotesis

mencionadas en H2, relativas a la funcién A (por estar asociadas a soluciones de
P(w;)), que
h§2R+1)/R<t> B héQR—&-l)/R(t)‘ < ‘h(()QlR—&-l)/R - h(2R+1 /R‘ n

t
QR+ 1) /2R]M1/R(L(2q>)1/2)‘(R“)/ R / I — D <

‘h (2R+1)/ h(2R+1 /R‘ 4

+[(2R + 1) /2R| MY B[~ (RTD/E (o)~ (RRT1)/2R / / lwi (t, 1) — wy(t, x)|d,
0JQ

¢V t € (0,7). Dado que, tanto hy(t) como hy(t), verifican que 0 < my, < hy(t), ha(t),
Vt € (0,T) por ser soluciones de P(h;), asociadas respectivamente a las funciones
coeficientes Ay y A, y a los datos iniciales hg, v hge, entonces existe una constante
C, tal que en ¢Vt € (0,T) se tiene que

[ (t) = ha(t)] = |g(h D) — g(RETVIM | < €y W) — T

En realidad, la constante C, es la constante de Lipschitz de la funcién g(z) =
g/ R+ en el intervalo (mp,hg). Obsérvese que aunque por hipétesis se tiene
que R > 1y por tanto, 0 < R/(2R + 1) < 1, la derivada de g estd acota-
da superiormente en el intervalo (mp,hg), pues my, > 0 (recuérdese la obser-

vacién 3.3). Por ejemplo, puede tomarse como valor de Cj, la constante dada por
R+1)/(2R+1
= [R/(2R + 1)]my, TV,

Tomando Kg = [(2R + 1)/2R]C,MYEL-(E+D/E(2%)~R+D/2E g6 verifica que
11 = Bl ooy < Co PG = ™|+ Kalloy = wall s

O

Observacion 3.9. Las estimaciones anteriores no dependen del pardmetro j, aso-

ciado a la etapa de desacoplamiento iterativo, por tanto, son vdlidas para todo h;,
j € IN.

Corolario 3.1. Eziste una subsucesion de {h;}, que se denotard del mismo modo,

que converge en la topologia usual de C([0,T]) a una funcion h € C([0,T1).
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Demostracién: Basta tener en cuenta que las normas || |10 1) estén acotadas
uniformemente en j y que W1°°(0,T') tiene inyeccién compacta en C([0,T]) (véanse
los lemas 3.2 y 3.3). B
Corolario 3.2. Las funciones B; y E; pertenecen al espacio L>(0,T). Ademds,
las normas || Bl| oo o 7y Y | Ejll oo (0,1 €Stdn uniformemente acotadas en j € IN, es

decir, existe una constante C', tal que
HBJ'HLOO(O,T) <C, HEJHLOO(QT) <C, VjelN.

Y por tanto, en particular, existe una subsucesion de {B;} que converge (fuerte)
en la topologia de L*(0,T) a una funcidon B y existe una subsucesion de {E;} que

converge (fuerte) en la topologia de L*(0,T) a una funcién E.

Demostracién: Este resultado es consecuencia de que hj]h;] € L>(0,T). Ademss,
dada la no dependencia respecto de j de las estimaciones de la norma de hj|h;~| en
L>(0,T), se tiene que las normas ||Bj||L°°(0,T) y “EjHLoc(o,T) estdn uniformemente
acotadas en j € IN. La existencia de una subsucesién de {B,}, respectivamente de
{E;}, que converja en la topologia de L?(0,T') a una funcién B, respectivamente a F,
es consecuencia de la acotacién uniforme de las normas || Bj| . g 1, respectivamente
1 E; || oo 0.7)» ¥ de la aplicacion del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
(véase [20], por ejemplo). 0
Corolario 3.3. La funcidn coeficiente D; es continua, es decir, D; € C([0,T]) y
ademds, D; € L>(0,T). Las normas || D[

mente acotadas en j € IN.

01) Y ||D;||LOC(O7T) estan uniforme-

Demostracién: En efecto, a partir de la expresién de D;, dada por la definicién
3.6 y utilizando la monotonia de la funcién h (véase el teorema 3.1), se deduce que

HDjHLoo(o,T) < v+ d/my, y ademés, su derivada (en un sentido débil) verifica
)] = |35 25] < Sz 2y, < oy

Puesto que my, v ¢ son constantes, las cotas anteriores no dependen del parametro
J y por tanto, son uniformes. 0
Observacion 3.10. Notese que a partir del teorema 3.1, del lema 3.1 y de H2

es posible deducir que las funciones h;-, B; y E; pertenecen al espacio C(]0,T7).
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3.2.3. Problema para la velocidad acumulada.

Dados el dato inicial &, verificando H1 y las funciones A; y E; satisfaciendo H2, se

considera el problema:

0 = Ai(t,x)E;(t), ecVte(0,T),cV e,
P(&;) =
&i(0,2) = &, en ().
Teorema 3.3. Existencia y unicidad de solucién para el problema de la

velocidad acumulada. Eziste una inica solucidn fuerte, & € W1°°(0,T; L*=(2)),

del problema P(&;), dada por la expresion
t
&(t,z)=¢& +/ A;(s,z)E;(s)ds, cVte(0,T),cVzel (3.15)
0

Demostracién: Puesto que A; y E; € L®(Qr) (véase la propiedad 3.1y
las hipétesis H2) entonces, el producto A;E; es integrable en Qp. En particular,
A;(-,x)E;(-) es integrable en (0,t), cVa € . Asi pues, la existencia de solucion
resulta obvia, ya que para obtener la expresién explicita de la solucién, dada por
(3.15), basta integrar respecto del tiempo la ecuacién dada en el problema P(¢;). La
unicidad, es consecuencia directa de la aplicaciéon del lema fundamental del calculo
variacional (en su versién débil). También se deduce que al ser A; y E; acotadas (por
H2), & € WH>(0,T; L>(Q)). Ademés, puesto que A; y E; son funciones positivas,
cVte (0,T)ycVa e Q,resulta que

>0 vy 0§ >0, cVte(0,T), cVxel, (3.16)

es decir, §; es positiva y mondtona creciente respecto de la variable temporal. Desde
el punto de vista fisico, este resultado es coherente con la definiciéon de §;, variable
que representa la velocidad acumulada del sistema (nétese, que si € es positiva en

el ice divide, es decir, § > 0, entonces &; es positiva y ademds crece respecto de t).

O
Lema 3.4. La funcidn 0,&;, pertenece al espacio L*(Qr), y por tanto

& € L*(0,T; H' ().

Demostracién: En efecto, de (3.15), derivando en el sentido de las distribuciones

(véanse por ejemplo [104] y [114]), se tiene que, al ser & una constante,
t
0,&(t,x) = / E;(s)0,A (s, x)ds, cVte(0,T),cVaxe.
0

Como E; € L>*(0,T) y A; € L*0,T; H'()), el resultado se obtiene de manera

inmediata.

O
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Corolario 3.4. Fxiste una constante C, tal que

”Cj”LOO(QT) <C, VvV j e N.

Demostracion: El resultado se obtiene sin més que tener en cuenta: la expresiéon de
C;, C; = (hj|h;»|)2§fl/2 (véase la definicién 3.8), la acotacién uniforme en j de las

normas || h; || e o 1) ¥ [l (véase el lema 3.2) y la monotonia de &; (mondtona

Lo°(0,T)
creciente respecto del tiempo, véase (3.16)). En efecto, de las consideraciones que se

acaban de mencionar, se desprende que:
&) <& ) =67 cYaeq,
donde &, es una constante estrictamente positiva. Y por tanto, se verifica que

||Cj||LOO(QT) < (hOCht)ng_l/Q = C, \V/j € IN.

O
Corolario 3.5. Erxiste una constante Cr, tal que

1l ey < Cry YV j €N

Demostraciéon: Es consecuencia de la definicién de Fj, F; = B; — C; y de las
acotaciones uniformes en j de ||Bj|l ;g ¥ de [|C)l 1 (q,) (véanse los corolarios

32y34). L

Observaciéon 3.11. Notese que a partir de los teoremas 3.1, 3.3, dellema 3.1 y de

H2 es posible deducir que las funciones C; y F; pertenecen al espacio C([0,T]; L>(€2)).

3.2.4. Problema relativo al flujo de agua.

Dado el dato inicial wy verificando H1, dadas las funciones coeficientes D;_; y Fj_;
verificando H2, dadas las funciones b y p(b) segin la definicién 3.6 y el obstaculo
¢ (constante positiva, véase la observacion 3.6), se considera el problema P(w;),

7

w; > ®, en O,
9, b(wj) — (Wj)ze — Fj-1 - p(b(w;)) — Dj—1 >0, en S,
P(w;) == q [0:b(w;) — (w))ae — Fj1 - p(b(wy)) — Dj1] (w — @) =0, en Qr,
w;(0,2) = wo(z), z e,
| 0, wi(t,0) = D, wy(t, L) = 0, te(0,T).
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El problema P(w;) es un problema de obstdculo unilateral. Como definicién de
solucién del problema P(w,), se considerara la que se suele dar para este tipo de

problemas (véase, por ejemplo [3]).

Definicién 3.10. Se dird que w; € V,, (recuérdese la definicién 3.5) es una solu-

cion débil acotada del problema P(w,), si se verifican las siguientes expresiones:

//at w]u+// (w;) — b(wo)|d, v = 0, (3.17)

Vv e L2(0,T; H'(Q) n W (0,T; L>(Q)), tal que v(T,-) =0,

//@w]nwj //wj (n—w;)s //]lpwj+D 1] (n—w;),

(3.18)
vn € L*(0,T; IK),
donde IK es el conjunto convexo dado por la definicién 3.4

Lo primero que se hard es obtener una estimacion a priori de ||w;l| Loo(Qp)? puesto que
va a ser utilizada en la demostracién de la existencia de soluciones débiles acotadas

para los problemas P(w;).

Acotacion de las soluciones.

Comenzamos esta seccién definiendo varios conceptos que van a ser utilizados, no
sélo en la demostracién de la acotacién uniforme de las normas {ij [ LOO(QT)}, sino

también en otras posteriores.

Definicién 3.11. Sea (X, || - ||), un espacio de Banach, sean z,y € X, h € IR—{0},

se define el producto superior semi-interior como
¥ _ 1 2 2
(x,y)y = limy_o+(x,y)n, donde (x,y)n:= 5 ([lz + hyl|” = [|z]7) -
Definicién 3.12. Un operador A : D(A) C X — 2% es acretivo si y sdlo si
($_j7y_g)+ > 07

para cada x,T € D(A), y € A(x) ey € A(Z), donde (-,-)+ es el producto superior
semi-interior. Se dice que A es m-acretivo si es acretivo y ademds R(I + A\A) = X
para todo A > 0.



96 Capitulo 3. Modelo multivoco. Anélisis matematico.

Teorema 3.4. Supongamos que w; es solucion del problema P(w;) en el sentido
de la definicién 3.9. Sea 3, dado por (3.3), b, p(b), D;—1 y Fj_1, dadas por la
definicion 3.6 y verificando H2 y el dato wy, verificando H1. Entonces se verifican
las hipotesis siguientes:

(1. El operador — uy, + B(u — ®) es un operador m-acretivo;

2. La funcion b es continua, creciente y b(0) = 0,
3. La funcion Fj_y - p(b(u)) es una funcion de Caratheodory y

|Fj_1 - p(b(w))| < Cplul?,

(H3) := <
4 Fj - [p(b(w)) = p(b(u2))] = =C*(b(ur) — b(us)),
donde C* es la constante de Lipschitz de la funcion Fj_y - p(b(u))
respecto de b y que depende por tanto del obsticulo ®.
Puede tomarse C* = Cp(6®)~!
| 5. La funcion coeficiente D; 1 € L>(0,T).
Y por tanto,

T
() oy < € {Hb(wO)HLP(Q) +/0 e @ ‘”I\Djl(S)HLp(Q)dS} ,1<p<oo.

(3.19)

En particular, existe una constante Wy, tal que
ijHLOO(QT) < Wj. (3.20)
Demostracién: El hecho de que el operador —u,, + #(u — ®) sea m-acretivo, con

La verificacion del

)-
(0), Dj—1, Fj1 y wo
es inmediata. Para obtener (3.19) a partir de las hipdtesis (H3), puede consultarse

B definido segun (3.3) es bien conocido (véase por ejemplo [31]

resto de las hipétesis de (H3) a partir de las propiedades de p

por ejemplo ([8]). La acotacién (3.20) se deduce de (3.19) y de la monotonia de b.
U

Corolario 3.6. Fxiste una constante W no dependiente de j , tal que

||wj||L°°(QT) <W, VjeN. (3.21)

Demostracién: El resultado se deduce de (3.19) y de que las normas || Dj-1| ;o o 1

estan uniformemente acotadas en j (véase el corolario 3.3).

O
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Corolario 3.7. Existe una subsucesion {w;}, que serd denotada del mismo modo,

y existe una funcion w, tal que

w; — w, fuerte en la topologia de LP(Q2r), 1< p < 0.
Demostracion: Basta tener en cuenta el corolario 3.6 y aplicar el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue. O

Corolario 3.8. Las funciones coeficientes A; = (2w;)/? estdn uniformemente aco-
tadas respecto de j en la norma del espacio L™ () y por tanto, existe una funcion
A tal que

A — A, fuerteen LP(Qr), 1<p<oo.

Como w; — w, ¢V (t,x) € Qr, entonces A = (2w)Y/?, ¢V (t,z) € Q.

Demostracion: El resultado es consecuencia de la definicién de las funciones coe-

ficientes A; y de los corolarios 3.6 y 3.7. 0

Existencia de soluciones débiles acotadas.

La prueba de la existencia de solucién para el problema unilateral P(w;), se re-

alizard a través de las siguientes etapas:

= En una primera etapa, se construira una sucesion de problemas aproximantes
regulares, que denotaremos P, ;(w), n = 1,2,..., para el problema P(w;).
Para cada n € IN, el problema P, ;j(w) consistird en tomar la ecuacién del
problema P(w;), pero substituyendo la funcién F;_; - p(b(w)) por la funcién
F;_1 - pp(b(w)), donde {p,(b(w))} es una sucesiéon de aproximaciones Yosida
(y por tanto Lipschitz) de la funcién p(b(w)) respecto de b tales que p, — p
cuando n — oo (recuérdese que p no es Lipschitz, sino sublineal respecto de b,

véase la definicién 3.6).

= A continuacién, se probard la existencia de soluciones de los problemas P, ;(w)
y se realizaran las estimaciones a prior: oportunas, que permitiran demostrar la
convergencia de una subsucesion de soluciones de los problemas aproximantes

a una solucién del problema P(w;).

» La prueba de la existencia de soluciones para los problemas P, ; se realizara me-
diante la aplicacién de la técnica utilizada en [3] 2, basada en el método de

penalizacion.

2Los problemas P, j(w) entran en la generalidad de las hipétesis requeridas en [3], salvo que
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Problemas unilaterales aproximantes. Los problemas unilaterales P, j(w),
seran regularizaciones del problema P(w;), basadas en el empleo de aproximaciones
Yosida de la funcién F;_; - p(b(w)). Antes de pasar a estudiar los problemas P, ;(w),
se recordaran algunos resultados basicos sobre operadores acretivos, funciones aprox-

imantes Yosida y resolventes.

Definicién 3.13. Sea A: D(A) C X — 2% un operador y X\ > 0.

1. El operador Jy : D(Jy) C X — 2% definido por
Jy = ([+ )\A)il,

donde I designa la identidad en X y D(Jy) = R(I+AA), se llama resolvente
de A.

2. El operador Ay : D(Ay) C X — 2% definido por
Ay = (1/N)(I = NA),
con D(A,) = R(I + MA), se llama aproximacién Yosida de A.

Propiedad 3.2. Un operador A : D(A) C X — 2% es acretivo si y sdlo si para

cada A > 0, la resolvente Jy es una aplicacion univoca y no erpansiva, es decir,
[z — Dyl < llz =yl
para cada x,y € R(1 + A\A).

Propiedad 3.3. Si A: D(A) C X — 2% es acretivo y X > 0, entonces:

1. Ay es univoca, acretiva y Lipschitz continua en R(I + NA) (la constante de
Lipschitz es 2/X),

2. Ayx € AJyx, para cada x € R(I + XNA) N D(A),
3. |Axx|| < |Az|, para cada x € R(I + AA) N D(A), donde

|Az| .= inf{||ly|| : y € Az}, Vz e D(A).

en vez de tenerse una condicién de contorno de tipo Dirichlet, como se supone en [3], en nuestro
caso se tiene una condicién de contorno de tipo Neumann homogénea. Esta diferencia no influye
en la validez de los resultados, pues las demostraciones realizadas en el caso de condicién de tipo
Dirichtlet son facilmente extrapolables al caso de condicién de tipo Neumann homogénea, con
pequenas modificaciones.
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Los resultados anteriores pueden encontrarse, por ejemplo, en [110].

A continuacién se demostrara que es licito considerar aproximaciones Yosida para
la funciéon F;_; - p(b(w)) y que por tanto, tiene sentido construir los problemas
aproximantes P, ;(w).

Propiedad 3.4. Se consideran la funcion b, definida en la definicién 3.6, las fun-
ciones p(b) y Fj_y verificando H2. Entonces F;_y - p(b) es un operador m-acretivo
respecto de b, ¢V (t,x) € Qr (es monétono en la variable b, ya que p(b) = b'/3,
véase definicidn 3.6) y por tanto, existen las funciones Y, (t,x,b(w)) = F;_(t,z) -
pn(b(w)) y J, (), donde p,(b(w)) y J,(b) son respectivamente la aprozimacion Yosi-
da y la resolvente de p(b(w)), respecto de b, de parametro 1/n. De la propiedad
3.8, se deduce que p, es Lipschitz y que p,(b) < p(b), de la propiedad 3.2, se de-
duce que J,, es no expansiva y ademdas, se da la siguiente relacion, I = J,+ (1/n)py,

donde I denota el operador identidad.

Corolario 3.9. Sea la funcion F;_y verificando H2 y el corolario 3.5 y sea p(b)

satisfaciendo la hipotesis H2. Entonces, existe una constante positiva Cr tal que

Yalt.2,b(w)| < Crp(b), ¥neN y c¥(ta)€ Q.

Demostracion: Es consecuencia de la definicién de las funciones Y,,,

Yo (t, @, b(w)) = Fj_1(t,z) - pu(b(w)),

ya que la sucesion {p,(b(w))} esta formada por las aproximaciones Yosida de p(b(w))
y por tanto, p,(b) < p(b), y de que la familia de normas {||Fj_1HLoo(QT)} estd uni-

formemente acotada por una constante positiva Cr (véase el corolario 3.5). 0

A continuacién se definird la sucesién de problemas unilaterales P, ;(w).

Observacion 3.12. En ocasiones, se utilizard la notacion Y, (b(w)) := Y, (t, z, b(w)),

para simplificar la exposicion.

Definicién 3.14. Dado el dato inicial wy verificando H1, dado el obstdculo ®, dadas
las funciones D;_y y Fj_1 verificando H1 y la funcion Y,, dada en la propiedad



100 Capitulo 3. Modelo multivoco. Anélisis matematico.

3.4 y verificando el corolario 3.9, se define el problema P, j(w) por

[ w > P, en Sr
O b(w) — wyy — Y, (b(w)) — Dj_1 > 0, en Qr,
P j(w) = ¢ [0;b(w) — wyy — Yo (b(w)) — Dj_4] (w— @) =0, en Qr,
w(0, x) = wo(z), x € Q,
\ O, w(t,0) =, w(t,L) =0, te (0,7).

Definicién 3.15. Se dird que w € V,,, donde se recuerda que
Vo ={n:neL*0,T;K)NL>Qr), d,b(n) € L*(Qr)},

es una solucién débil acotada de P, j(w), si se verifican las dos expresiones sigu-

tentes:

//at 1/+// ) — b(wo)]dy v = 0, (3.22)

Vv e L20,T; H (Q) N WhH0,T; L>*(Q)), tal que v(T,-) =0,

//at i~ w) //www // )+ Dy1)(n - w),

(3.23)
Ve L2(0,T; K),

con IK dado por la definicién 3./

Observacién 3.13. Supuesto que w € Vi, y en consecuencia, Y, (t,x,b(w)) €
L>(Qr), y que Dj_y € L™ se tiene que la integral

// )+ Dy)n— w),

A continuacién, demostraremos que si las funciones w,;, n € IN son soluciones

esta bien definida.

de los problemas regularizados P, j(w), n € IN, entonces la familia de normas

{lwn;ll oo (1} €54 acotada uniformemente en n € IN.
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Acotacion uniforme de soluciones.

Lema 3.5. Sea j € IN fijo. Supongamos que wy,; es solucion del problema P, j(w),

entonces, se verifica que existe una constante positiva, W, tal que

||wnjl|Loo(QT) < VVa vn? j € IN. (324)

Demostracién: Supongamos que w,; es solucién de P, ;(w), entonces, se tiene que
Wy, (t,x) > O, cV(t,z) € Q.

La propiedad anterior, hace que en realidad, para nuestro estudio, sélo tengan rel-
evancia las propiedades de las funciones p, y p en el intervalo [(2®)%2, c0). Como
Pn < py, tanto p,(b) como p(b), son Lipschitz para b > (2®)3/2 (obsérvese que
si wy; > ® > 0, entonces b(w,;) > b(®) = (20)*? > 0), puede asumirse que
pn(b) = p(b) para b € [(20)%/?, 00). De este modo, la constante de Lipschitz de p,
en el intervalo [(29)%/2, 00), est4 acotada superiormente por la constante (6®)~! (re-
cuérdese que p(b) = b'/?). Aplicando el resultado de Benilan que aparece en ([8]) al
problema P, ;(w) (es facil comprobar que este problema verifica las hipdtesis H3),

resulta que

T
180y < < {0y + [ e

Dyt (Mot 150 %
(3.25)

Vn € IN, donde C* puede tomarse C* = C (6®) . De nuevo, por la monotonfa de

by el corolario 3.3 acerca de la acotacién uniforme de las funciones Dj, se tiene

que en particular, existe una constante W, tal que

HwnJHLoo(QT) =W Von,jeN.
U

Existencia de solucién.

Teorema 3.5. Existencia. Eziste al menos una solucion del problema P, ;(w) dado

en la definicién 3.1/

Demostracién: Para demostrar la existencia de solucién para el problema P, ;(w)
se seguird la técnica utilizada en [3], consistente en la utilizacién del método de

penalizacion.

O

Los problemas penalizados.
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Para cada j € IN (subindice considerado para denotar la sucesién de problemas
P(wj), resultantes de la aplicacién del esquema desacoplamiento iterativo al sistema
(S)) y n € IN (subindice considerado para denotar a la sucesién de problemas regu-
larizados P, j(w) que aproximan al problema P(w,)) fijos, se consideran los proble-
mas de penalizacién aproximantes P,.,;, con el objeto de demostrar la existencia de
solucién del problema P, j(w). Antes de definir tales problemas, se presentaran una

serie de definiciones y propiedades que seran utilizadas posteriormente.

Definiciéon 3.16. Se define el funcional de dualidad j, como el operador
j: HY Q) — (HY(Q))*, tal que:
<iw)> = [wotu),  VowemQ)
Q

Observacion 3.14. El funcional j es un operador mondtono (este resultado aparece,
por ejemplo en [74]). Téngase en cuenta que j es un funcional de dualidad, es decir,
j(w) € (HY(Q))* para todow € H'(Q) ((H*(Q))*, denota el espacio dual de H*(L)).
Nétese, que en este caso particular se tiene que H'(Q) = (H'(Q))*. Ademds, j es
un operador convexo, puesto que es suma de factores cuadrdticos de aplicaciones

lineales (la identidad y la diferencial).

Definicién 3.17. Se define el operador proyeccion, P, sobre el convexo IK , como
el operador P : H(Q) — IK, dado por

<jw—-Pw),Pw—v>2>0, para velK,
donde recuérdese que (definicién 3.4)

K = {v(z) € H(Q), tales que v(z)>®, cV z € Q}.

Definicién 3.18. Dados el pardmetro r € IN, el dato inicial wy verificando H1,
dadas las funciones D;_y e Y, como en el problema P, ;j(w) y los operadores j y P
dados en las definiciones 5.16 y 3.17, se define el problema de penalizacion P,;,

como sigue
( at b(wrnj) - (wrnj)acz + ’I"j (wrnj - Pwrnj) = Yn(b(wrnj)) + Dj—la en QTv

Prnj =9 Wi(0,2) = wo(x), x €,

| 0 Wy (£,0) = B, w1, L) = 0, t e (0,7).
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Definicién 3.19. Se dird que w,,; € V,, es una solucién débil acotada del

problema P,,;, si se verifican las dos identidades siguientes:

/OT/Q 01 blwrms )y + /0 T/Q [b(wrn;) = b(wo)]dp v = 0, (3.26)

Vv e L20,T; H{(Q)nWhH0,T; L>*(Q)), tal que v(T,-) =0.

/OT/Q O b(wynj )Y + /OT/Q(wrnj)x% + r/oT < j(Wyng — Pgn;), ) > =

= /OT/Q(Yn(b(wmj)) + D, q), Ve L*0,T; H(Q)). (3.27)

Observacién 3.15. Ndétese, que como wy,; € Vi, en particular, estd globalmente
acotada, entonces b((w,y;)) (donde b es continua) y Y,(t,x,b(w,m;)) = Fj_1(t,x) -
Pn(b(wyn;)) (recuérdese la propiedad 3.4) pertenecen al espacio L™ (Qr), es decir,

estan globalmente acotadas, deduciéndose por tanto, que la integral

[ [t + 0w,

estd bien definida.

Antes de enunciar y demostrar el resultado de existencia para el problema F,,;, se
presenta una propiedad relativa a la funcién b (férmula de integracién por partes)

que sera utilizada posteriormente.

Proposicién 3.1. Supongamos que w,,; es solucion del problema P,,;. Entonces,
la funcion S wverifica que S(wy,;(t,-)) € L*(Q), ¢Vt € (0,T) y

/Ot/Q (W)W :/QSij(t))—/QS(wO), ¢Vt e (0,7).

Demostracién: Dado que w,,; € V,, C L>®(Qr) y por tanto, w,,;(t,-) € L>*()
¢Vt € (0,T) y teniendo en cuenta que S es una funcién continua (véase la defini-
cién 3.6), entonces, S(wy,;(t,-)) € L*(Q2). Por otro lado, utilizando la férmula de

integracién por partes (véanse por ejemplo, [3] 6 [68]), se tiene que

/Ot/Q Oy b(Wynj)Wrpj = /Ot /Q Oy (b(Wynj ) Wynj) — /Ot/Q b(Wyn;)Or (W) =
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=w%mem—wwm—wwLmemwmm=

=w%mew—me—maAAwme=

= b(Wrnj (8) )wrnj () — b(wo)wo + (2/3) [S(wrnj(t)) — S(wo)] = S(wrn;(t)) — S (wo),

que era el resultado buscado. .

Teorema 3.6. Existencia de solucién para los problemas P,,;. Ewiste, al

menos, una solucion para el problema P,,; dado por la definicién 3.18

Demostracion: La existencia de solucién de este tipo de problemas es bien cono-
cida (véase [7]). La prueba se basa en considerar una semidiscretizacién temporal,
consistente en reemplazar en P,,; el término parabdlico, 0;b(w,;), por el cociente

en diferencias regresivas, 9; "b(w,,;), definido por
O "b(wrnj (1)) = (D(wrnj (7)) = b(wpns (T = h))) /D
Para que esta expresién tenga sentido en ¢V 7 € (0,7, se asume que

Wi (T) = wgnj =wy, cVT1€(=hD0).

Esto conduce a la obtencion de problemas elipticos bien planteados, para los cuales
la existencia de solucién estd asegurada por ser Y, (¢, z,b(w)) := F;_1(t, x) - pp(b(w))
Lipschitz respecto de b. Ademas, las soluciones de los problemas aproximantes elipti-

cos convergen a una solucién del problema P,,; (véase [7]). B

Una vez demostrada la existencia de solucién para los problemas FP,,;, se realizaran
las oportunas estimaciones a prior: de la energia de las soluciones w,;, con el objeto
de demostrar la existencia de una subsucesién de {w,,;} (entendida como sucesiéon
en 7 € IN, para n 'y j € IN fijos) que converge a una funcién w,,;, solucién del

problema unilateral P, ;(w).
Estimaciones a prior: para la soluciéon del problema FP,,;.

Se realizaran dos estimaciones: en la primera, se obtendra una estimacién que permi-
tird demostrar la convergencia débil de {w,,;} a una funcién w,; € L*((0,T); H(Q)),
y en la segunda, se obtendra la regularidad del término parabdlico, en particular, se
tendrd que 9, b(w,n;) € L*(Qr).

Observacion 3.16. Utilizaremos la notacion w := w,y;. En algunas ocasiones, para
simplificar la notacion, se denotard por w(t), t € [0,T] a la funcidn w(t) : Q — IR,
tal que w(t)(x) = w(t, x).
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Primera estimacidn.

Para obtener la estimacién de la norma de w en L*(0,7; H'(Q)) y de S(w) en
L>(0,T; L*(2)) se procede del modo siguiente: Se considera la ecuacién del problema

P,,;, se multiplica por la funcién ¢ = w —wy, donde wy es el dato inicial y se integra

n (0,t) x Q, t t
// 8tb(w)(w—wo)+// Wy (W — wo )+

+T’/ < jlw —Pw),w — w0>—// ) + Dj—1)(w — wy).
0
Estimamos cada uno de los términos integrales,

Término parabdlico.

Aplicando la proposicién 3.1, se tiene que

/ot/g O b(w) -w = /Q [S(w(t)) — S(wo)]-

Por otro lado, como d,wy = 0, puesto que el dato inicial es evidente que no depende
de t, al aplicar la féormula de integracién por partes al término f(f fQ Oy b(w) - wy,

resulta que

4%@M@%wFiLMw@WmiAM%WMSééﬂ@@%H%ASW@W&%)

Para obtener la segunda desigualdad en (3.28), se ha aplicado la desigualdad de
Holder, utilizando la funcién convexa ¥ (recuérdese que W(b) = S) y luego, la de-
sigualdad de Young con parametro 4, siendo ¢ < 1. Utilizando los calculos anteriores

se tiene que

/Ot/ﬂatb(w (w—wp) > (1— 6 /s (1+05)/Qs<w0>.

Término eliptico.

Aplicando nuevamente la férmula de integracién por partes y la desigualdad de

Young, se tiene que

Ty
) /Ot/9|w$\2—cg/0t/9\<wow.

Término de penalizacion.
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t t
r/ <jlw—=Pw),w —wy > > r/ lw — PwH?{l(Q)
0 0

En la desigualdad anterior se ha tenido en cuenta que
<jlw—=Pw),w—wy >=< jlw—Pw),w—Pw >+ < jlw—Pw),Pw—wy) > >

> <jlw—Pw),w—Pw >,
ya que < j(w — Pw),Pw —wy) > >0, por ser wy € IK (véase H1).

Término fuente.

Existen unas constantes, C'; y Cy, tales que:

// )) + Dja] (w=wo) // C1S( +Cz/[1+5(wo)+s2(wo)], (3.29)

Vn,j,relN.
En efecto:

a) Teniendo en cuenta la estimacién dada en H2. 7.a) y la propiedad 3.4, resulta

Kﬁnww%wﬁé%CrMMMM&KEAZKu+am)

b) Considerando la propiedad 3.4, el corolario 3.9 y la definicién de S (véase

que

definicién 3.6) y utilizando las desigualdades de Holder y Young de modo adecua-

do, se obtienen las siguientes estimaciones:

[l e srece( o) ([f5)"
[ [ s+ [[ )] vnen

/ o .
donde C" es una constante positiva.

¢) De nuevo, empleando las definiciones y propiedades mencionadas anteriormente,
asi como el corolario 3.3 (acerca de la acotacion de D;_;), se tiene que existen unas

constantes positivas, C'y C', tales que:

//D]1w<0<//Dm> (//5 ) =
< (6/3)C //D.i’””1+5/2 /f P*AA“”L
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Vn,j,relN.

d) Y por tultimo, repitiendo el proceso realizado anteriormente en c), con wq en lugar

. . o . /
de w, se tiene que existen unas constantes positivas, C'y C", tales que:

Ll {2 ([[w)"
< (5/3)C // DY 4 5/2)0/0795(100) < [1+/Ot/95(w0)},

Vn,j,relN.

Para obtener (3.29), basta tener en cuenta las estimaciones obtenidas en a), b), c)

y d).

A partir de las anteriores estimaciones parciales, se obtiene la siguiente estimacion

global de la energia de las soluciones del problema F,;,

(1—5)/5(( 1+05// (wo) + (1 & //|wx|—05//|wo
/ﬁm Pull g //01 )+Ca [ 1+ Stawo) + ()],

donde C7, C5 y Cs son constantes positivas. Reordenando términos, se tiene que

0=0) [ S+ -9 [ [ [ o= Polfg <
<+o) [ s+ 0 [ [ 1l

+C, /Ot/Q S(w) + 02/9[1 + S(wo) + S*(wy)]

y por tanto, existe una constante positiva, C', tal que
t t
o) ([ stwey+ [[er)+r [ - Puliy <
Q 0/ 0
t
gCl//S(w)JrC, cVte(0.T),0<5< 1.
0Ja

La no negatividad del segundo y del tercer término integral que aparecen en el lado

de la izquierda de la desigualdad integral anterior, es decir, el hecho de que

t t
2
—(5)// \wx]2+r/ Hw—PwHHl(Q)>0
0Jo 0

con 0 < § < 1, permite deducir que,
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(1 —5)/ ) <G // (3.30)

Aplicando la desigualdad de Gronwall a (3.30) y tomando § — 0, resulta que existe

una constante positiva, Cg1, que no depende de {r,n, j} tal que

T T
sup ess(0 <t < T}/QS(w(t)) + /0 /Q | w, |2 +7"/0 l|lw — Pw”i]l(g) < Cg. (3.31)

Observacion 3.17. En la estimacidn anterior, el térmmo sup 688{0<t<T} Jo, S(w(t)),
denota el supremo en c¥t € (0,T) de la funcion g(t fQ . Notese que se
ha empleado la notacion S(w(t)), para denotar a la funcwn S( ( )) : Q — R, tal
que S(w(t))(z) = S(w(t,x)), x € Q. Por tanto, la funcidn [, S(w(t)), sélo depende
de t, ya que se integra en €.

Observacién 3.18. La constante de acotacion, Cgy, puede tomarse independiente
de {r,n,j}, ya que el dato inicial wy verifica H1, y las constantes obtenidas tras

acotar las funciones coeficientes, estan uniformemente acotadas en j.

Lema 3.6. Existe una subsucesion de {w,,;}, (entendida como sucesion en r, para
n y j fijos) que serd denotada nuevamente por {w,,;}, que converge débilmente a

una funcién wy; en el espacio L*(0,T; H(Q)).

Demostracién: De la expresion (3.31), se deduce que existe una constante positiva,
C, tal que

||wrnj||L2(0’T;H1(Q)) S O, VT’ - W,
por tanto, existe una subsucesion de {w,,;} que converge en la topologia débil

de L*(0,T; H'(2)) (obsérvese, que como L*(0,T; H'(Q2)) coincide con su dual, las

topologias débil y débil* coinciden). 8

Segunda estimacién.

Como resultado de esta segunda estimacion, se obtendra la regularidad del término
0y b(w) y en consecuencia, la de d; w. Para ello, se toma la ecuacién del problema

P,,j, se multiplica por la funcién ¢ = 0, w y se integra en (0,t) x €, obteniendo la

t t
// 8tb(w)0tw—|—// W, (O w
0/a 0/0
—i—r/ < j(w — Pw) 8tw>—// )+ D;_1)0 w.
0

identidad siguiente
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Estudiamos término a término, para hacer mas sencillo el proceso de acotacion de

la norma de d;(b(w)) en el espacio L*(Qr).

Término parabdlico.

Dado que la funcion b es de tipo Lipschitz, existe una constante positiva, Cj, tal que

/Ot/ﬂ 8, b(w)d,w > C, /Ot/Q 1, b(w)][?.

Término eliptico.

Haciendo los calculos oportunos, se tiene que

/Ot/g W (O w)y = %/Ot/Q i (w,)?] = %/QlwaQ(t) - %/ﬂ\(w())x!?

Término de penalizacion.

Para realizar el estudio del término,
t
7“/ < jlw —Puw), 0w >, (3.32)
0

se aproximara la derivada 0, w por el cociente en diferencias regresivas, 9, "w =
(w(t) — w(t — h))/h, donde se supone que w(t,z) = wy(x), en t € (—h,0) y se

estimara el valor del término
t
7"/ < j(w —Pw), 0, "w > . (3.33)
0

Una vez estudiado (3.33), se tomard el limite h — 0, en la estimacién obtenida y
con ello se obtendra una estimacién vélida para (3.32). En [3], por ejemplo, aparece

utilizado este tipo de razonamiento. Sea pues 0 < h < 1, entonces
t t
7“/ <jlw —Pw), 0, "w >= (r/h)/ < jlw —Pw),w(s) —w(s—h) > =
0 0
t
= (r/h)/ < j(w —Pw),w(s) — Pw(s) > +
0
t
—{—(r/h)/ < j(w —Pw),Pw(s) — Pw(s —h) > +
0

t
+(r/h)/ <jw —Pw),Pw(s —h) —w(s —h) > .
0
Teniendo en cuenta que

< jw —Pw),Pw(s) — Pw(s —h) > >0
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por la definicién 3.17, ya que Pw(s — h) € IK y la convexidad del operador j

(obsérvese que aparecen formas cuadraticas de términos lineales), se tiene que

t
7’/ < j(w —Pw), 07 "w > > (r/2h) / ||w(s) Pw(s)“?{l(g)_

~(r/20) [t =) = Pt = W)y = (r/28) [ ts) = Puts) e

Tomando el limite h — 0 en

P <t =Pwyorte > > 2m) [l =Pl

h
resulta que

r / < jw—Pw),d, (@) > > (1/2)w(t) - Pu®l g

Término fuente.

Se ha de estimar el término:

[+ Dy

Aplicando la desigualdad triangular y el corolario 3.9, segin el cual Y, (b(w)) <
Cr - p(b(w)), Vn € IN, se tiene que

+D] 1) (9tw‘ S

// &gw‘ //Djlat‘VnelN

Para estudiar cada uno los términos que aparecen en el lado derecho de la desigual-

Cr

dad se utilizara la notacién siguiente

[1—0}7// 8,510 (§ IQ—// jlﬁtw

A continuacién se estudiaran por separado I e Is.
= Estudio de I;.

Aplicando la férmula de integracion por partes se obtiene que,

I =Cr / / ) 0w = Cr / [p(b(w)) - w](t, r)dr—
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~C [ o) w0, — i | [ atvtotwn w=
e ( / [p(b(w)) - w](t, r)dr — / [p(b(w)) - w](0, r)dr — / / Ohp- at<b<w>>w) .

Como por H2 se verifica que p(b(w)) - w < K[1 4+ S(w)], entonces

C’F/Q[p(b(w)) cw|(r,x) < C’FK/Q[l + S(w(r,z))], VT € (0,T).

Por tanto,
Cr ( / [p(b(uw)) - w](t, r)dr — / [p(b(w)) -w]<o,r>dr) <
< CrK / 2+ S(w(t)) + S(w)].

Por otro lado, existe una constante K; (depende de §) tal que

cr [ @bt v ween [ ([ |w-abp|2)1/2 (/ |atb<w>|2)1/2 <
< CFK(;/;/Q |w~(9bp|2+C'F(5/0t/Q|8t(b(w))|2.

Utilizando la hip6tesis sobre 9, p, dada en H2, es decir, |w - 9, p(b(w))|* = 672, se

obtiene que

t t
Cr // (85]) . 8tb(w)) cw < CpKs +06Ck // |8t b(w) 2
0/Q 0/Q

s Estudio de Is.

Integrando por partes y aplicando de modo oportuno las desigualdades de Holder y

/Ot/Q@t(Djl'w)—/ot/ﬂw'D;—l =
< [ IDrau®l+ [ 150yl +
o] |([ o) "(fo)”

(fstwn)” ([ Iprsf)

Young, se tiene que

j*l atw‘ =

<
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+ [ 1052 O)un(s) ds + [1/3V2) / t | s+ [ t PR

[1/(3\f)]/ +(3/5) /‘175/3

+/Q\Dj1(0)w0’+[1/(3\/5)]/0/93(@0)+(3/5)/0/Q|D;_1‘5/3.

Teniendo en cuenta (3.31), que permite acotar los términos relativos a S(w) mediante

la constante Cg1, la regularidad de los datos iniciales y la de las funciones D;_; y

/ . . oy
D;_,, se obtiene que existe una constante positiva Cq, tal que

j_1~8tw‘§Cd, VtE(O,T), Vn,j,TEW.

Como conclusién de las consideraciones anteriores, se tiene que existen constantes

K, vy Ks tales que

—f-DJ 1] 8tw S

gCF(K5+K1/[2+S( (1)) + S(wo)] +(5//|8t )+Cd,
Vn,j, reIN.

La consecuencia de las estimaciones previamente realizadas es la siguiente acotacion
2
=i0e) [ [ 1oub(a) + (/2 wle) — Pulb)l e + (1/2) [ o) <

<(1/2) [ ()l + O (m #E [ R SG0) 4 S0)]) + G (330
Q Q
Teniendo en consideracién la regularidad de S(w), obtenida a partir de (3.31), la
desigualdad (3.34), implica que 9; (b(w)) € L*(Qr), Vn, j, 7 € IN. En definitiva,
existe una constante Cgy tal que
/ / () + (/2 (t) = POl + (1/2) [ w0 < Crn, (339
cVte(0,T),Vn,jrelN.
Recuérdese que se esta empleando la notacion w := wy.,,;

Lema 3.7. Eziste una subsucesion de la sucesion {0y(b(wyj))}, que denotaremos
del mismo modo, que converge débilmente a 0,(b(wy;)), donde wy; es el limite débil
de {wyn;} en L*(0,T; HY(Q)) y ademds,

//&t (wn;)) // (Wny) wy)] - v, YveEM,

donde M :={n: ne L*0,T; H(Q)) nWL0,T; L>(Q)), v(T,-)=0}.
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Demostracién: Utilizando que w,,; es solucién del problema aproximante de pe-

nalizacion, se tiene que

/OT/Q 0 (b(wrng)) v = — /OT/Q[Z?(wmj) —b(wo)] - Ov, VreIN,YveM. (3.36)

Como la sucesion {0;(b(w,,;))} estd uniformemente acotada respecto de r en L*(Qr)
por (3.35), existe una subsucesién, que denotaremos igual, que converge débilmente
a una funcién . Puesto que \ es el limite débil de {9;(b(w,n;))} vy M C L*(Qr),

entonces: . .
lim // Oy (b(wyny)) - v = / / Av, VveM.
= Jo Ja 0JQ

Por otro lado, al ser wy; el limite débil de {w,,;} en L*(0,T; H'(Q)), se tiene que
Wi (t, ) — wyj, ¢V (t,x) € Qp y por tanto, {b(w,,;)} converge en casi todo punto

a b(wy,;), ya que b es una funcién continua.

Asi pues, para cada v € M fija se verifica que:

i [ [t st -0 == [ [060) = b))

Entonces, por unicidad de limite

/OT/Q)\.V:_/OT/Q[b(wnj)_b(wo)]'atV, Vve M,

es decir, A = 0, b(w,;) y por tanto, w,; verifica (3.22). B

Lema 3.8. En las hipdtesis del problema P, j, mencionadas en la definicién 5.18,

se verifican las hipdtesis siguientes:

(1. El operador — we, + rj(w — P(w)) es un operador m-acretivo;
2. La funcion bes continua, creciente y b(0) = 0,
3. Y,(t,z,b(w)) es una funcion de Caratheodory e

(H4) := Y,u(t, 2, b(w))| < Cplw|'?,

4. Y, (t, 2z, b(wy)) — Yo (t, 2, b(ws)) > — ¢k (b(wy) — b(ws)), donde ¢,

es la constante de Lipschitz de Y, respecto de b,

5. Dj—l S LOO((),T)

\
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Y por tanto, se tiene la siguiente desigualdad

T
16(10005) Ly < €57 {Hb(wo)HLP(m b [ e |Dj_1<s>|rm>ds} (33D

para 1 <p <oo yVr e IN. Como consecuencia de la estimacion (3.37) existe una

constante M, ;, tal que

||wrnj||Loo(QT) S Mn,j, V’f’ c W (338)

Demostracién: Véase [8] para obtener (3.37) a partir de H4. La acotacién (3.38)

se deduce de (3.37) sin mds que tomar p = oo y tener en cuenta la monotonia de b.

O

Teorema 3.7. Las soluciones w,,; estdn uniformemente acotadas respecto de r en

el espacio L>®(Qr). Es decir, existe una constante M, ;, tal que

lwingll Lo 0y < M, V1 € IN.

Demostracién: Es consecuencia inmediata del lema 3.8. .

Lema 3.9. Eriste una subsucesion de {w,n;}, que converge a una funcion w,;,
débilmente en L*(0,T; H*(Q)) y fuertemente en LP(Q7), para 1 < p < oo.

Demostracién: Es consecuencia inmediata del teorema de la convergencia domi-

nada de Lebesgue, del teorema 3.7 y del lema 3.9. a

Paso al limite en los problemas penalizados.

Lema 3.10. Eziste una subsucesion de {w,,;} que se denotard del mismo modo y

una funcion wy;, tal que:

" W — Wy, en L2(0,T5 HY(Q)),

" Wi — Wy, en LP(0,T;Q), Vp e [1,00),

Oy b(Wynj) — Oy b(wyy), en L*(Q7),

w S(wpnj) — S(wyj), en LP(Qr),Vpell,oo) y

Y, (t, 2, b(wem;)) — Yu(t,z,b(wy;)), en LP(Qr), Vp € [1,00).

Ademds, wy,; = Pw,;, ¢V (t,z) € Qr y por tanto, w,; € IK.
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Demostraciéon: Las convergencias se deducen las estimaciones a priori realizadas
para We,;, (3.31) y (3.35), de la propiedad 3.4, del corolario 3.9, de los lemas
3.6, 3.7, 3.8, 3.9 y de la aplicacién tanto de resultados de compacidad, como del
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Ademads, puesto que existe una

constante, C'gs, que no depende de r, tal que

(r/2) - sup essgocicry[Wens (1) = Py (1) 21 ) < Co

COMO Wypj — Wy, €Y (t,x) € Qp, y
1015 (6) = Pty (B2 < (2/7) Cipz — 0,

cuando r — 00, se tiene que w,; = Pw,;, ¢V (t,z) € Qp y por tanto, w,; € IK. B

Lema 3.11. Sea w,;, la funcion obtenida en el lema anterior. Entonces, existen

constantes positivas, Cg1 y Cga, tales que,

t
sup ess(0erery / S(uwns(8)) + / / ((1nj)a? < Car, (3.39)
Q 0JQ

/O/Q yatb(wnj)|2+(1/2)/Q|(wm)x\2(t) < Cpa Vi€ (0,T), ¥ jeNN.
(3.40)

Demostracién: Basta tener en cuenta el lema 3.10 y utilizar dichas convergen-
cias para tomar limite respecto de r en las estimaciones (3.31) y (3.35), donde las

constantes que alli aparecen, Cg; y Cge, no dependen de los pardmetros {r,n, j}.
O

Teorema 3.8. Eziste w,;, solucion del problema unilateral P, j(w).

Demostracién: A partir de los lemas 3.7, 3.10 y 3.11, se deduce de forma inmediata

que la funcién w,,;, obtenida en el lema 3.10, satisface que w,; € V,, y

/0 T/Q 0 b(wyy) - v + /0 ' /Q [b(wny) — b(two)] - By = 0,

Vve L*0,T; HY(Q) N W (0,T; L=(Q)) tal que v(T,-)=0
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/OT/Q O blwns ) + /0 T/Q (Wnj)ate >

- | / (Va(bw) + Dy )b, ¥ € L2(0,T5 HY().

O

Paso al limite en los problemas unilaterales aproximantes. FEn esta seccion
se obtendrd la existencia de una subsucesién de la sucesion de soluciones {w,, ;}
convergente a cierta funcién w;. Posteriormente, se demostrard que w; es solucién

del problema P(w;).

Para demostrar la convergencia de una subsucesion de la sucesién {w, ; }, se aplicard una
versién del teorema de Ascoli-Arzeld (véase [110]), que enunciamos a continuacién

con el objeto de facilitar la comprension de la demostracién.

Teorema de Ascoli-Arzeld: Un subconjunto K de C([a,b]; X) es relativamente

secuencialmente compacto si y solo si:
K es débilmente equicontinuo en |a,b), (3.41)
y existe un subconjunto denso en [a,b], tal que para cada t € D, el conjunto

K(t):={f(t); f € K}, es déblimente relativamente compacto en ~ X. (3.42)

En nuestro caso, se tiene que el intervalo considerado sera [0,7], X = L'(Q) y
K := {b(wy;)}. En los lemas siguientes, se presentardn las hipétesis que van a ser
utilizadas para poder aplicar la versién del teorema de Ascoli-Arzela que acabamos

de presentar.

Lema 3.12. FEuxiste una constante Cy, tal que
1Yo (t, s b(wn (8, )l pe(@) < Cy, eVt € (0,T),Vn, j € IN. (3.43)
Demostracién: Sea {w,;} la sucesién de soluciones asociadas a los problemas
P, j(w). De los lemas 3.1 y 3.5 se deduce que existe una constante W, tal que
(gt D@y < W), Yt € [0,T], ¥n, j € IN. (3.44)

Puesto que Y, (b(w)) = Fj_1 - po(b(w)), donde p,, es la aproximaciéon Yosida de p
respecto de b, e Y,,(b(w)) < Fj_1 - p(b(w)), Vn € IN, teniendo en cuenta los lemas
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3.1y 3.5, y la estimacién (3.44), se puede deducir que existe una constante positiva

Cy, tal que:

1You(t, -, b(wn;(t, )| o) < V2CEWY2 = Oy, eVt € (0,T), Vn, j € IN.

U

Observacién 3.19. Se recuerda que wyi(t) y F;_1(t), t € [0,T], denotan, re-
spectivamente las funciones wy,;(t) : Q@ — R y F;_1(t) : Q@ — IR, tales que,
Wi (1)(2) = wy(t, @) y Fj-1(t)(x) = Fj-a(t, @)

Lema 3.13. La familia {b(w,;)} es equicontinua en el siguiente sentido:

1 1 .
6000 = s Oy < M () ¥e€ 0.7 i € B,

para cierta constante positiva M que depende de las constantes W y Cy .

Demostracién: En efecto, puesto que —w,, + 3(w — ®) es un operador m-acretivo,
y b(wy,;(0)) = b(wy), V n € IN, se verifica la desigualdad (véase [110]),

1w (£)) = b(wnng () 710y <
2/0 (b(wn;(5)) = b(wnm;(5)), Ej—1(5)[Pn(b(wnj())) = pm(b(wim;(5)))]) 4 ds <
< 2/0 (Jn(b(wn;(5))) = Jin (b(wi;(5))), Fj—1(8)[Pn(b(wn;i () = pim (b(wim;(5)))]) . ds+

+2 /0 (%pn(b(wnj)) - %pm(bwm)),ﬂ_l[ n (0(wn;)) —pm(b<wmj))]) ds <

+

<M (% + %) (3.45)

donde (-, -); denota el producto superior semi-interior dado en la definicién 3.11,
respecto de la norma usual del espacio L' (2). En la desigualdad (3.45) se ha utilizado
que p,(b) = n(I — J,,)(b) y por tanto, I = (1/n)p, + J,. Utilizando (3.44), (3.43)
y el hecho de que la resolvente es una contraccion (véase [20]), se tiene, que existe
una constante positiva M, tal que,

1 1

|Wwﬁ»—w%wm&®SM(g+E) vte[0,7] y VnelN.

O



118 Capitulo 3. Modelo multivoco. Anélisis matematico.

Teorema 3.9. Teorema de convergencia. Fxiste una subsucesion de la sucesion
de soluciones {w,;}, que serd denotada del mismo modo, y existe una funcion w;,
tal que w,; — w; fuerte en la topologia de C([0,T]; L' (£2)).

Demostracion: Los lemas 3.12 y 3.13 permiten aplicar la versién considerada del
teorema de Ascoli-Arzeld (véase [110]) a una sucesion de {b(w,;)}. En efecto, del
lema 3.12 y de la aplicacién del teorema de la convergencia dominada, se obtiene
que Vt € [0,T], existe una subsucesion de {b(w,;(t))} que converge en la topologia
fuerte de L'(€2) y por tanto, se verifica (3.42). Por otro lado, resulta claro que el
lema 3.13 implica (3.41). Entonces, la tesis del teorema de Ascoli Arzeld asegura
la existencia de una subsucesién de {b(w,;)}, que serd denotada de igual manera, y

una funcién b, tal que lim,,_, b(w,;) = b, fuerte en la topologia de C'([0, T|; L*(£2)).

Puesto que las normas {|[wn;[ ;) } estdn uniformemente acotadas en n € IV (véase
el lema 3.5) y b es estrictamente mondtona, se obtiene el resultado buscado, es decir,

existe una funciéon w; tal que

lim w,; = b~ (b) = w;.

n—o0o

U

Resultado de existencia para el problema desacoplado asociado al flujo

de agua.

En esta seccién se comprobard que la funcién w; obtenida en la seccién anterior

verifica la definicién de solucién del problema P(w;) dada en la definicién 3.10.

Se recuerda, que al no depender las cotas establecidas en las estimaciones (3.39) y

(3.40), ni de r, ni de n, se tiene que:

Lema 3.14. La sucesion de funciones {wy;}, considerada en el teorema 3.9, ver-

ifica las siguientes propiedades:

» {llwnjll 201110} €5td uniformemente acotada respecto de n,
= {[0r b(wnj)| 120, } estd uniformemente acotada respecto de n,

w wy,(t) € K, ¢Vte(0,T),VnelN.

Demostracion: Es consecuencia de las estimaciones dadas en el lema 3.11. -

Lema 3.15. Euxiste una subsucesion de la sucesion considerada en el teorema

3.9, que se denotard de igual modo, {wy;}, que converge fuerte en la topologia de
C([0,T]; LY () y débil en la de L*(0,T; H'(Q)), a una funcién w;. Ademds,
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» w,; — wj, fuerte en LP(Qr), 1 <p < oo,

b(wy;) — b(w;), fuerte en LP(Qy), 1 < p < oo,

O b(wy;) — 0y b(w;), débil en L*(Qr),

 Valb(wag)) = Fyapu(b(wny)) — Frap(blwy)). fuerte en L(Q), 1< p < oo,

w;(t) € IK, ¢V te|0,T].

Demostracién: Basta tener en cuenta los lemas 3.5, 3.12 y 3.15 y aplicar resul-

tados bien conocidos de compacidad (véase por ejemplo [20]). 0

Lema 3.16. Sea w; la funcion obtenida en el lema 5.15. Entonces, ewisten dos

constantes positivas, Cg1 y Cga, tales que,

T
sup essqoeiery | Stwi(®) + [ [ 1wl < o (3.16)
Q 0JQ

/Ot/ﬂ 10, b(w;) > + (1/2) /Q |(w)e]?(t) < Cra, ¢Vt € (0,T), cVjeIN. (3.47)

Demostracién: Basta tener en cuenta las convergencias dadas en el lema 3.15 y
tomar limite respecto de n, en las estimaciones (3.39) y (3.40), donde, se recuerda,
que las constantes que alli aparecen, Cg; v Cga, no dependen de los parametros

n, j € IN. O

Teorema 3.10. Existencia de solucién para el problema P(w;). Existe (al

menos) una solucion w; del problema P(wyj).

Demostracion: Como consecuencia del lema 3.15 se tiene que, por un lado, la
funcién w; verifica que w; € V,, y por otro, permite asegurar (razonando de manera
andloga a como se hizo en la demostracién del lema 3.7), que es posible tomar el

limite n — oo en

/OT/Q(% b(wn;) - v + /OT/Q[b(wnj) — bwp)] - B = 0,

Vv e L0,T; H{(Q) nWhH0,T; L>=(Q)), tales que v(T,-) =0,
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/OT/Q Oy b(wnj)(n — wn;) + /OT/Q(’wnj)x(n —wy)e >

> / / (Valts 2, b(wny)) + Dyr)(n — wny), ¥ € L3(0,T; ),

para obtener que

/OT/Qat b(w;)v + /OT/Q(b(wj) — b)) = 0,

Vv e L*0,T; H (Q) N Wh0,T; L=(Q)), tales que v(T,-) =0,

/OT/Q 9 blw;)(n = wy) + /OT/Q(wj)x(n —wy), >

> [ [ b0t 4 Do), e 20T ),

y por tanto deducir que w; es solucién de P(w;) en el sentido de la definicién 3.10.

O

Corolario 3.10. Las funciones {w;} estdn uniformemente acotadas, respecto de
j € IN, en las normas de los espacios funcionales que intervienen en la definicion

del espacio V.

Demostracion: En efecto, para obtener este resultado, basta recordar la definicion
3.5, donde se define el espacio V,, y tener en cuenta las acotaciones uniformes en j

que proporcionan el lema 3.16 y el corolario 3.6. 0

Corolario 3.11. La funcidn coeficiente A;(t, z) = (2w;(t,z))Y? verifica las hipdtesis
H2, con acotacion uniforme en j € IN de las normas en los espacios que alli se citan.

Existe una subsucesion de {A;}, que serd denotada del mismo modo, tal que
A; = (2w)? = A= (2w)"?,  fuerte en LP(Qr), 1<p< oo (3.48)

En particular, se tiene que A > (20)Y/2 >0, ¢V (¢, ) € Q.
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Demostracién: El resultado es consecuencia directa del hecho de que w; € V,, y
de que w; € C([0,T]; L*(2)), ya que basta aplicar a la funcién w;, el mismo tipo de
argumento empleado en la demostracién del lema 3.1. La acotacion uniforme de las
normas de las funciones {A;} se deduce de las acotaciones uniformes de las funciones
{w;} en el espacio C([0, T]; L*(2)) y del corolario 3.8. Nétese, que dichas funciones
estan uniformemente acotadas en las normas de los espacios funcionales que aparecen
en la definicién del espacio V,, (véase [74]). La positividad de A se deduce del hecho
de que, en particular, se tiene (3.48) y por tanto, como w; > ® > 0, ¢V (¢,x) € Q,

ya que w; € V,,, entonces A > (20)Y/2 > 0, ¢V (t,x) € Q. 0

Unicidad de solucion.

En esta seccion ofreceremos un resultado de comparacion para una determinada
clase de problemas de obstaculo. De dicho resultado, deduciremos la unicidad de
soluciones para el problema P(w;). Hacemos notar, que la unicidad de soluciones
para el problema P(w;), no garantiza la unicidad de soluciones para el problema
limite, y por tanto, para el sistema multivoco (S). El estudio de la unicidad de
soluciones del modelo multivoco es un problema de gran dificultad que sera tratado

en investigaciones futuras.

Para la formulacion del resultado de comparacion de soluciones aplicable a un deter-
minado tipo de problemas de obstaculo, en cuya generalidad entra el problema que
nos ocupa, es decir, P(w;), utilizaremos una definicién de soluciones débiles para
dichos problemas, que es equivalente® a la considerada en la definicién 3.10 para

la caracterizacién de las soluciones débiles del problema P(w;).

Comenzaremos pues, presentando los problemas de obstaculo para los cuales vamos
a establecer el resultado de comparacién de soluciones y estableciendo la definicion

de soluciones débiles para dichos problemas.

Definicién 3.20. Dada las funcion ug,; verificando las hipdtesis relativas al dato
nictal mencionadas en H1, dadas las funciones D; y F wverificando las hipdtesis
de reqularidad dadas en H2 (se entiende que D; wverifica las relativas a la funcion
denotada en H2 de igual modo, andlogamente F'), dadas las funciones b y p(b)
segin la definicién 3.6, dado el grafo mdzimal mondtono (3, definido en (3.3) y

el obsticulo ® (constante positiva, véase la observacién 3.6), se considera en el

3La equivalencia entre ambas definiciones puede verse en [19] y en [98].
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dominio Qr, el problema de obstdculo P;,

) b(w;) — ()ee + B(u; — ®) — F - p(b(u;)) > Dy, en Qr,

(P) == u;(0,2) = ug,(z), x €,

L aw ’U/,L(t,0> = 833 Uz(t, L) = O, t e (O,T)

Se dird que u; es una solucion débil del problema P;, siu; € L*(0,T; 1K) N L>(N),
donde IK es el conjunto convexo dado en la definicién 3.4, 9;b(u;) € L*(Qr), y
existe una funcién U; € LY(Q7), con Ti(t,x) € B(u;(t,x) — @), ¢V (t,z) € Qp, de

modo que

/OT/Q& b(u;) v + /OT /Q[b(ui) — b(ug,)] Oy v =0,

Vv e L*0,T; H (Q) N W0, T; L®(2)), tales que v(T,-)=0,

/ / (@ + T o = / / (et + / / (Fu)) + D)
Vn € L*(0,T; H(Q)) N L>(Q).

A continuacién, enunciamos el resultado de comparacion al que haciamos referencia.
Tanto en la tesis de dicho resultado, como a lo largo de la demostracién del mismo,
se utilizara la notacién mencionada en la observacién 3.16. Para denotar la parte

positiva de una funcién arbitraria f, emplearemos la notacién siguiente, [f]
decir, [f], := max {0, f}.

4y €8

Teorema 3.11. Sean uy y us, soluciones de los problemas de obstaculo P;, 1 = 1,2,
dados por la definicién 3.20 y asociados, respectivamente, a los datos iniciales ug;,

t=1,2 y a las funciones D;, i = 1,2, del término fuente. Entonces, se verifica que

/Q () (£) — blus) ()], i <

t
< et < / [b(uo.) — b(uo,)], dx + / eC*SHDl—Dsz)ds), eVt € (0,7).
QO 0
(3.49)
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Demostracién: Sea u; una solucién de (FP;), i = 1,2, en el sentido dado por la
definicién 3.20, entonces, existen dos funciones I';(¢, x) € [(u;(t, ) —P), cV (t,x) €
Qr, i =1,2, de modo que

0ib(u;) — (W) gw + T — F - p(b(w;)) = Dy, cV(t,x) € Q, i=1,2. (3.50)

Restando las identidades (en el sentido débil considerado en la definicién 3.20)

dadas por (3.50) para i = 1,2, se tiene que,
Oib(uy) — Opb(uz) + 't = T'o — (U1) e + (U2)2e =

= F[p(b(u1)) — p(b(ug))] + D1 — Do, cV(t,z) € Q. (3.51)

Puesto que ui(t,x) > ® y us(t,z) > @, ¢V (t,z) € Qp, por ser soluciones, respecti-

vamente, de (P;) y (%), existe una constante positiva C, tal que

[p(b(u1)) = p(b(u2))| < Cplblur) — blus)],

va que p(b(z)) = (b(2))"* = (22)/2, es localmente Lipschitz en (0, 00), y por tanto

Lipschitz en cualquier intervalo compacto contenido en (0, 00).

Sea la funcién sigq , definida por

) 0, s <0,

Para cada n € IN, definimos T,,, aproximacién de la funcién sigg (s), por

”

0, s <0,
n2s? 1
0<s<—
2 5= n’
Tnls) = n?s? 1 2
2ns — -1, —<s< —,
2 n n
2
1, s> —
\ n

Es facil ver que,

0<T,)(s)<n, lim sT,/'(s)=0, |T,(s) <1,

n—oo

lim T,,(s) = sigg (s) y lm sT,(s) = [s]T.
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Sea z = b(u1) — b(uz). Puesto que, en particular, uy, uy € L*(0,T; H(2)) N L*>°(Q),
por ser soluciones de respectivamente, de P; y P, y que T, es continua, se tiene que
T, (w1 — uz) € L*(0,T; HY(Q)) N L>=(9Q).

Multiplicando la ecuacién (3.51) por la funcién 7),(u; —usg) e integrando en (0, ¢) x €2,

se obtiene la identidad siguiente:

_ /Ot/Q T (uy — ug)zpdxds = — /Ot/ﬂ(l“l —T9) T (ug — ug)dads+
+/Ot/ﬂ[(m)x—(uQ)x]an(ul—uQ)dxds—/otAF.[p(b(ul))_p(b(men(ul_uQ)dmdS_

_ /0 t /Q (Dy — D) T (uy — ug)dads. (3.52)

A continuacidn, se estudiardn los términos integrales que aparecen en (3.52) y se

tomara limite respecto de n en las estimaciones obtenidas a partir de (3.52).

Comenzamos estudiando el término integral asociado al flujo:

/ot/g —[(u1)e = (U2)aleTu(ur — ug)duds.

Lema 3.17. Bajo las hipdtesis mencionadas anteriormente, se verifica que

0

= [t el = s = [ [ 50 =) ). = (o) e > 0.

cVt e (0,7).

Demostracion: Se deduce de la monotonia de las funciones aproximantes 7),, de

la aplicacién de la formula de integracién por partes al término

— [ [0 = (a2 = s

y del hecho de que en los problemas P;, i = 1,2, se considera una condicién de

contorno de tipo Neumann homogénea. -

t
El segundo término que estimamos es: — / / T, (uq — ug)zdxds.
0/Q

Lema 3.18. En las hipotesis mencionadas anteriormente, se verifica que

lim /0 t /Q T (s — 1)y (bluy) — bluo))drds —

n—oo

_ /Q bwr) — blus)], (£)d — / (buo) — b(uoz)], de, eVt € (0,T).

Q
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Demostraciéon: Como 9 b(uy) y 9y b(uz) € L*(Q7) entonces z; € L*(27). Ademas,
se verifica que T}, (u; —ug) € L*(0,T; H'(Q)) y T, (u1 — ug) € L*(Q7). Por otro lado,

dada la monotonia de la funcién b, se tiene que

lim T, (u; — ug) = sigy (ug — ug) = sigy (b(uy) — b(uz)), cV (t,x) € Q.

n—oo

De las consideraciones anteriores, se deduce que

t
lim // T (uy — ug)zpdxds =

¢ ¢
= // sigy (uy — ug)zidrds = // sigy (2)zdxds, cVte (0,T).
0Ja 0Jo

Por otro lado, se tiene que

/O t/ﬂ T, (2)zdeds = /Q T (1)) (1)

—/QTn(z(O))Z(O)dx—/Ot/Q 2T, (2)zdxds, ¢Vt e (0,T),

entonces, tomando limite,
t
lim // T (2)zdxds =

= / sigy (2(1))z(t) —/siga“(z(O))z(O)dmds, cVt e (0,7),
Q

Q
es decir,
nll_{go /O/Q To(uy — u2)0; (b(uy) — b(usg))dxds =
= /Q [b(u1) — b(ug)] (t)dx — /Q [b(uo1) — b(uo2)], dx, cVte(0,T).
O

A continuacion, estimamos el término

/Ot /Q<F1 — ') T (uy — up)dads.

Lema 3.19. Bajo las hipotesis consideradas en el teorema que nos ocupa, se tiene

que

t
// () — )Tty — wp)dads > 0, et € (0,7).
0/Q
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Demostracién: Es consecuencia de que 3 es un grafo maximal monétono (véase

(3.3)) y I'i(t,x) € B(ui(t,z) — @), ¢V (t,z) € Qp, i =1,2. -~

De los lemas e hipdtesis anteriormente citadas, se deduce la desigualdad siguiente:

[ bt = b 0o < [ fluon) = b di+

Q

+ /Ot/Q (F - [p(b(u1)) — p(b(u2))] + D1 — D3) sigg (uy — ug)dazds, ¢Vt e (0,T).
(3.53)

Sea C* tal que,
F - [p(b(ur)) = p(bluz))] < €7 (b(ur) — b(uz)) -
Observacioén 3.20. Puede elegirse como valor de C*, C* = ||F'[| o, Cp-
Sean vy (t,z) = e~ "th(uy(t, ) v volt,z) = e~ "th(uy(t, 2)). Entonces, debido a la
monotonia de b, se verifica que siggd (u; — uy) = sigy (vi — v2). Ademds,
Oy v; = —C*v; + e 0, b(w;) € LX), cVte (0,7),

identidad que debe ser entendida en un sentido débil. Considerando la expresion

anterior para ¢ = 1,2, y restando ambas, se obtiene
Oy (v — vg) = —C*(vy — vg) + e 9710, (b(uy) — b(us)). (3.54)

Multiplicando (3.54) por la funcién T),(v; — v,), operando de modo anélogo al real-

izado anteriormente se obtiene que

/[vl(w—w( 1 dx</g[v()1—v02] dx—C*// [or — v, dads+

// — p(b(uy))) + Dy — Dy] e #sigd (uy — ug)dads,
cVt e (0,T). Teniendo en cuenta que,
F - [p(b(ur)) = p(b(uz))le™ sigg (vr — va) <

< C* [b(uy) — b(us)] e_c*ssigar(vl —vy) = C*[vg — v2]+, cVse(0,7),

resulta la siguiente desigualdad

/Q on(t) — s(0)], da < /Q (w01 — v02],, dz — C” /0 t /Q oy — v, dads+
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t t
+C*// [v1 —v2]+dxds+//ec*s|D1_D2|dde’ eVt e (0,7).
0JQ 0JQ

Sustituyendo los valores de v; y vy en la desigualdad anterior, se tiene que

[b(uo,1) — b(uo,z)]+dx+/0t/9 o C*s

cVt e (0,T), de donde se deduce que,

[ 00) = ) e < ([ pluns) —dtuna) o+ [ [

cVt e (0,T), y por tanto, se obtiene (3.49), es decir,

e bt~ s )i < [ Dy — Dyl dads,

Q

D1 — D2| dedS) s

/Q (b (£) — bua) (8)], dx <

t

< BC*t (/ [b(u(),l) . b(u072)]+dx +/ e—C"sHl)1 . D2||L1(Q)ds) , cVt e (O,T),
Q 0

que era el resultado buscado. 0

Corolario 3.12. Sean uy y us, soluciones de los problemas Py y P», respectivamente.
Supongamos que ugy < upo, cVx €, y que D1 = Doy, entonces u; < us, ¢V (t,z) €
Q.

Demostracién: Se deduce de modo inmediato a partir de (3.49). 0

Corolario 3.13. Resultado de unicidad de solucién para el problema P(w;).

Sean wy y wa, soluciones del problema P(w;) para los mismos datos, entonces

wi(t,x) =we(t,x), cV(t,x) € Qr.

Demostracién: Se deduce de (3.49), sin més que tener en cuenta que el problema
P(w,) satisface la generalidad considerada en la definicién de los problemas P;, y
que por tanto, se le puede aplicar el resultado de comparacion dado por el teorema
3.11. Tomando en dicho resultado, w; = wu;, we = ug, up1 = up2 y D1 = Dy, se

obtiene que wi(t,x) = wy(t, x), cV (t,z) € Q. 0

3.3. Convergencia del esquema iterativo.

Tras demostrar la existencia de soluciones de los problemas desacoplados, se pro-
cedera a la obtencién del resultado principal de este capitulo, es decir, el teorema

de existencia de soluciones débiles acotadas del modelo multivoco (seccién 3.3.1).



128 Capitulo 3. Modelo multivoco. Anélisis matematico.

Teorema 3.12. Eriste una unica terna (w;, hj, &;) solucion débil del sistema S,

(

w; > P, en Qr,
Oy b(w;) — (W) )ex — Fj—1 p(b(w;)) — Dj1 =0, en Sy,
[0 b(w;) = (wj)ew — Fj—1p(b(w;)) — Dj)] (w = @) =0, en O,
1R
B, = —MYERp DR ( /Q Aj(t,a:)da:) , en Qr,
(53 =1 a6, = B,(1)4,(t,2), en Q.
0y w;i(t,0) = 0, w;(t, L) =0, t e (0,7),
w;(0,z) = wo(z), x € €,
h;(0,2) = ho, zeQ,
[ &(0,2) = &, x € €.

Demostracion: Es consecuencia directa de los teoremas 3.1, 3.3, 3.10 y del

corolario 3.13. -

Corolario 3.14. Eziste una subsucesion de {h;}, denotada de igual modo, que con-

verge fuerte en la topologia de C([0,T]) a una funcion h.

Demostracion: La existencia de la funcion h, tal que h; — h en la topologia de
C(]0,TY), se deduce del corolario 3.1.

Corolario 3.15. La funcidn h, mencionada en el corolario 3.14, limite de {h;},

satisface que h € Vy, y viene dada por la identidad:
R/(2R+1)

h(t) = |hEFE 1R + 1)/R]M1/R/Ot (/Q A(r, x)d:v) o dr] , (3.55)

V't e [0,T]. Ademds, verifica las mismas propiedades de monotonia y positividad

mencionadas en el teorema 3.1, para las funciones h;.

Demostracion: Es consecuencia de la eleccion de las constantes y del valor inicial
(véase la observacién 3.7), asi como de los corolarios 3.8, 3.11, pues de ellos se
deduce que A > (20)Y/2 > 0 y que
lim [ Aj(r,z)dz = / A(r,z)dz, cVre (0,7).
Q

Jj—00 Q
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Por tanto, ¢Vt € (0,7),

. _1r R/CRTD)
lm hy(t) = lm |AEFE (2R + 1)/ R)MYVE / ( / A(r, x)d:z:) dr
0 Q

J—00 Jj—00

(3.56)
Del corolario 3.14 (nétese, que se tiene que h € C([0,7])) y de (3.56), por la
propiedad de unicidad del limite se obtiene la expresién (3.55). De (3.55), se deduce
que h > my, > 0,Vt € [0,T]. A partir de los corolarios 3.8, 3.11 y del lema 3.2, se
obtiene que h;» — K’ fuerte en LP(0,7T), 1 < p < o0, que

~1/R
h = —MYEp~(BHD/R (/A(r, x)d:c) :
0
B eL®yqueh <0,cVte(0,T).

U
Corolario 3.16. Las sucesiones* {A;}, {B;}, {D;} y {E;}, verifican los siguientes

resultados de convergencia:

= a) Bj— B=(hlh|)E*,  fuerte en LP(0,T),1<p < oo,
b)) E;— E= (W) fuerte en LP(0,T),1<p < oo,
mc¢c) Dj—D=vy—-46/h, fuerteen C([0,T),

" d) D; — D', fuerte en LP(0,T), 1< p < oo,

= ¢) AE; — AE, fuerte en L*(Qr).
Ademds B, E y D satisfacen las hipdtesis mencionadas en H2.

Demostracién: Las convergencias citadas en a) — ¢e), se deducen a partir de los
corolarios 3.1, 3.2, 3.3, del teorema 3.4 y de la aplicacién del teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue. En el caso concreto del producto A;E;, ha de
tenerse en cuenta que, por el corolario 3.8, A; converge fuerte en L?(Qr) a A y por
el corolario 3.2, F; converge fuerte en L?(Qr) a E. Y por tanto, el producto A;F;
converge fuerte en L?(Qr). El hecho de que B, E y D satisfagan las hip6tesis H2
se debe a los corolarios 3.2, 3.3 (en los cuales se obtienen acotaciones uniformes
en j € IN de la norma de las funciones B;, E;, D; y D;- en el espacio L>(0,7)), a
las convergencias fuertes a) — e), y al corolario 3.15, en el que se dice que h es una

funcion positiva y decreciente. u

4En realidad, se trata de subsucesiones de las primitivas, lo que ocurre que se denotan del mismo

modo para no complicar la notacién.
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Corolario 3.17. Existe una subsucesion de {&;}, que denotaremos del mismo modo,
tal que {&;} converge fuerte a una funcion &, en el espacio C([0,T]; LP(R2)), para

1 <p < oo. La funcion § pertenece al espacio Ve y viene dada por
t
E(t,x) =& +/ A(z,s)E(s)ds, ¢V te(0,T),cVxel, (3.57)
0

donde A y E son las funciones obtenidas en el corolario 3.16. Ademds, £ es una

funcion positiva y creciente respecto de t.

Demostraciéon: De los corolarios 3.2, 3.8 y 3.16 se deduce que:
t

jh'm &i(t,z) =& +/ A(z,s)E(s)ds, cYte(0,T),cVxell

o0 0
Por el teorema 3.3, se verifica que &; € L*>((0,7); W1(2)), su derivada temporal,
0,&; satisface que 9,§; € L>=((0,7); L'(Q2)) (en realidad se tiene que 9,§; € L>(Qr),
pero para demostrar el resultado es suficiente la regularidad considerada) y las acota-
ciones de tales funciones en dichos espacios son uniformes en j € IV, por serlo las de
las funciones A; y E;, como se deduce en los corolarios 3.8, 3.11 y 3.2. La acotacién
uniforme de & y 0,§;, en los espacios mencionados, permite asegurar, como conse-
cuencia de la aplicacién de un resultado de compacidad debido a Simon (véase [102]),
que existe una subsucesion de {¢;}, que sera denotada del mismo modo, que converge
fuerte a una funcién £ en el espacio C([0,T]; LP(Q2)), para 1 < p < oo (ndtese, que
Wh1(Q) tiene inclusién compacta en LP(2) para 1 < p < oo, que LP(2) C LY(Q) y
que ademds, la regularidad en tiempo, tanto de &;, como de 0,§; (en los respectivos

espacios funcionales en ), es L™).
Asi pues, por la propiedad de unicidad del limite, se tiene que £ verifica (3.57), es
decir,

E(t,z) =& + /OtA(x, s)E(s)ds, c¢Vte (0,T),cVaxe

A partir de la regularidad de las funciones A y E (véanse los corolarios 3.11 y 3.16)
se deduce, de modo inmediato que § € V; y las propiedades de monotonia y signo

de & (positividad y crecimiento respecto de t). 8

Corolario 3.18. Eziste una subsucesion de {C;}, que denotaremos igual, tal que
C; — C = (bW B2 fuerte en LP(Qr), 1 < p < oo,

y por tanto, C, satisface las hipdtesis mencionadas en H2. Ademds,

F;=B;—C; - F=B-C, fuerteen L’(Qr),1<p<oo.

En particular, F; — F, fuerte en L*(Qr) y F satisface las hipdtesis mencionadas en
H2.
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Demostracion: Es consecuencia de los corolarios 3.4, 3.14, 3.15 y 3.17. 0

Lema 3.20. Existe una subsucesion de {w;}, que se denotard igual, tal que,
= a) wj—w, en L*0,T;HY(Q)),
= b)) Oblwy) = Ob(w), en L*Qr),
") w;—w, cV(tx)eQp,
w d) w(t)e K, cVtel0,T],
= ¢) p(b(w;)) = pb(w), en L*Q),

f) o Fyopb(wy)) = F-pb(w)), en  L*(Qr).

FExisten unas constantes positivas, Cg1 y Cga, tales que,

T
sup ess{0<t<T}/S(w(t))+// lw,|* < Cpy Yy (3.58)
Q 0Jo

/0 / 19, b(w) [+ (1/2) / wa2() < Coay eV LE(O,T).  (3.59)

Ademas,
we Vi, ={n:neLl0,T;K)NL>Qr), dib(n) € L*(Qr)}.

Demostracién: Del lema 3.16, se deduce (puesto que en las estimaciones a priori,

(3.46) y (3.40), las cotas no dependen de j) que

= {llwjll p2(0 7511 ()} €std uniformemente acotada respecto de j,
= {[0:b(w;)]| 20, } estéd uniformemente acotada respecto de j,

» wi(t) € K, cVtel0,T],VjeN.

Por tanto, existe una subsucesion de {w;}, que se denotard igual, tal que,
w;—w en L0, T;HY(Q) v 0;bw;) — dbw) en L*(Qr).

Por otro lado, por el corolario 3.6 se tiene que la sucesion {[|w;|| g, } estd uni-
formemente acotada por la constante W. Las convergencias mencionadas en a)—d)

se obtienen como consecuencia de las consideraciones anteriores. Las estimaciones
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(3.58) y (3.59) se obtienen tras tomar el limite respecto de j en las estimaciones de la
energia citadas en el lema 3.16. Notese, que basta tener en cuenta las convergencias

a)—d) y la definicién de la funcién S (véase la definicién 3.6).

De las consideraciones anteriores, se obtiene, de modo inmediato, que

w e Vy ={n:neL*0,T;IK)NL>Qyz), 9,b(n) € L*(Qr).}.

Respecto a la convergencia afirmada en e), recuérdese que p(b(r)) = (27)/? (véase
la definicién 3.6) y que por tanto, resulta evidente que si se tiene la convergencia
a) entonces se tiene e). Para obtener la convergencia dada en f), basta recordar que
F; — F en L*(Qr) por el corolario 3.18 y la convergencia dada por e), ya que asi,
el producto F; - p(b(w;)) convergerd a F - p(b(w)) en L?(Q7), que era el resultado

buscado.

O

Lema 3.21. La funcion w obtenida en el lema 3.20 verifica:

T
//&b V+// ) — b(wy)] - Oy =0, (3.60)
0Jo

Vv e L*0,T; H (Q) N W0, T; L=()), tal que v(T,-) =0,

[fetn-sre [ fiv-s | s

Vne L*0,T; IK).

Demostracion: De los resultados y convergencias citados en los corolarios 3.16,
3.18 y el lema 3.20 y razonando de modo analogo a como se hizo en la demostracion
del lema 3.7, en lo que se refiere a la verificacién de la identidad (3.60), se tiene que

al tomar el limite n — oo en

/OT/Q O b(w;) - v + /OT/Q[b(wj) — b(wp)] - B = 0,

Vv e L20,T; H{(Q)nWhH0,T; L>=(Q)), tal que v(T,-) =0,
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//&w]nwj //wg (N—w;)z //;117 (w;))+Dj1](n—w;),

Vn e L*0,T; IK),

resultan las identidades buscadas, es decir,

1.
T
//&b 1/+// ) — b(wy)] - O = 0,
0Je
Vv e L*0,T; H (Q) n W0, T; L*(Q)), tal que v(T,-) =0,
//8t )(n —w) //wmnw //Fp )) + D](n — w),
Vne L*0,T; IK).
O

Corolario 3.19. La funcion coeficiente A satisface las hipdtesis mencionadas en

H2.

Demostracion: Es consecuencia directa del corolario 3.11 y del lema 3.20.

O

3.3.1. Existencia de soluciones débiles acotadas.

Teorema 3.13. Existencia de (al menos) una solucién para el sistema (5).
La terna de funciones (w,h,§), obtenida de los corolarios 3.15, 3.16 y los lemas
3.20 y 3.21, verifica las condiciones de solucion débil de (S), dada en la definicién
3.7.

Demostracién: El hecho de que la terna (w, h,§), verifique la definicién 3.7, es
consecuencia directa de los corolarios 3.15, 3.16, 3.17 y de los lemas 3.20 y 3.21.
Por tanto, dicha terna es solucién débil de (.5), en el sentido dado por la definicién

3.7. 0
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3.3.2. Regularidad de las magnitudes fisicas.

Lema 3.22. Sea (w, h, £) € V, una terna solucion del sistema (S), entonces las
funciones coeficientes A, B, C, D, E y F, definidas en funcion de w, h y &, dadas
en la definicidn 3.6, verifican las hipdtesis de reqularidad, signo y monotonia men-

cionadas en H2.

Demostraciéon: Es consecuencia de los corolarios 3.16, 3.18 y 3.19. 0

Lema 3.23. Sea (w, h, §) € V, una terna solucién del sistema (S), entonces:

1) El flujo de agua, Q@ + Q = (2w)*?3 (donde Q representa la pequeria
cantidad de agua debida a la cizalla), es una variable no negativa y aco-
tada que es continua respecto de la coordenada longitudinal t, pero que
puede presentar discontinuidades respecto de la coordenada transversal

x.

2) El espesor de hielo, h, es una funcion continua, positiva, decreciente

y solo depende de la variable longitudinal, t. Su pendiente es acotada.

3) La variable &, velocidad acumulada, es una funcion continua, positiva

y monotona creciente respecto de la coordenada longitudinal t.

4) La cizalla (esfuerzos viscosos) representada por la variable 7 = h|h|

es una funcion que solo depende de la variable t, es positiva y acotada.

5) La parte del término de balance de calor que sdlo depende de la co-
ordenada longitudinal, t, y que engloba al flujo de calor geotérmico y al
enfriamiento conductivo, estd representado por la funcion D y por tan-
to, es continuo y decreciente. Su signo dependerd de los valores de los

pardmetros v, § y de la condicion inicial hy.

6) La parte del término de balance de calor, que depende de ambas coor-
denadas, la longitudinal, t, y la transversal, x, y que engloba al calor de
friccion (disipacion viscosa), dado por Tu = B p(b(w)) y al enfriamiento
convectivo, dado por —ué~Y? = —C p(b(w)), es un término acotado y

sin signo predefinido.

Demostracion: Los resultados anteriores se deducen de las definiciones 3.5, 3.6

y de las hipétesis H1 y H2. 0



Capitulo 4

Analisis numeérico del modelo

multivoco.

Una vez demostrada en el capitulo anterior la existencia de solucién para el sis-
tema (5), dada por una terna de funciones (w, h,£) y obtenida su regularidad, se

procederd a la resolucion numérica de dicho sistema.

Los resultados obtenidos mediante el analisis matematico, realizado en el capitulo
tercero, serdan complementados con los resultados numéricos presentados en este
cuarto capitulo (algunos resultados preliminares pueden ser consultados en [87], en
[88] v en [89]). De este modo, tras la realizacién de un andlisis completo (matemético

y numérico) del sistema (S) se estara en disposicién de validar el modelo multivoco.

La existencia de solucién para el sistema (.5), demostrada mediante el andlisis
matematico realizado, justifica el analisis numérico y ademas, los resultados obtenidos
acerca de la regularidad de la solucién®, permiten realizar una eleccién adecuada de
los métodos a emplear en la resoluciéon numérica. Concretamente, el tratamiento
numérico del sistema () se basard en un esquema de discretizacién respecto de la
coordenada longitudinal ¢, que permitird un desacoplamiento de las ecuaciones en
cada etapa asociada a dicha discretizacién. Los problemas desacoplados, uno para
cada una de las variables, en una etapa m-ésima genérica seran resueltos en este or-
den: primero, se resuelve el problema relativo a la variable w (empleando los valores
de h y £ obtenidos en la etapa (m-1)-ésima), luego se pasa a resolver el problema
para h, el espesor (donde se utiliza el valor de w en la etapa actual) y por ultimo,

se resuelve el problema para la variable &, velocidad acumulada.

'Recuérdese la definicién 3.5 donde se ofrece la definicién del espacio de soluciones V' (solu-

ciones entendidas en el sentido débil dado por la definicién 3.7).

135
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Recordamos que el sistema (5), correspondiente a la formulacién de complemen-
tariedad asociada al modelo multivoco, viene dado por las siguientes ecuaciones
(acopladas) en derivadas parciales para las variables w, h y £, complementadas con

las correspondientes condiciones de contorno e iniciales:

w > P, en Qp,

at b(w) — Wge — f(gu ha h/a U}) Z 07 €n QT:

[0,b(w) — wey — (& R A W) (w—@) =0, en Qp,

“1/R
h = —MYERp—(R+1)/R {/ (2w)1/2d:c} 7 en  Qr,
Q

0 = (| )" (2w)'"?, en  Qr,
d,w(t,0) = dyw(t,L) =0, en te(0,7),
w(0,z) = wy(x), en x €,
h(0,x) = hy, en x €,

[ €(0,2) = &, en €,

donde R > 1, b(w) = (2w)*?, el grafo maximal monétono 3 esté definido por
Br)y=0 si r<0, B(0)=(-00,0] y [(r)=0 si r>0, (4.1)
y el término de balance de calor viene dado por

FE B w) = (B )" (hyh’y . 5—1/2) (2w)2 +~ — h~". (4.2)

La resolucion numérica del problema de obstaculo asociado a la variable w se lle-
vara a cabo mediante diferentes esquemas numéricos, para posteriormente, realizar
una comparacion de los resultados obtenidos con cada uno de ellos. Los esquemas
empleados se basan en un método de elementos finitos (recuérdese la regularidad de
la variable w) y diferentes métodos para tratar este problema de obstéculo, concre-
tamente se utilizaran el método de Gauss Seidel con proyeccion (véanse por ejemplo
[62] y [25]) v diferentes métodos basados en el algoritmo de dualidad de Bermidez-
Moreno (véase [11]).
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La resolucion numérica del problema para el espesor, consistente en una ecuaciéon
diferencial ordinaria de primer orden con un término integral no local, se realizard me-
diante el esquema de Taylor de orden dos y una férmula de cuadratura gaussiana
(véase [22]). Por tultimo, para el problema de la variable £ se empleard un método
de Euler.

Para las simulaciones numéricas se ha considerado un dominio de integracion que
trata de reflejar la geometria de la Siple Coast y se han empleado datos relativos a
mediciones realizadas en esta zona, para poder asi, contrastar los resultados numéri-
cos, con los datos experimentales. Los resultados numéricos obtenidos ilustran que
el modelo multivoco es capaz de reproducir la generacion de corrientes de hielo rapi-
das. De dichos resultados se podran deducir interesantes propiedades cualitativas de
las variables fisicas. También se realizara una interpretacién fisica de los resultados
numéricos, que ayudard a comprender los mecanismos de inestabilidad que operan

en la dindmica no lineal del flujo del hielo de las corrientes de hielo rapidas.

4.1. Resolucion numérica del sistema.

El proceso de resolucién esta basado fundamentalmente en tres etapas: en la primera,
se discretiza el sistema (S) respecto de la variable t, en la segunda, se realiza un
esquema de desacoplamiento de las ecuaciones y en la tercera, se resuelven por
separado cada uno de los tres problemas desacoplados obtenidos, uno para cada
variable. A continuacién, se detallan las etapas de las que consta el esquema de

resolucidn.

Etapa 1: Discretizaciéon temporal.

Sea 0t el paso de discretizacién temporal considerado. Por simplicidad, se asumira que
T'/dt es un entero positivo, donde se recuerda que t = T' localiza el margen. El op-
erador derivada parcial d; es aproximado por el operador en diferencias regresivas

asociado al paso de discretizacion 6t, es decir, se consideran las aproximaciones

/

Orw(s, )~ (w(s,) —w(s—dt,-))/ot, h(s)=(h(s)—h(s—dt))/ot,

9 &(s,-) = (§(s, ) = &(s — ot ) /ot.

Para m = 0,1,...T/dt, se consideran las etapas t,, = mdt y para cada etapa t,, se

definen las funciones wy, (), hpy(2) v &n(x) como sigue

Wi () = w(tm, ),  hp(T) = h(tm, ), &En(x) = E&(tm,x), con x € Q.
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Se asumira que las funciones wo(x), ho(z) y & (x) vienen dadas por las condiciones

iniciales prescritas en (.5).

Etapa 2: Desacoplamiento iterativo.

En cada etapa t,,, m = 1,2,...,T/dt, se consideraran tres problemas desacoplados,
uno para cada una de las variables. La resolucién en la etapa m—ésima se realiza del
siguiente modo: supuestos conocidos los valores de w,,_1, hyp_1 ¥ &n_1, correspon-
dientes a la etapa (m — 1)-ésima, primero se resuelve el problema para w,, donde se
utilizan los valores de h,,_1 v &,,_1 para aproximar el término fuente; una vez que
se tiene w,,, se pasa a resolver el problema para h,, utilizando w,,, y por iltimo, se

actualiza &, empleando los valores obtenidos para w,, y h,.

Etapa 3: Problemas desacoplados.

A continuacién, se presentan los problemas desacoplados que se resuelven para cada

una de las variables en una etapa m—ésima genérica.
Problema para w,,:

Dadas w1, hy—1 Y &n_1, determinar w,, tal que:

(W, > @, en x €,
Bﬂwin/il (%) - (wm)xaf - f;,rl 2 O, en I & Q,
P .=
[3\/510,17{31 <%) — (W) gz — ;;] (W, —P) =0, en €,
(| O, w(0) = Jywy, (L) =0,

donde @ es el valor constante y positivo del obstaculo (véase la observacién 3.6), el
término 3\/§w:£1 (W — Wiy—1)) /Jt, es la aproximacion considerada para el término
0y b(w) que aparece en el sistema (5). El término fuente f7 viene dado por

7 = (Bm-1—Cm-1) [0 A(wy,) + (1 — o) A(wm-1)] + Dm-1, (4.3)

m

donde consideraremos que el pardmetro o toma valores en el conjunto {0,1}, la
funcién A es A(z) = (22)'/2 y el resto de funciones coeficientes estdn definidas como
sigue:

Bt = (bl )Y, Cont = (hn | )Ry Doy =y — 601

m
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Nétese, que para o = 0, el término fuente queda evaluado en la etapa (m — 1)-ésima,
mientras que para ¢ = 1, en el término fuente aparece la no linealidad en la variable

Wy, dada por el término A(w,,).

Para aproximar la solucion del problema de obstaculo unilateral P se considerara el

conjunto convexo IK definido por
K={weH(Q)/w>®, cVzeQ}. (4.4)

Nétese, que la regularidad ? obtenida en el capitulo tercero para la variable w, en
particular, el hecho de que w(t,-) € HY(Q), cVt € (0,T) y w(t,z) > ®, ¢V (t,x) €
Qr, permite justificar la consideracion de tal conjunto.

A continuacion, se detalla el tipo de métodos adecuados a este tipo de problemas,
que van a ser empleados. El problema asociado al caso o = 0, en el cual, el término
de balance queda evaluado en la etapa de discretizacion anterior, se resolvera de dos
modos distintos: con el método de Gauss-Seidel con proyeccién (sobre el convexo IK;
véase [62]) y mediante un algoritmo de dualidad (véase [11])) con un multiplicador
(asociado a la funcién indicatriz del convexo IK). Para el caso o = 1, en el cual, el
término de balance presenta una no linealidad en la variable del problema, es decir,
en wpy,, se utilizaran dos tipos de procedimiento distintos: un algoritmo de dualidad
con un multiplicador (asociado a la funcién indicatriz del convexo IK) combinado
con el método de Newton (para resolver la no linealidad en w,, dada por el término
A(wy,)), y un algoritmo de dualidad con dos multiplicadores, uno asociado a la
funcién indicatriz del conjunto convexo IK y otro asociado a la no linealidad A(w,,)

que aparece en el término fuente.

Posteriormente, se realizara una comparacion de los resultados obtenidos mediante
los diferentes métodos. El tipo de técnicas de resolucion que se acaban de enumerar,
ya han sido empleadas en [24], [25], [26] y [27], donde se tratan problemas de frontera
libre que surgen al modelar fenémenos relativos a la dindmica no lineal del flujo del

hielo.
Pasemos ahora al calculo del espesor
Problema para h,,:

Dadas w,, y hpy_1, determinar h,, tal que:

hn = b1 — (Cy 4+ Co)h, BV (G + [(R 4+ 1) /2ROy, DR (62, (4.5)

m

2Recuérdese que w(t,-) € IK, ¢Vt € (0,T), donde IK aqui hace alusién al conjunto dado en la
definicién 3.4.
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donde C; = (M/I,_ )%, Cy = (M/L,)"%® — (M/I,,_1)"1)/2, y las constantes
I,,_1 e I, son los valores obtenidos al aproximar mediante la férmula de cuadratura
gaussiana para un soporte de cinco puntos los términos integrales no locales asoci-

ados a w,,_1 y w,, respectivamente, es decir,

]m_lz/(Zwm_l)l/de, ]mz/(me)l/de.
Q Q

La ecuacion (4.5) resulta de aplicar a la ecuacién diferencial que se tenia en (5)4

para el espesor de hielo, el esquema de Taylor de orden dos.
Problema para &,,:

Dadas h,, y w,,, determinar &, tal que:

Em = Em_1 + (6t)(hm|h'm|)R(2wm)1/2 = b1 + (O)MIL,'h(2w,) Y2 (4.6)

A continuacién se detallan los distintos métodos de resolucién utilizados para re-

solver el problema P".

4.2. Meétodo de Gauss-Seidel con proyeccion.

Se comenzara resolviendo el sistema asociado al problema P’ para el caso o = 0.
Para ello, primero se discretizara el problema respecto de la variable x, mediante
elementos finitos de Lagrange P y posteriormente para resolver el sistema obtenido
como consecuencia de tal discretizacion, se empleard el método de Gauss-Seidel con

proyeccion.

4.2.1. Formulacién débil del problema asociado al flujo de

agua.

Para resolver el problema de complementariedad P™ se considerard el espacio H'(£2)
y el conjunto convexo IK definido en (4.4). De ahora en adelante se utilizara la
siguiente notacién ¢ := 3\/5/575.

Definiciéon 4.1. Se dird que w,, € IK es solucion débil del problema P)' si se

verifica la siguiente inecuacion variacional:

c/Q w}ﬁlwm(n — Wy, )dr + /Q (W), (1 — wp,) dz >
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20/ wfﬁl(n—wm)dx—l—/f,‘;(n—wm)dw, Ve HY(Q).
Q Q

Observacion 4.1. La relacion entre las inecuaciones variacionales elipticas, los
problemas de complementariedad elipticos y los problemas de obstdculo pueden verse
en [18]. La idea basica es que las tres formulaciones admiten las mismas soluciones

y por tanto, son equivalentes.

Para discretizar en la variable x, se emplean elementos finitos lineales a trozos sobre
una malla uniforme de paso k en Q = [0, L], denotada por T}. De este modo, el

problema discretizado se formula como sigue:

Encontrar (wy,), € Ky tal que

e [ i wnyods + [ ((n)),0ude >

Q
> c/ﬂ(wml)i/2¢daz+/gfﬁl(bdx, Vo€V, (4.7)
donde
Vi={0€C(0,L]): ¢|p € P,VEE T}, IKp={pecVi:¢>a}

y E denota un intervalo estandar.

4.2.2. Esquema de resolucion.

Para resolver (4.7) por el método de Gauss-Seidel con proyeccion sobre el convexo

IK, se consideran las siguientes etapas:

Etapa 1. Se consideran los elementos finitos de Lagrange Py (polinomios lineales a
trozos) asociados a la malla T}, que denotaremos por {¢;, i =1, ..., (N +1)}, donde

(N + 1) es el nimero de nodos. En concreto, los polinomios 1; son los siguientes:

=t s oz e 0,z
Y1 () =
0 en el resto,
( e siox € [xi—1,x,
para i=2,...,N, Yi(z) = ¢ si x € [z, xi0],

0 en el resto,
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N sioox € [an, L,
Unyi(z) =
0 en el resto,

donde x;, i=1,...,(N+1), denotan los nodos de la malla uniforme T}j. La expresién

de (w,)x respecto de la base de polinomios {;, i =1,...,(N + 1)} es

N+1

(W) = Z W, i P (4.8)

donde {wy,;, i =1,...,(N + 1)} son las aproximaciones en los nodos (wy, ).

Observacion 4.2. La componente i-ésima de un vector v serd denotada del modo
sigutente, v;. En el caso de que el vector presente subindices, para denotar una
componente genérica, se utilizard un subindice que se colocard en ultimo lugar, con
respecto a los que ya tuviera dicho vector. Para denotar cada uno de los elementos
de una matriz M, también se empleard la notacion de subindices. De este modo,
M, ;, denota el elemento situado en la fila i, columna j. Al igual que en el caso de
los wvectores, si la matriz presentase subindices, para denotar un elemento genérico
se utilizaran dos subindices, que se colocaran a continuacion de los que ya tuviera

dicha matriz.

Etapa 2. El problema dado por (4.7), tras la discretizacion descrita en la etapa
anterior, se ha reducido a determinar los valores {w,;, i = 1,...,(N + 1)}, ya que
conocidos estos, se conoce la solucién aproximada (wy,); dada por (4.8). Para ello,
se reemplaza sucesivamente en (4.7) (considerando la igualdad) la funcién arbitraria
¢ € Vj, por las distintas funciones 1); y se utiliza la férmula del trapecio para aproxi-
mar el valor de las integrales. Este proceso conduce a la obtencién de un sistema de
ecuaciones tridiagonal para las incégnitas {wy,;, i = 1,..., (N + 1)}, cuya expresion
matricial es la siguiente, Mw = b, donde la matriz de coeficientes M = (m; ;) es

una matriz tridiagonal en la cual:

» los elementos de la subdiagonal son:  m;_;; = —1/k, i=2,.., (N +1),
= los elementos de la diagonal son:

mig = (c/2kwi? + 1k, myiver = (¢/2)kwy?) vy + 1/,

1/2

mi; = ckw,”~y ; +2/k, i=2,...,N,

» y los elementos de la superdiagonal son:  m; ;41 = —1/k, i=1,...,N.
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El vector de términos independientes b viene dado por:

b; = (waﬁm + fr?z,1>k/2> by = (Cwiﬁl,NH + fTeL,N—i-l)k/Q?

b; = (cw’?,, + Sk, i=2,...,N.

m—1,2

El sistema se resuelve con el método de Gauss-Seidel con proyeccion sobre el conjunto
convexo JK definido en (4.4). El esquema de resolucion se basa en el esquema iterativo

que se detalla a continuacion:

= Se fija un valor méximo permitido, que se denotara por tol, para el error

relativo entre los resultados obtenidos para dos iteraciones consecutivas.

= Se parte de un valor w?, inicial tomado como aproximacién de la solucién. Por

ejemplo, puede tomarse el valor obtenido para w,,_1.

= Para j =1,2,...,J, donde J sera determinado posteriormente, se considera el

esquema de céalculo

j—1 J Jj—1 -1
(wm,i - <§ :mi,lwm,z + E :mi,lwm,z> +bi> mzz] )

I<i >

w' =P

donde el superindice j hace referencia a la iteracion y el operador P, es el

operador proyeccion sobre el convexo IK, es decir,

Plu;] = max{u;, ®}.

= Seitera en el esquema anterior hasta que obtenerse un valor de j, que se denota

por 7 = J, para el cual

J o J-1
[l M
[wih [l
y se toma el vector w como vector solucién aproximada w,,.

4.3. Algoritmo de dualidad con un multiplicador.

En esta seccién, se describe el algoritmo de dualidad para tratar el problema de
obstaculo P]'. Para ello, se considerard la formulacién variacional correspondiente
a P, expresada en términos de la funcién indicatriz I del convexo IK. La formu-

lacién en términos de [ es la siguiente:

Encontrar w,, € IK tal que

C/Q w,l,flwm(n — Wy, )dx + /Q (W) (N — W) dx + L (n) — I (wi,) >
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> C/Q wi{fl(n — Wy )dx + /Q ffn(n — wy,)dx,Yn € H'(Q), (4.9)

donde se recuerda que f? = (By—1 — Cp1) [0A(wp) + (1 — 0)A(wi—1)] + Dy
(véase (4.3)) y por tanto, para ¢ =0, f° = (Bm_1 — Cru1)A(win_1) + Dy

Aplicando resultados del calculo subdiferencial a la funcién convexa Iy, podemos

escribir la inecuacién anterior de la forma siguiente:
pom = —(A(wn) — F,) € 0T (win),
donde Ol (u) denota la subdiferencial de I en u; el operador A,
A HY Q) — LIH(Q), R),

(L(HY(Q), IR) denota el conjunto de las aplicaciones lineales definidas en H'(£2))
viene dado por

(A(6),9) = c / w2, ¢ e + / bunde, e H'(Q)
Q Q

y F? € L(H'(Q), IR) es la aplicacién dada por

(Fo.v) =c / wpl da + / fodbde, € H'(Q).
Q Q
Por tanto, se tiene el siguiente problema equivalente a (4.9),

Encontrar w,, € IK tal que

c/ wiﬁlwmw—i-/ umwdxjt/(wm)xwxdx—c/ wi{flqﬂdm:/ﬁ%wdw,
Q Q Q Q

Q

Vo€ H(Q) vy fim € Olic(wy,).

El método propuesto por Bermiidez-Moreno en [11], introduce una nueva incégnita

Gm, definida términos del parametro positivo w, por
Gm + WWy = iy € O (Wpy).

El problema anterior se escribe en funcién de esta nueva variable del modo siguiente,

Encontrar w,, € IK tal que

c/Q wiﬁlwmwjt/ﬂ(qm—irwwm)wdx—l—/g(wm)xwxdx:

—c [ wiwde+ [ fovds,
Q Q
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para toda ¢ € HY(Q), donde q,, € Ol (wy,) — wWwpy,.

Dado que 0l es un operador maximal mondtono, se tiene la siguiente equivalencia
(demostrada en [11]),

Gm € Ol (wy,) —ww,, < = (015 [Wm + A,

donde (0Ik); es la aproximacién Yosida del operador (01 — wl) con pardmetro
A > 0.

Para discretizar en la variable x, se emplean elementos finitos lineales a trozos sobre
una malla uniforme de paso k en [0, L], denotada por Tj. El problema discretizado

es, Encontrar (wy,), € K tal que

o [l iwnide v [ () ide+ [ (wn),),vade =

Q

—— [ e [ i vde [ ghua,

para toda ¢ € V.

La formulacién anterior se resolverd mediante el siguiente esquema iterativo en j:

1. Primero se inicializa (wm)g. Por ejemplo se puede tomar el valor obtenido para

(wm_l)k.

2. Dado (wy, )., se calcula (w,,)1"" € Vj, solucién del problema:

Encontrar (w,)."

C/ wrlﬁl(wm)iﬂiprﬂLw/
Q

Q

tal que

0%W%m+/« W) tppd =

Q

_ _/ (qm)iwdx—l—c/ 52 wda:+/f;;¢dx, Y € W, (4.10)
Q Q Q
donde o = 0 y la actualizaciéon del multiplicador se realiza mediante la ecuacion:
(@i = 013 | (wn)T™ + Mam)h] (4.11)

En la implementacion realizada para calcular (4.11), se utilizard una relajacién de

pardmetro v € [0, 1], es decir, en realidad se tendré que:

(@i = vOLw)3 (W)t + Aam)i] + (0 = ) an)i. (4.12)
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La convergencia del método de dualidad se obtiene con wA = 0,5. Para una eleccion

de parametros wA = 0,5, la aproximaciéon Yosida resulta ser

—2wr, sior> %,
(Olk )% (r) =
2w(r—@®), si r<

INIE=]

En el caso 0 = 0, el problema (4.10) es lineal. El sistema de ecuaciones obtenido
tras la aplicacion de la férmula del trapecio en los términos integrales que aparecen
en (4.10), cuando se considera una discretizaciéon mediante elementos finitos Py,
viene dado por la siguiente expresion matricial: M,,, W7t = S donde W2t es el
vector cuyas componentes son las incognitas (valores nodales de (w,,)1""), M, es
la matriz de masa-rigidez y S? es el vector de términos independientes. La matriz

de masa-rigidez M,,,, es una matriz tridiagonal tal que:

= los elementos de la subdiagonal son: M,,,;—1;, = —1/k, i=2,...,(N + 1),
= los elementos de la diagonal son:
M2 = (1/k) + (k/2)(w + ey, ),
Myrii = 2/k) + k(w +cwl?, ), i =2, .., N,

My ni1n+1 = (1/k) + (k/2)(w + C’wiﬁLNH),

» y los elementos de la superdiagonal son: M,,,; ;41 = —1/k, i=1,...,N.

El vector término derecho S? viene dado por las componentes:
j j 3/2
an,l = (k/2) [ ron,1 — (Gm,1)7 + Cwm/—l,l} )
Sinz =k [ 7?172' - (sz)é + Cwiﬁl,z} ,1=2,...,N,

j j 3/2
an,NH = (k/2) |:fn01,N+1 — (@m,N11)7, + Cwm/fl,N+1:| :

4.3.1. Calculo de la aproximacion Yosida de la subdiferen-
cial.

Sea IK el convexo definido en (4.4). Sea [, la funcién indicatriz del convexo IK. Se
define K por
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w w 1 = =
I(2) = (OIk)3 () = ——— I3 (8) — i,
1 - A
donde = 1_w)\x, )\:E y
0, si >,
s P (%
JOE A LA
A r—®
T si T <o,
Entonces,
—Wf, si x Z <D>
1 z— Pg(x) _
KUJ p— — _— p—
N s TR e 7—® L
m —wx, =Sl T < q)

Puesto que, para asegurar la convergencia del algoritmo de dualidad, se toman A y w
satisfaciendo la relacién, Aw = 0,5, resulta que Z = 2z y A = 2\ = 1/w. Sustituyendo
estos valores en la expresion obtenida anteriormente para IKY, se llega a la siguiente

expresion para (01 )4,
2w

—2wr, sir>
(OIx)" (r) =
2w(r—®), si r<3.

4.4. Algoritmo de dualidad con un multiplicador

y el método de Newton.

Para resolver el problema (4.10) en el caso o = 1, es decir, con el segundo miembro
totalmente inplicito, tenemos en cuenta que el término de balance térmico viene
dado por

fﬁl = (Bm—l - Cm—l)A((wm>i+l) + D1

Se trata pues de un término no lineal que resolvemos con el método iterativo de
Newton. A continuacién, se presenta con mayor detalle el esquema de resolucion

empleado en este caso.
El problema (4.10) se aproxima por el sistema de ecuaciones no lineales siguiente:

Fi(Withy =0, donde

m
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Eiy (WY = My, Witt — 0bM,,,G(WIiH) — (1 — 0)bM,,G(WJ) — §M,,. (4.13)

En (4.13) se ha suprimido el subindice k (asociado a la discretizacién espacial) para
simplificar la notacién. Se recuerda que el superindice j hace referencia a la iteracion
del algoritmo de dualidad en el que nos encontramos, el subindice m hace referencia
a la etapa desacoplamiento iterativo (nivel respecto de la coordenada temporal t) y
0 € [0,1] es un pardametro de relajaciéon. Las matrices y vectores que aparecen en la

ecuacién vectorial son definidos a continuacién.

La matriz de masa, Mp,, = (Mp,,.;;) es una matriz tridiagonal, donde:

= los elementos de la subdiagonal son: Mp,, ;—1;, = —1/k, i =2,...,(N + 1),
= los elementos de la diagonal son:

o Mg, 11 = (k/2)(cw?, | +w) +1/k,
o Mp,, ii= k(cw1/2 +w)+2/k, i=2.N

m—1,3

® Mp, N+1,n+1 = (76/2)(610;/31,]\,+1 + w) + 1/k, donde ¢ = 3v/2/dt,

» los elementos de la superdiagonal son: Mp,, ;41 = —1/k,i=1,...,N.

La matriz de rigidez, M,, = (M,, ;), es una matriz diagonal. La diagonal estd defini-
da por:

Mm,l,l :]'{:/27 Mm,i,i:k7 i:Q,...7N7 y Mm,N+1,N+1 :k‘/2
El vector l;, es el vector de componentes:

bi = Bt — O = (hi 1l 1 i) il i — 6220,

m—1,2

El vector Wi viene dado por W (i) = w’'}, v el vector W, es el vector obtenido
en la etapa iterativa j-ésima (del esquema del algoritmo de dualidad) y por tanto,
de componentes W, (i) = w]ml

El vector G(Wit1), es el vector de componentes G(W2 ) = (2w/*1)1/2 v el vector

m,i m,i

G(WJ) se define andlogamente. Y por ultimo, el vector § tiene por componentes:

5o =7 = Ohyt s = (gma) — w2y,

El esquema iterativo de resolucién para el sistema no lineal (4.13) es el siguiente:

» Paso 0: inicializar (W,,)o = (WJ)o. Por ejemplo, se puede tomar W,.
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» Paso (s + 1): calcular (W7)(541) resolviendo el sistema lineal

DE((WEH) )W) iy = DE((WLT )W), = F(WH),),

m

donde DF denota la matriz jacobiana de la funcién vectorial F.

Este esquema se itera en s, hasta alcanzar la tolerancia establecida para el error
relativo entre los resultados obtenidos para dos iteraciones consecutivas. Una vez
conseguida la tolerancia considerada, se toma la solucion obtenida en la ultima

iteracién como valor aproximado de Wt

4.5. Algoritmo de dualidad con dos multiplicadores.

En esta seccién, se resolvera el problema (4.3) para el caso 0 = 1, mediante el
algoritmo de dualidad con dos multiplicadores, uno asociado a la subdiferencial de
la funciéon indicatriz del convexo IK y otro asociado a la no linealidad representada

1/2

por el término A(w,) = (2w,,)"*. Para ello se introducen las variables:

P € Olpc (W), Vo lm2 = Awp),

donde la primera estd asociada a la subdiferencial de la funcién indicatriz del con-
junto convexo IK y la segunda asociada a la no linealidad dada por la funcion
A(v) = v/2[v|7'/?v. El problema a resolver, expresado en términos de fi,1 y fim.2

resulta ser:

Encontrar w,, € IK tal que

c/ w}n/zlwmdz—l—/ ,umedx—l—/ (W) Yudr = c/ wf’rl/flwdx—l—
Q Q Q Q

+/(Bm—1 — Cm_l),umgﬂbdl’ + / Dm_1¢dI, \Vlw c HI(Q) (414)
Q Q

La aplicacion de un algoritmo de dualidad para resolver este problema, sugiere con-
siderar dos nuevas incognitas (multiplicadores), gm 1 ¥ ¢m,2, definidas en términos de

los parametros positivos, wy y we, como sigue

Gma € O (W) —WiWm Y Gmo = A(Wn) — watty,.

La formulacién equivalente para el problema (4.14), expresada en funcién de las dos

nuevas incognitas, ¢m,.1 y gm2, ¥ los pardmetros, w; y ws, es la siguiente:

Encontrar w,, € IK tal que

c/ w}r{21wmw—|—/ (qm,1+w1wm)1pdx—|—/ (wm)xwxda::c/ wiﬁlwdx—l—
Q Q Q

Q
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+ / (Bim—1 — Cin—1)(@m.2 + wow,)dx + / Dy ybdr, Y € HY(Q). (4.15)
Q Q

Puesto que 01k v A son operadores maximales monotonos, las siguientes condiciones
son equivalentes:

Qm,l € aIIK<wm) — Wi Wy — Qm,l = (ajﬂ():i [wm + )\IQm,l] )

qm,2 = A(wm) — Wallp, — qm,2 = AL;; [wm + >\2(.7m,2] )

donde las funciones (0Ix)5: y A5 son las aproximaciones Yosida de los operadores
(0l — wil) y (A — wol) con pardmetros A\; y Ag, respectivamente. El problema
discretizado mediante elementos finitos Py en la malla T, es el siguiente:

Encontrar (wy,), € Ky tal que

e [l stwasde o [ et + [ (n)).do-

—wg/(Bm_l — Cop—1) (W) pdx = —/(qml)kz/)dqu c/ wiﬁlz/)dqu
Q Q Q

+/(Bm—1 - Cm—l)(QmQ)kwdx + / Dm—1¢d$7 V¢ € Vk
Q Q

Para resolver el problema anterior, se considera el siguiente algoritmo:

1. Primero se inicializa (wm)g. Por ejemplo se puede tomar el valor obtenido para

(wmfl)k-

2. Dado (wy, )], se calcula (w,,)."" € Vj, solucién del problema lineal

c/ w},{fl(wm)iﬂwdw—i—wl/
Q

Q

(wn)i 0+ / (W )3 ) stbudr—

Q

. / (But — Conn) (wi) b = — / (qma)itbder + / w2 pdat
[9] Q

Q
+/(Bm_1 — Cm_1)<qm72)?€1/}d$ + / Dm_ﬂ/Jd.T, VQZJ c ‘/k (416)
Q Q
Los multiplicadores se actualizan mediante los siguientes esquemas:
(@m )i = v(OLi) T (w3 4 M (@m)7] + (1= 1) (gm0

(Qm,Q)i—H - VA;\};[(wm)i—H + )‘Q(Qm,Qﬂ;] + (1 - V) <Qm,2)iv

donde v € [0,1] es un pardmetro de relajacion.
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El método anterior converge para parametros que verifiquen las relaciones wiA\; = 0,5
v woAe = 0,5. Para parametros satisfaciendo dichas relaciones, las aproximaciones

Yosida estan definidas por:

— 2w, si r> %

Y

(0Ik)*1 (r) =

2wq

2wi(r—@), si r<

o[

2
2@7’—2@(—%—1— 2r 4 -1 >, si r>0,

A% () = 22 ),
2wy 2w27’+2w2<—£+ —27"4—2;22) , si r<QO.

El sistema de ecuaciones que resulta tras aplicar la féormula del trapecio en los
términos integrales que aparecen en (4.16), cuando se consideran los polinomios
base asociados a la discretizacién mediante elementos finitos P, viene dado por

la siguiente expresién matricial: M,,, Wit = S7  donde Wit! es el vector cuyas
m m? m

., it .
componentes son las incégnitas (valores nodales de (wm)f:r ), My, es la matriz de

masa/rigidez y S, es el vector de términos independientes. La matriz de coeficientes

(de masa/rigidez), M,,, es una matriz tridiagonal, en la cual,
= los elementos de la subdiagonal son:

Mpric1;=—1/k, i=2,...,(N+1),
= los elementos de la diagonal son:

M1 = (1/k) + (k/2) w1 = wa(Bpn10 = Crno1a) + el

M = (2/k) + k [Wl —wo(Bm-1, — Cp—1,i) + cw,ln/zlji} ,i=2,...,N,

My Nt = (1/Ek) + (k/2) [Wl — wo(Bm—1,n+1 — Cm1,n41) + ijn/zl’NH ;
= Jos elementos de la superdiagonal son:

Mpriivei = —1/k,i=1,...,N.

El vector término derecho S? viene dado por las componentes:

ST = R0 = @mtt)h+ ()i (Bm11 — Con1)) + 2 )],
Sﬁnz = k| 7(7)1,1' - (Qmu)i + (Qm,Q,i)i(Bm—Li —Cn1i) + Cwiﬁl,i]v i1=2,..,N,

. . . 4/
ShNi1 = (k/z)[frgz,N+1_(Qm,l,N—I—l)g{'—(qm&N—l—l)gg(Bm—l,N—l—l_Cm—l,N+1)+err{—1,N+1]‘
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4.5.1. Calculo de las aproximaciones Yosida.

Puesto que la aproximacién Yosida (0Ik)”} ya ha sido calculada en la seccién

2wq

(4.3.1), en esta seccién s6lo calcularemos la expresién de A*3 . Se utilizara la no-
2wo

tacién ws = w. La aplicacién A se define como

NG \/2_1), si v >0,
A(w) = V2)o| o = U

|U|1/2 o

—+v/—=2v, si v <0.

Entonces,
V2x1? — wr, si x> 0,
(A—wl)(x) =
—\/5(—:6)1/2 —wz, si x <0.

Se considera el operador:

1 1

A (z) = mA;(:f) —wr, donde T = T—an®

Para determinar la expresién de A{ en funcién de = y de w, es preciso calcular A5 (z),
dado por la expresion

_ 1= J(®@)

A , donde J5(7) = (I+AA)"'(2).

B

Sea y = J5(7). Entonces,
g=(I+2) (@) <= z=(I+7A)(®),
de donde,
T=y+V2g s g >0,

7—V2M=p)'% s <o

&I
Il

Para realizar el estudio de la expresion anterior, se distinguiran los casos: y > 0y
y < 0.

1. Caso y > 0.

- 1. . 1.
P=gH VR e a4 N =g VRN DN
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de donde,

es decir,

_1/2+i—+\/i‘+)\—2 = g=|-

2. Caso y < 0.

_ 1_
:Z‘:g_\/ﬁ)\(_g)lm — —i‘+§)\2: (( )1/2) +\/_)\( )1/2+ )\2
de donde,
Lo e A ’
T <( W)

es decir,

V2 2

De los calculos anteriores, se deduce que

( 2
(—§X+ f+’\2—2) si 72>0

A A2 2 A2
)"+ Z=r1+5 = g:—<—£)\+ —f+—).

Jx(T) =

y en consecuencia,

( 2
f—(—\/?i;ﬂ— f+’\2—2)
= , sl x>0
A
Ax(z) =
B 2
x+(—72)\+ —x+§—2)
\ 3 , si <0

- 1
Puesto que A\w = 0,5, z = 2x y A = 2\ = —, resulta que
w

(

2
20— (=2 + /20 + 51
T , si x>0
%
A% (x) = 2A5(Z) —wT =
2w 2
2x+< f+,/—2x+2w2>
T , si x <0,
\ 2w
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y por tanto,
2
2wr — 2w —ﬁ—l— 2 + s si r>0,
e 2wr+2w<—\2/—3+\/—27’+2w%) si r<0.

4.6. Simulaciéon numeérica.

En esta seccion se presentaran los resultados numéricos obtenidos mediante los méto-
dos presentados en secciones anteriores, es decir, para el caso o = 0, los métodos de
Gauss Seidel con proyeccién y el algoritmo de dualidad con un multiplicador y para
el caso 0 = 1, los algoritmos de dualidad con un multiplicador combinado con el
método de Newton y el de dualidad con dos multiplicadores. Puesto que los resul-
tados obtenidos para los distintos métodos de resolucién van a ser tanto cualitativa
como cuantitativamente similares, como se vera posteriormente, sélo se hard una
interpretacion fisica de los resultados obtenidos mediante el método de Gauss Seidel

con proyeccion.

Las magnitudes fisicas de las cuales se ofreceran resultados seran, no sélo de las
asociadas a las variables del sistema (.5), es decir, h, espesor de hielo, £, velocidad

acumulada y
Q= (2w)*? - Q, flujo de agua asociado al deslizamiento, (4.17)

sino también de las siguientes (obtenidas a partir de las anteriores):

1. 7=hlh], la cizalla, (balance de fuerzas),

2. u = (h|h'|)(2w)"/?, la velocidad del hielo, (ley de deslizamiento),

3. N =(2w)" 2 la presién efectiva, (ley de drenaje),

4. q=u&Y?+6h', el enfriamiento (convectivo y conductivo),
5. f=v+71u—q, el balance de calor basal.

(4.18)

Los resultados obtenidos para las distintas magnitudes seran mostrados mediante
figuras, a partir de las cuales, por un lado, se podra obtener una rapida vision del
comportamiento cualitativo y cuantitativo de las mismas, y por otro, se podran com-
parar facilmente los resultados obtenidos para los distintos métodos de resolucion
numérica. También se ofrecerdn unas tablas, en las que se podra apreciar el rango de
valores de las distintas variables (magnitudes fisicas), segun los distintos métodos.
Para ilustrar, con mayor detalle, las diferencias (cualitativas y cuantitativas) en el

comportamiento de dichas magnitudes fisicas, segin nos situemos en una zona con
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un régimen de flujo lento o en una de rapido, se mostraran figuras correspondientes
a los valores de las mismas en dos secciones (en la direccién principal de flujo), una
localizada en una zona donde aparece una corriente y otra localizada en una zona
en la que no. Ademé&s mostraremos dos figuras, que aunque no se corresponden con
los valores numéricos de ninguna de las variables fisicas, si que ayudan a la compre-
sion del fenémeno. Concretamente, nos referimos a los resultados que aparecen en
la figura 4.6, pues permiten localizar por un lado la frontera libre (transicién base
polar /temperada; véase la definicién 3.1), y por otro, las zonas en las cuales hay

un enfriamiento basal y aquellas en las que hay un calentamiento.

Las escalas utilizadas, representativas del régimen de flujo rapido de las corrientes
de hielo y adecuadas a un régimen térmico basal temperado, son las mismas que
las presentadas en el capitulo 2, seccion 2, puesto que su eleccién se basa en datos

experimentales y constantes fisicas.

A continuacion se recuerdan sus valores:

[z] ~50km, [t] ~400km, [h] ~775m, [u]~ 500ma *,
[w] = [Q] ~ 1m®s™!, [r] ~ 0,15 bares, [N] ~ 0,4 bares, [¢] ~ 2,5 - 10”° bares ms™.

El dominio considerado simula la geometria de la Siple Coast y es analogo al utilizado
para la integracion del sistema (Sp) mediante un método de diferencias finitas. Se
trata de un dominio rectangular uniforme, de dimensién 7+ L, donde L = 20 (equivale
a 1000 km). El ice-divide queda representado por t = 0, y el valor ¢ = T' representa
una seccién de control o margen (denominado en la bibliografia grounding line),
situado entre la Siple Coast y la plataforma del mar de Ross. La imposicién de
esta seccién de control se debe a razones fisicas, pues una vez traspasada ésta,
el manto de hielo deja de deslizar sobre la plataforma continental y pasa a flotar
en el mar, con lo cual las ecuaciones ya no son validas por ser otra la fisica del
problema. Por tanto, la computacion debe finalizar antes de alcanzar el valor del
espesor de hielo medido en el margen. Para tener en cuenta esta consideracion, se
introduce una condicién de parada en el programa. Cuando el valor adimensional
de la variable espesor es h =~ 0,6, que equivale (dimensionalmente) a un espesor
h = 465 m, valor aproximado del espesor (medido experimentalmente) en el margen,
la computacién se detiene. El valor de ¢, para el cual se verifica que h(t) = 0,6, es
denotado por t = T y localiza el margen. El valor de T, varia en funcién de los
datos iniciales y valores paramétricos. En las simulaciones numéricas de las cuales
se presentaran los resultados, T' tomara un valor adimensional aproximado de 2,1

(es decir, aproximadamente 840 km).



156 Capitulo 4. Analisis numérico del modelo multivoco.

Se recuerda que el flujo principal tiene lugar en la direccién de la coordenada longi-

tudinal, representada por la coordenada t.

El valor del exponente R serd R = 7~ = 2 (donde r es uno de los exponentes de
la reologia de Boulton e Hindmarsh que aparece en la ley de deslizamiento asumida
en el modelo), los valores paramétricos considerados, asociados respectivamente al
flujo de calor geotérmico y al término de enfriamiento conductivo, son v = 0,19 y
§ = 0,38. Los valores de las constantes, M, flujo inicial de hielo y @, flujo de agua

residual, son los siguientes: M =1,0y Q = 7,2- 10712

La eleccion de estos valores paramétricos se basa, por un lado, en los rangos de

valores obtenidos mediante el andlisis adimensional, del cual se deduce que:

o\ e
s=— ) ~036, 4= ~0,2.
picy [u] [R] [u] [7]

y por otro lado, en el analisis y comparacién, desde los puntos de vista cuantitativos
y cualitativos (obtencién de valores para la velocidad y el flujo de agua mayores,
adelanto o retraso de la zona de inicio de las corrientes, etc.), de resultados obtenidos
con distintos valores de dichos parametros. Se recuerda, que en la exposicién de
los resultados obtenidos en la resoluciéon del modelo de Fowler y Johnson, ya se
comenté el efecto que tiene en los resultados, el aumentar o disminuir los valores de

los pardmetros v y o.

Las condiciones iniciales para la variable h (espesor de hielo) y para la variable &
(velocidad acumulada), son las mismas que las que se consideraron en la resolucién
del modelo de Fowler y Johnson, es decir, valores constantes para el espesor de
hielo y la velocidad acumulada: hy = 2,2 (un espesor inicial de aproximadamente
1705 m) y & = 0,1. El valor inicial del flujo de agua, Qq, trata de reproducir los
valores medidos en las corrientes de hielo de la Siple Coast. Se consideran cinco
zonas con un flujo inicial de agua mayor (que estarian relacionadas con la posterior
aparicion de las cinco corrientes de la Siple Coast), y se le da a una de ellas (que
serfa la correspondiente a la corriente B o de Whillans) unos valores relativamente
superiores que a las otras cuatro restantes (recuérdense los comentarios realizados
acerca de las caracteristicas de las corrientes de la Siple Coast, en la seccién tercera

del capitulo primero). La expresién analitica de Q) es la siguiente:

Qo(z) = €1 + eamax {sen (3; - %) : O} , (4.19)

con x € [0, L], (donde L = 20), ¢, = 0,05 y donde €, toma los siguientes valores:
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0,08, si 0<x<4,
0,09, si 4<xz<8,
€2 =14 0,08, si 8<z <12,
0,105, si 12 <z < 16,
0,08, si 16 <x < 20.

FLUJO INICIAL

B
D
E C A
0.124
0.1
0.08 1
0.06

0 200 400 600 800 1000

Figura 4.1: Flujo de agua inicial (Qg) para el modelo multivoco.

Observacion 4.3. Ndtese, que las corrientes (véase la figura 1.3) se enumeran de
derecha a izquierda, es decir, la corriente A es la situada mds a la derecha y el resto
la siguen. De este modo, la corriente B, que es la que se desea destacar, aparece
localizada en el intervalo 12 < x < 16, de ahi, que en dicho intervalo se prescriba

un valor inicial mayor para el flujo de agua.

Obsérvese, que en el sistema que se resuelve numéricamente, es decir, (S), aparece
la variable w, en vez de la variable () y que por tanto, deberda tenerse en cuenta la

relacién w = (1/2)(Q + Q)?/3, para obtener el valor inicial de wy.

Los valores del flujo inicial de agua varian en el intervalo [0,05,0,155], siendo la

escala de [Q] = 1m3/s, por tanto la variacién méxima es de 0,105 m?/s.

El objetivo de la prescripcion de cinco perturbaciones de distinta magnitud sobre
un flujo minimo (0.05 m?/s) es la obtencién de cinco zonas (que se corresponderan
con las cinco corrientes de la Siple Coast) de mayor flujo, de las cuales, una de
ellas, la segunda, comenzando a contar por la derecha (en correspondencia con la
corriente B o de Whillans, que es la més activa), destaca claramente sobre las demas.
Comparese esta condicion inicial con la considerada por Fowler y Johnson, dada en

(2.36). Las diferencias bésicas entre las dos se basan en la localizacién de las zonas
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de mayor flujo inicial y en los valores dados en las mismas (nétese que los 6rdenes
de dichos valores si que son iguales, como debe ser). Con la prescripcién de (4.19) se
ha tratado de reflejar lo mas fielmente posible el predominio de la segunda corriente

sobre el resto (como se deduce de observaciones experimentales).

Hacemos hincapié en el hecho de que la prescripcion en el ice divide de oscilaciones
o perturbaciones de algin tipo, resulta imprescindible para que el fenémeno se man-
ifieste, pues la prescripciéon de una condicién inicial de valor constante para el flujo
de agua, (), da lugar a soluciones espacialmente homogéneas, es decir, sin variacién
respecto de la coordenada transversal. Este hecho es consecuente con la naturaleza
simétrica de la ecuacién de conservacion del flujo de agua, con el hecho de que los
valores del espesor no varfan respecto de la coordenada transversal (y por tanto,
el espesor inicial sea de valor constante) y con la prescripcién de un valor inicial
constante para la variable &, velocidad acumulada. La justificacién de considerar
& constante, radica en el hecho de que en el ice divide (identificado con el valor
t = 0) los valores de las velocidades se corresponden con los tipicos de un régi-
men de flujo lento (el fenémeno de las corrientes de hielo no se manifiesta hasta
transcurridos aproximadamente 470 km medidos desde el ice divide) y por tanto, el
orden de variacion de las velocidades es despreciable. Nétese, que en el ice divide
las velocidades son del orden de 20 m/ano (< 100 m/ano), las variaciones laterales
de las velocidades son inferiores a 10 m/ano y la escala de velocidades es [u]=500
m/ano, resultando pues razonable considerar valores iniciales adimensionales para

la velocidad acumulada &j, que sean constantes y del orden de 0,1.

Es de esperar, que en el caso del modelo totalmente bidimensional (el cual sera pre-
sentado en el capitulo quinto), no resulte necesaria la prescripcién de una condicién
inicial, )y, de tipo oscilatorio, para reproducir el fenémeno de las corrientes de hielo
rapidas. La conjetura anterior se basa en que en el modelo totalmente bidimensional,
se tendran en cuenta las variaciones respecto de ambas coordenadas (la longitudi-
nal y la transversal) de todas las variables y ademés la velocidad y la cizalla seran
consideradas magnitudes vectoriales (permitiendo tener en cuenta los efectos de la
componente lateral de las fuerzas de cizallamiento, denominadas en la bibliografia
marginal stresses y de cuya importancia existe evidencia empirica). Siguiendo las
observaciones y argumentos presentados en [53], es razonable conjeturar que la in-
estabilidad que da lugar al fenémeno de las corrientes de hielo, tiene su origen en el
margen y se propaga en forma de onda retrégrada hacia el ice divide. Para que esto
ocurra, es necesario recuperar la formulacion eliptica (en el régimen estacionario) de
la ecuacion de conservacién de la masa, de la cual se habld en el capitulo segundo
cuando se justificaba la hipotesis de considerar que el espesor sélo depende de la co-

ordenada longitudinal. La conjetura de que la inestabilidad causante de la transicién
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de un régimen de flujo lento a uno rapido tiene su origen en el margen y se propa-
ga en forma de onda retrégrada hacia el ice divide, fue demostrada numéricamente
en [55], para el fenémeno del avance repentino de las masas de hielo (denominado
en la bibliografia, ice surging). En el préximo capitulo, presentaremos el mode-
lo totalmente bidimensional y unos resultados preliminares. El analisis numérico y
matematico, que permita validar la conjetura mencionada anteriormente, en el caso

de las corrientes de hielo rapidas, sera objeto de investigaciones futuras.

4.6.1. Interpretacion fisica de los resultados.

Para la interpretacion fisica de los resultados numéricos, nos basaremos en los re-
sultados obtenidos mediante el método de Gauss-Seidel con proyeccién, puesto que

los resultados correspondientes a los restantes métodos son similares.

Para la simulacién numérica con el método de Gauss Seidel con proyeccién (véase la
secci6n 4.2 del presente capitulo), se han utilizando un paso temporal (en la direccién
longitudinal) de 6t = 107% y un tamafio de discretizacién uniforme en la direccién
transversal de k = 0,01. La tolerancia del error relativo considerada para el método
iterativo de Gauss-Seidel es de 1073, Nétese que estd prescrita para un error relativo
y que por tanto, el error permitido para los valores correspondientes a dos niveles
temporales consecutivos es suficientemente pequeno para asegurar la convergencia

(téngase en cuenta que los valores del flujo de agua estdn muy préximos a cero).

Los resultados numéricos muestran que el modelo considerado permite reproducir
de forma satisfactoria el fenémeno de las corrientes de hielo réapidas (ice streams) de

la Siple Coast.

FLUJO DE AGUA (Q) (m3/s)  (Gauss Seidel) VELOCIDAD (u) (m/afio) (Gauss Seide)

A
\}\\\‘}‘\\\\\
&

Figura 4.2: Modelo multivoco resuelto mediante el método de Gauss-Seidel con

proyeccion: flujo de agua y velocidad, respectivamente.

La figura 4.2, derecha, corresponde al resultado obtenido para u, la velocidad del

hielo, medida en m/ano. Los valores de las velocidades varfan entre un valor minimo
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de 0,0453 m/afno y un valor maximo de 725,79 m/ano. En la figura 4.2, izquierda,
aparece representado el flujo de agua @) en el sistema de drenaje, medido en m3/s. Los
valores del flujo de agua varfan entre un minimo del orden de 10726 m3/s (es decir,
cero, pues en la resolucion numérica se han declarado los valores de las variables como
nimeros reales en doble precisién (1071%)) y un mdximo de 0,115 m?®/s. En ambas
graficas (figura 4.2) se aprecia claramente la existencia de una zona de colapso del
sistema de drenaje, localizada aproximadamente en el kilometro 470 en la direccién
principal de flujo a partir de la cual se produce la generacion de las corrientes. La
zona de inicio de las corrientes depende criticamente de los valores paramétricos
y 0. La correspondencia entre las zonas de valores altos de la velocidad y las zonas

de mayor flujo de agua resulta evidente sin més que observar las figuras.

ESPESOR (h) (m) (Gauss Seidel) CIZALLA (tau) (bares) (Gauss Seidel)

Figura 4.3: Modelo multivoco resuelto mediante el método de Gauss-Seidel con

proyeccion: espesor de hielo y cizalla, respectivamente.

Los resultados que aparecen en las figuras 4.2 y 4.3 (derecha), relativas a Q, u y 7,
ilustran la existencia de oscilaciones transversales en el flujo de agua y en el campo
de velocidades, debidas al balance de fuerzas (4.18), y a la ley de deslizamiento
(4.18), (recuérdese que viene dada por u = 7F(Q + Q)3 (en particular, hemos
considerado R = 2), donde 7 = h|h'|). Nétese que para un mismo valor de la cizalla,
7, son posibles los dos regimenes de flujo, el lento, en el cual los valores del flujo
de agua, @, y de la velocidad, u, son pequenos, y el rapido para el cual, tanto )
como u, toman valores elevados. Téngase en cuenta que como h, el espesor de hielo,
no depende de la coordenada transversal, la cizalla tampoco ya que su expresion es

T = —hh'. Por tanto, al fijar un valor de t, la cizalla toma un valor constante.

Los resultados del espesor (medido en metros) aparecen representados en la figura
4.3, izquierda. Como se aprecia claramente, el espesor es una funcién decreciente
respecto de ¢ (en la direccién principal del flujo) y constante respecto de z (en la
direccién transversal). Los valores del espesor pertenecen al intervalo [465,1705],

tomando el valor de 1705 m en ¢t = 0 (ice divide) y 465 m en t = T (grounding line).
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En los resultados obtenidos para la cizalla, 7, se aprecia la existencia de una gran
pendiente (gradiente) en la zona de colapso del sistema de drenaje, que quiza sea
responsable, entre otros factores, de la transiciéon de un régimen de flujo lento (local-
izado antes de llegar a la zona de colapso) a un régimen de flujo rapido (localizado
en la zona posterior a la de colapso), hecho que refleja la existencia de un mecanismo
de inestabilidad en la direccion principal de flujo. Méas adelante, cuando se muestren
los resultados obtenidos para una seccién (valor de z fijo y ¢ variable) localizada en
una zona de flujo réapido, se vera como existe una relacién multivoca entre la cizalla
y la velocidad (y también entre la cizalla y el flujo de agua). Esta relacién de multi-
vocidad, conjeturada por Fowler en [51], implica que la cizalla toma un determinado
rango de valores tanto en la zona anterior a la produccién del colapso en el sistema
de drenaje basal como en la posterior y que por tanto, en ese rango de valores son
posibles los dos regimenes de flujo, el lento y el rapido. El cambio de signo de la

pendiente de la cizalla senalaria el cambio de régimen del flujo de hielo.

PRESION EFECTIVA (

(bares) (Gauss Seidel)

VEL. ACUM (xi) (Km2/afio) (Gauss Seidel)

Figura 4.4: Modelo multivoco resuelto mediante el método de Gauss-Seidel con

proyeccion: presion efectiva y velocidad acumulada, respectivamente.

En la figura 4.4, correspondiente a la presion efectiva (medida en bares), se aprecia
con mayor facilidad como a partir del lugar en el cual, los sedimentos saturados
con agua se congelan y se produce el colapso del sistema de drenaje, surgen unas
zonas en las cuales se abren canales (serd la zona en la cual aparece la corriente) y
otras en las que se cierran. Los valores de la presion efectiva en las corrientes son
muy bajos (del orden de 0.74 bares) lo cual significa que la presién ejercida por el
agua basal toma valores similares a los que toma la presién ejercida por el hielo. Sin
embargo, en las zonas lentas, donde el flujo de hielo se debe fundamentalmente a
la deformacion interna del hielo y no tanto al deslizamiento asociado a la presencia
de agua en la base, los valores de la presién efectiva son del orden de [N]Q™'/3 ~
0,4-(7,2-10712)71/3 ~ 2075 bares (recuérdense (4.17) y la ley de drenaje, (4.18),).
Notese, que en las zonas lentas los valores de () son proximos a cero y por tanto, la

velocidad de deslizamiento del hielo (de valores muy pequenos, del orden de 0,075
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m/ano), se debe a la pequena cantidad de agua presente en la base (flujo residual
modelado mediante el término @, que es del orden de 107'2)) debida a la cizalla
que siempre existe en la misma. Los altos valores alcanzados por la presiéon efectiva
impiden que los canales de agua se desarrollen y por tanto, el flujo de agua es

residual.

Como puede apreciarse, en la zona de colapso de drenaje, los valores del flujo de
agua son practicamente nulos y sin aparentes oscilaciones. Las oscilaciones iniciales
del flujo de agua en el ice divide (t=0), prescritas en el dato inicial ¢y, son homo-
geneizadas casi en su totalidad en la zona inmediatamente anterior a la de colapso
del sistema de drenaje. Sin embargo, en la zona previa a la de colapso, oscilaciones
del orden de 1072, son suficientes para que se manifieste el fenémeno. Este hecho
ilustra el grado de sensibilidad del mecanismo a pequenas variaciones de los datos
y valores paramétricos. Por otro lado, el hecho de que aparezca una tnica corriente
dominante sobre el resto, contrasta y valida, en cierto modo, la conjetura menciona-
da en algunas de las recientes teorias que cuentan con mayor aceptacion por parte
de la comunidad cientifica (mencionadas en el capitulo primero), acerca de la com-
petencia existente en las corrientes. La conjetura a la que se hace referencia consiste
en explicar la inactividad de la corriente C, frente a la gran actividad de la B,
mediante un fenémeno denominado en la bibliografia water piracy y que consiste,
béasicamente, en la apropiacién por parte de la corriente B del agua basal existente
en corrientes adyacentes. En este sentido, se han realizado numerosos ensayos en los
cuales la condicién inicial era perturbada, de manera aleatoria y siempre dentro de
unos limites permisibles, y los resultados obtenidos, siempre presentaban la existen-
cia de una corriente dominante sobre las demds (aunque hubiese dos 0 méas con un

mayor o igual flujo inicial).

En la figura 4.5 aparecen representados el balance de calor basal y el enfriamiento
basal (ambos medidos en W/m?). Los valores del balance de calor varfan entre un
minimo de —1,273 - 107 W/m? y un méximo de 2,09 - 107® W/m?. Y los valores
del enfriamiento varfan entre un minimo de 4,776 - 107 W/m? y un méximo de

5,479 - 1076 W /m?.

En la figura 4.6, izquierda, aparecen representadas las zonas en las cuales el flujo de
agua es positivo, () > 0, es decir, aquellas en las que la base presenta un régimen
térmico temperado (identificadas con las zonas en las cuales la grafica toma en el
eje z, el valor constante uno), existiendo un flujo de hielo asociado al deslizamiento
(consecuencia de la accién lubricante del agua en la base), y las zonas en las que ) =
0, o sea, aquellas en las que la base presenta un régimen térmico polar (identificadas

con las zonas en las cuales la grafica toma en el eje z el valor constante cero), y
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BAL. DE CALOR (W/m2) (Gauss Seide) ENFRIAMIENTO (q) (W/m2) (Gauss Seidel)

2.005‘0 8

Figura 4.5: Modelo multivoco resuelto mediante el método de Gauss-Seidel con

proyeccion: balance de calor y enfriamiento, respectivamente.

por tanto, el flujo del hielo se debe fundamentalmente a la deformacién interna del

hielo.

Q=0 / Q>0 (Gauss Seidel) SIGNO DEL BALANCE DE CALOR  (Gauss Seidel)

Figura 4.6: En la figura de la izquierda, aparecen representadas las zonas en las
que la base presenta un régimen térmico temperado (@ > 0) y aquellas en las
cuales presenta un régimen térmico polar (¢ = 0). En la de la derecha aparecen
representadas las zonas en las que el balance de calor es positivo (calentamiento) y

aquellas en las que es negativo (enfriamiento).

En la figura 4.6, derecha, se distinguen con mayor facilidad las zonas en las que
el balance de calor basal es positivo y por tanto, hay un calentamiento en la base
(identificadas con las zonas en las cuales la grafica toma en el eje z el valor constante
uno), de aquellas en las que el término de balance de calor basal toma valores
negativos y por tanto, hay un enfriamiento (identificadas con las zonas en las cuales
la gréfica toma en el eje z el valor constante menos uno). De estas figuras se deduce
la existencia de una correspondencia entre la zona en la cual se produce un cambio
de signo del balance, pasando de valores negativos a positivos y la zona de inicio de
la corriente. Este hecho es justificable fisicamente, ya que por un lado, el aumento de
la temperatura basal puede hacer que el hielo de la base alcance su temperatura de
fusién a la presion local y en consecuencia aparezca agua en la base, aumentando el

valor del flujo basal de agua y el de la velocidad del hielo debido al efecto lubricante
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del agua. Por otro lado, al aumentar la velocidad, aumenta la disipacion viscosa
(calor de friccién, representado por el término 7u) favoreciendo un aumento de la
temperatura basal. Nétese sin embargo, que también en la zona de flujo rapido el
término de enfriamiento toma un valor mayor. Este hecho se debe a que, al crecer
la velocidad, crece el valor del enfriamiento convectivo (la parte del enfriamiento
asociada al movimiento). De todos modos, el aumento del enfriamiento convectivo
es menor que el del término de calentamiento, como se deduce del valor positivo que
toma el balance de calor, dado por la diferencia entre los términos de calentamiento
y los de enfriamiento. Ademads, es la parte dindmica (parte del balance que depende
de ambas coordenadas, la longitudinal y la transversal) del balance la que interviene
en este proceso, ya que de la expresién del término de balance estdtico (parte de
balance que depende sélo de la coordenada longitudinal), v — 6™}, se deduce que
al no variar h respecto de la coordenada transversal, este término tampoco varia en
la direccién transversal, es decir, toma el mismo valor para cada t fijo. Por tanto la
diferencia en el comportamiento del término de balance de calor entre las zonas de

mayor flujo y las de menor, reside en el término de balance dindmico, Tu — u& /2.

02

FL. DE AGUA EN LA SECCION A
FL. DE AGUA EN LA SECCION B

o 200 400 600 800 1000

-005 o

200 400 600 800 1000

800 VELOCIDAD EN LA SECCION A 18 VELOCIDAD EN LA SECCION B

600

400

200

o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Figura 4.7: Flujo de agua y velocidad en las secciones A (localizada en la zona en la

que surge la corriente) y B (localizada en una zona de flujo lento).

Con el objeto de observar las diferencias existentes en el comportamiento de las
variables segin nos encontremos en la zona en la cual se produce la corriente o
en una flujo de lento, elegimos una seccién (¢ variable y z fijo, x = 700 km), que

denotaremos por A, en la zona donde surge la corriente dominante y otra seccion,
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Figura 4.8: Enfriamiento y balance de calor en las secciones A (localizada en la zona

en la que surge la corriente) y B (localizada en una zona de flujo lento).

situada zona de flujo lento, que denotaremos por B (z = 50 km), y representamos
graficamente los valores de las distintas variables en cada una de dichas secciones.
En las figuras 4.7 y 4.8 se presentan los resultados para u, @, ¢ (enfriamiento)
y el balance de calor total, correspondientes a la seccién A (figuras situadas a la
izquierda) y a la seccién B (figuras situadas a la derecha). Nétese que para algunas
variables, las escalas difieren segiin se esté representando los valores asociados a
la seccion A 6 a la seccién B. Por tanto, sera necesario fijarse en las mismas para
apreciar, no so6lo las diferencias desde el punto de vista cualitativo, sino también

desde el punto de vista cuantitativo.

El cambio de signo en el balance térmico basal tiene lugar aproximadamente en el
punto de inicio de la corriente, lo cual refleja el hecho de que se produce una fusién

efectiva de hielo basal que hace que el flujo basal de agua aumente.

En la figura 4.9 se muestran los resultados para NV y para £. En la figura 4.10 aparecen
los resultados para el espesor h y la cizalla 7, validos para ambas secciones. Notese
que h y T no varian respecto de x (coordenada transversal) y por tanto coinciden

en las dos secciones.
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Figura 4.9: Presién efectiva y velocidad acumulada en las secciones A (localizada en

la zona en la que surge la corriente) y B (localizada en una zona de flujo lento).
Descripcién del mecanismo de realimentacion existente en las corrientes.

Observando las graficas correspondientes a la seccion A, en la cual se da un flujo
rapido a partir de la zona de transicion, se puede ver como opera un mecanismo de

realimentacién que se detalla a continuacion.

El flujo de agua comienza disminuyendo en los primeros kilémetros (véase la figura

. . . / .,
4.7, arriba, izquierda) y esto hace que |h | aumente, como se deduce de la ecuacién
de conservacién de la masa ()4,

~1/R

I L — S
B = — MYRp-(RHD/R { / (Q+Q) da:}
0

y por tanto, aumente 7 (véase la figura 4.10, derecha). Al ser mayor 7 aumenta u
por la ley de deslizamiento (véase la figura 4.7, abajo, izquierda),

u=7"(Q+Q)°

con lo cual el balance de calor se hace més positivo (véase la figura 4.8, abajo,
derecha) debido al aumento del calor de friccién (recordamos que en la simulacién
numérica se ha asumido el valor R = 2). Este aumento de calor en la base hace que
se funda mas hielo en la misma, con lo que aparece mas agua y por tanto crece el

valor del flujo de agua (). El aumento del flujo favorece el deslizamiento y por tanto,
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Figura 4.10: Secciones del espesor y de la cizalla.

u aumenta. En consecuencia, aumenta el calor de fricciéon y vuelve a darse el proceso

que se acaba de describir. Este mecanismo de realimentacion se veria frenado por

el aumento, a medida que se hace mayor la velocidad, del enfriamiento convectivo,

dado por u¢ 12 (véase la figura 4.8, arriba, izquierda).
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Figura 4.11: Relaciones de multivocidad entre las variables: 7y u, 7y Q, vy Q y u.
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Relaciones multivocas.

En la figura 4.11 se pueden observar las relaciones multivocas que existen entre
algunas de las variables, en la seccién A, localizada en la zona donde aparece la
corriente. Concretamente, en dicha figura, arriba, a la izquierda, se representan
la cizalla 7 (abscisa) y la velocidad u (ordenada) en la seccion A. Como puede
apreciarse, para un mismo valor de 7 son posibles distintos valores para la velocidad,
u. Arriba, a la derecha, se representa la relacién entre 7 (abscisa) y el flujo de agua,
() (ordenada). Y por ultimo, en la grifica que aparece abajo, se ilustra la relacién

de multivocidad que existe entre las variables @ (abscisa) y u (ordenada).

Las relaciones de multivocidad presentadas se dan en la seccién A, es decir, en la
direccién principal de flujo, por tanto, se puede obtener un mismo valor para la
cizalla en la zona anterior a la region donde tiene lugar el colapso del sistema de
drenaje y en la zona posterior, donde ya se ha manifestado el fenémeno (zona donde

aparece la corriente).

Estas relaciones multivocas posibilitan la existencia de un comportamiento de tipo
oscilatorio para el régimen del flujo de hielo. En este punto, conviene recordar los
comentarios realizados al comienzo del capitulo segundo, acerca de la conjetura

formulada por Fowler y Johnson, basada en una idea original de MacAyeal.

4.6.2. Comparacion de los resultados obtenidos por los difer-

entes métodos.

Los resultados relativos al método de dualidad para el caso o = 0, han sido obtenidos
con el valor del parametro w = 1000. El error maximo permitido correspondiente
al método iterativo asociado al algoritmo de dualidad es de 1072. La eleccién del
parametro w no es tarea facil, pues los resultados obtenidos varian mucho, sobre
todo cualitativamente en funcién de su valor. Por este motivo, cuando el aspecto de
la solucién no es conocido, el problema se resuelve primero por el método de Gauss
Seidel con proyeccién, que no depende de parametros asociados a la computacion,

para saber de que naturaleza es el resultado.

Una vez conocido el aspecto de la solucion, el valor del parametro se varia hasta
conseguir un valor para el cual el resultado sea tanto cualitativa como cuantitativa-
mente similar al obtenido mediante Gauss Seidel. El valor del parametro también
senala qué términos compiten (es decir, son del mismo orden) en el problema. En

este caso se deduce que el factor de mayor peso en la ecuacion (4.10) es el término
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que proviene del término parabdlico (derivada temporal).

Los resultados relativos al método de dualidad combinado con el método de Newton
para resolver el problema del flujo de agua en el caso o = 1, han sido obtenidos con
el valor paramétrico w; igual a w; = 1000. Los errores maximos permitidos en los
esquemas iterativos asociados al método de dualidad y al método de Newton son en

ambos casos de 1073,

Los resultados relativos al método de dualidad con dos multiplicadores han sido
obtenidos con los valores paramétricos w; = 1000 y we = 100. El error maximo
permitido en el método iterativo asociado al algoritmo de dualidad es de nuevo
1073, El primer parametro se toma igual al elegido en el caso de un multiplicador.
El segundo afecta al peso otorgado a la parte del término de balance de calor que
depende de ambas componentes (la longitudinal y la transversal) con respecto al
resto de términos (véase la ecuacion (4.15)). Notese que los valores de los parametros
han de ser validos para toda discretizacién temporal de tamano suficientemente

pequeno.

Los tiempos de C.P.U. empleados por cada uno de los métodos aparecen expuestos

en la siguiente tabla. El procesador que se ha utilizado para la computacién es un
Pentium (R) 4 CPU 2.00 GHz (2.48 MB de RAM).

Método de resolucién Tiempo de C.P.U. en segundos
Gauss-Seidel con proyeccion 14.252
Dualidad con un multiplicador 14.952
Dualidad con dos multiplicadores 15.930
D. con un multiplicador + Newton 17.133

La distancia medida desde el ice divide al margen (grounding line) varia ligeramente
en funcién del método empleado. Los valores de T' (se recuerda que t = T localiza
la seccion de control identificada con el valor de la coordenada longitudinal para
el cual el espesor toma un valor de 465 metros), correspondientes a los diferentes

métodos se muestran en la siguiente tabla.

Método de resolucién Localizacion del margen (T)
Gauss-Seidel con proyeccion 843,818 km
Dualidad con un multiplicador 837,659 km
Dualidad con dos multiplicadores 839,650 km
D. con un multiplicador + Newton 839,642 km
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En la figuras 4.12, 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17, 4.18 y 4.19 se muestran los resultados
obtenidos para @ (flujo de agua), u (velocidad del hielo), h (espesor), 7 (cizalla), el
balance de calor, ¢ (enfriamiento), £ (velocidad acumulada) y N (presién efectiva),

donde las figuras que aparecen:

= arriba y a la izquierda, corresponden a los resultados obtenidos con el método

de Gauss Seidel con proyeccion,

= arriba y a la derecha, muestran los resultados obtenidos con el método de

dualidad con un multiplicador,

= abajo y a la izquierda, corresponden a los resultados obtenidos con el método

dualidad con dos multiplicadores,

= abajo y a la derecha, corresponden a los resultados obtenidos con el método

de dualidad con un multiplicador combinado con el método de Newton.

FLUJO DE AGUA (Q) (m3/s) (Gauss Seidel)

FLUJO DE AGUA (Q) (m3/s) (dualidad con un multiplicador)

FLUJO DE AGUA (Q) (m3/s) (dualidad con Newton)
FLUJO DE AGUA (Q) (m3/s) (dualidad con dos multiplicadores)

Figura 4.12: Resultados obtenidos para el flujo de agua.

En la figura 4.12 aparecen los resultados correspondientes al flujo de agua en el
sistema de drenaje. Como puede observarse, las cuatro graficas guardan un gran
parecido. En todas ellas, destaca la existencia de una tinica zona en la cual, el flujo

() toma un valor mayor que el que toma en el resto.

Los resultados obtenidos reflejan un comportamiento practicamente idéntico de la

variable () para los diferentes métodos, en la zona previa al colapso del sistema de
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VELOCIDAD (u) (m/afio) (Gauss Seide] VELOCIDAD (u) (m/afio) (dualidad con un multiplicador)

'S ‘S

VELOCIDAD (u) (m/afio) (dualidad con dos multiplicadores) VELOCIDAD (u) (m/afio) (dualidad con Newton)

Figura 4.13: Resultados obtenidos para la velocidad del hielo.

drenaje (formacién de un unico tunel). Los valores de ) se van homogeneizando a
medida que aumenta el valor de la coordenada longitudinal ¢. Estos se mantienen
del orden de 1072 y 1073 hasta llegar a la zona de colapso del sistema de drenaje.
Desde el punto de vista fisico, la zona de colapso del sistema de drenaje es aquella
en la cual, canales que estaban abiertos (es decir, zonas por las que flufa agua),
pasan a cerrarse (el flujo de agua asociado al deslizamiento es précticamente nulo
y s6lo se da un flujo residual, del orden de Q ~ 107!2). Esto se traduce, desde el
punto de vista de los resultados numeéricos, en identificar la zona de colapso con
el lugar en el cual, el flujo de agua, ), deja de tener valores homogéneos respecto
de la coordenada transversal (del orden de 1073), para pasar a darse variaciones en
los 6rdenes, pues aparecen zonas respecto de la coordenada transversal (en realidad
s6lo una, localizada entorno a x = 700 km y que se corresponde con la zona donde
aparece la tinica corriente) en las que se mantienen valores del orden de 1072 y 1072
mientras que en el resto, los valores del flujo de agua () descienden bruscamente y
pasan a ser del orden de 107'% e incluso inferiores. Concretamente, el colapso del
sistema de drenaje se produce aproximadamente para el método de Gauss Seidel
en el kilémetro 472 en la direccién principal de flujo, mientras que en los otros tres
(dualidad con un multiplicador, dualidad con dos multiplicadores y el de dualidad
con un multiplicador combinado con el de Newton) tiene lugar aproximadamente
para t = 468 km. Este cambio de caracter cuantitativo y cualitativo en el flujo
de agua que se observa a partir de la zona de colapso, se produce de un modo

distinto segtin el método empleado. A continuacién se detalla en que consisten estas
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ESPESOR (h) (m) (Gauss Seidel) ESPESOR (h) (m) (dualidad con un multiplicador)

S

ESPESOR (h) (m) (dualidad con dos multiplicadores) ESPESOR (h) (m)  (dualidad con Newton)

Figura 4.14: Resultados obtenidos para el espesor de hielo.

diferencias:

= si la resolucion ha tenido lugar con el método de Gauss Seidel con proyeccion o
el de dualidad con un multiplicador combinado con el método de Newton, para
cada seccién transversal considerada en los primeros 150 km medidos desde la
zona de colapso en la direccién principal de flujo, aparece un tunico intervalo
(considerado en la direccién transversal) entorno al valor # = 700 km, donde el
flujo se mantiene del orden de 102 para luego ir aumentando a medida que se
avanza en la direccién principal de flujo (aumenta la coordenada longitudinal).
Fuera de ese intervalo, los valores del flujo son muy parecidos, de ordenes 10~
y 10712 en el caso del método de dualidad combinado con Newton y del orden
de 1072% en el método de Gauss-Seidel con proyeccién (es decir, cero, pues se

ha utilizado doble precisién), manteniéndose este orden hasta el final.

= si para la resolucién se han empleado el método de dualidad con un multipli-
cador o el de dos multiplicadores, el comportamiento es ligeramente diferente
al comentado anteriormente. La diferencia consiste en que en este caso, ademas
de aparecer un tunico intervalo entorno al kilémetro 700 medido en la seccién
transversal donde el flujo se mantiene del orden de 1073, aparecen otros inter-
valos en los cuales el orden es de 1079, siendo en el resto del orden de 107!,
A medida que se avanza respecto de la coordenada longitudinal, en el caso de

dualidad con un multiplicador, los 6rdenes mencionados se mantienen excepto
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CIZALLA (tau) (bares) (Gauss Seidel) CIZALLA (tau) (bares) (dualidad con un multiplicador)

CIZALLA (tau) (bares) (dualidad con dos multiplicadores) CIZALLA (tau) (bares) (dualidad con Newton)

Figura 4.15: Resultados obtenidos para la cizalla.

en el intervalo para el cual el orden era de 1072 que pasa a ser de orden 1072,
mientras que en el caso de dualidad con dos multiplicadores, aquellos interva-
los en los cuales el orden era de 1079, éste disminuye, de modo que pasado el
kilémetro 630 ya son del orden de 10!, al igual que en el resto, con excepcién
del tinico intervalo en el cual el orden era 1073, pues aqui crece hasta alcanzar

el orden 1072.

Estas diferencias de comportamiento reflejan lo sensible que resulta el modelo a
pequenas oscilaciones, pues los valores del flujo son muy proximos a cero. Notese,
que al ser las diferencias entre los valores que toma () en la zona préxima al colapso
del sistema de drenaje, para los distintos métodos de resolucion empleados, del orden

de 1079, no resultan apreciables en las figuras.

Para el resto de las variables, salvo la presién efectiva, sucede lo mismo, es decir,
los resultados son muy similares, tanto cuantitativa como cualitativamente, pues las
posibles diferencias son de varios 6rdenes de magnitud inferiores al de los valores
representativos de dichas variables. A continuacién se muestran a modo ilustrativo
los valores maximos y minimos que toman las variables u, 7, balance de calor y

enfriamiento, en funcion del método utilizado.
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BAL. DE CALOR (W/m2)

(dualidad con un multiplicador)

BAL. DE CALOR (W/m2) (Gauss Seide)

2.005‘0 8

BAL.DE CALOR (W/m2) (dualidad con dos multiplicadores)

BAL.DE CALOR (W/m2) (dualidad con Newton)

2.005‘0 8

Figura 4.16: Resultados obtenidos para el balance de calor.

Valor maximo
725,79 m/ano
743,9 m/ano
727,448 m/ano
727,349 m/ano

Valor minimo
0,045327 m/ano
0,00786731 m/ano
0,0644301 m/ano
0,0711898 m/ano

Valores de la velocidad (u)

Gauss-Seidel con proyeccion
Dualidad con un multiplicador

Dualidad con dos multiplicadores

D. con un multiplicador + Newton

Valores de cizalla (1)

Valor minimo

Valor méaximo

Gauss-Seidel con proyeccion
Dualidad con un multiplicador
Dualidad con dos multiplicadores

D. con un multiplicador + Newton

0,0349612 bares
0,0349612 bares
0,0349612 bares
0,0349612 bares

0,412268 bares
0,414426 bares
0,417305 bares
0,41426 bares

En las tablas de valores correspondientes a la variable A y a la variable £ se observa
(como era de esperar) que en todos los métodos el valor maximo para h y el minimo
para & se identifican con los valores iniciales y los minimos para el espesor coinciden

con el valor que localiza la seccién de control (margen).

Valores del espesor (h) Valor minimo | Valor maximo
Gauss-Seidel con proyeccion 488,7115 m 1705 m
Dualidad con un multiplicador 475,521 m 1705 m
Dualidad con dos multiplicadores 487,637 m 1705 m
D. con un multiplicador + Newton 487,683 m 1705 m
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ENFRIAMIENTO (q) (W/m2) (Gauss Seidel) ENFRIAMIENTO (q) (W/m2) (dualidad con un multiplicador)

. X ENFRIAMIENTO (W/m2) (dualidad con Newton)
ENFRIAMIENTO (q) (W/m2) (dualidad con dos multiplicadores)

Figura 4.17: Resultados obtenidos para el enfriamiento.

Velocidad acumulada (&) Valor minimo | Valor méximo

Gauss-Seidel con proyeccién 20 km?/afo | 170,214 km*/aiio
Dualidad con un multiplicador 20 km?/afio | 169,694 km?/afio
Dualidad con dos multiplicadores 20 km?/ano | 170,667 km?*/afio
D. con un multiplicador + Newton || 20 km?/afio | 170,66 km?/afio

Valores del balance de calor Valor minimo Valor maximo
Gauss-Seidel con proyeccién —1,27339 - 1075 W/m? | 2,09082 - 107¢ W /m?
Dualidad con un multiplicador —1,3482- 107 W/m? | 2,19054 - 107% W/m?

Dualidad con dos multiplicadores || —1,27954 - 1075 W/m? | 2,09841 - 10~¢ W /m?
D. con un multiplicador + Newton || —1,27911-107% W/m? | 2,09788 - 10~ W/m?

Valores del enfriamiento (q) Valor minimo Valor maximo
Gauss-Seidel con proyeccién 4,77678 - 1077 W/m? | 5,47982 - 10~¢ W /m?
Dualidad con un multiplicador | 4,76938 - 10~ W/m? | 5,62705 - 1075 W/m?
Dualidad con dos multiplicadores || 4, 77754 - 1077 W/m? | 5,48699 - 10~¢ W /m?
D. con un multiplicador + Newton || 4, 77826 - 107 W/m? | 5,48639 - 1076 W /m?

En el caso de N, presion efectiva, se aprecian notables diferencias tanto cualitati-
vas como cuantitativas, en los resultados obtenidos con los diferentes métodos. La

explicacion a tales diferencias se basa en la propia definiciéon de la variable presiéon
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VEL. ACUM (xi) (Km2/afio) (Gauss Seidel) VEL. ACUM (xi) (Km2/afio) (dualidad con un multiplicador)

VEL. ACUM (xi) (Km2/afio) (dualidad con dos multiplicadores) B . X
VEL. ACUM. (xi) (Km2/afio) (dualidad con Newton

Figura 4.18: Resultados obtenidos para la velocidad acumulada.

efectiva. Se recuerda que la expresion de N en funcién de la variable flujo de agua en
el sistema de drenaje es N = (Q + Q)_1/3, y por tanto, variaciones del orden de 10~°
o de 107! en la variable ) se traducen en variaciones de los valores obtenidos por
los distintos métodos para N del orden de 10% y 10* (recuérdese que Q = 7,2-10712).

4.7. Conclusiones

Como se dijo con anterioridad, los resultados numéricos ilustran que el modelo
multivoco reproduce satisfactoriamente la generacién de corrientes de hielo rapi-
das. Sin embargo, aunque con dicho modelo se formule de manera mateméticamente
correcta el problema de obstaculo naturalmente asociado a la determinacion del flu-
jo de agua basal y se obtengan soluciones fisicamente admisibles, sigue presentando
una debilidad. Nos referimos, concretamente, a la limitacion que supone la necesi-
dad de prescribir unas condiciones iniciales especiales (de tipo oscilatorio) para el
problema del flujo de agua. Esta limitacién pretendemos superarla mediante la for-
mulacién de un modelo totalmente bidimensional, el cual presentamos y estudiamos

en el préximo capitulo.

La resolucién numérica, también revela la gran dependencia del comportamiento
cualitativo y cuantitativo de los resultados respecto de los valores paramétricos y de

los datos iniciales. Uno de los problemas que dejamos para investigaciones futuras es
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PRESION EFECTIVA

) (bares) (Gauss Seidel)

PRESION EFECTIVA (N) (bares) (dualidad con un multiplicador)

bares)

(dualidad con Newton)

Figura 4.19: Resultados obtenidos para la presién efectiva.

el estudio, desde los puntos de vista analitico y numérico, de la simetria del problema
y también el de las implicaciones que puedan tener en los resultados obtenidos, el
empleo de una ley de conservacion de la masa de tipo integral en vez de local. Nos
referimos, concretamente, a la presencia del término integral no local que aparece
en ()4 (ecuacién de conservacion de la masa). Los resultados numéricos obtenidos
nos inducen a pensar que el hecho de que sdlo aparezca una corriente, incluso en el
caso de que las perturbaciones sean simétricas y tomen los mismos valores, se debe

precisamente a dicho término integral.

Otra de las lineas de trabajo futuras, consiste en el modelado del flujo de hielo en la
zona denominada en la bibliografia ice sheet/ice shelf transition, es decir, la zona en
la cual el hielo deja de deslizar sobre el lecho de sedimentos y pasa a flotar en el agua
del mar. Este problema, al igual que el de las corrientes de hielo, es un problema de
obstdculo (o de frontera libre, pero en este caso, asociada al espesor de hielo), para
el cual esperamos plantear un modelo, y posteriormente, resolverlo numéricamente.
Los conocimientos y experiencia adquirida en este trabajo de investigacion, en el
empleo de métodos y algoritmos del andlisis numérico (método de Gauss Seidel con
proyeccion, algoritmo de dualidad,...), adecuados para la resolucién de problemas
de frontera libre, nos ofrece la posibilidad de aplicar dichos métodos a numerosos
problemas que surgen en el modelado de fenémenos geofisicos, entre los cuales, se

encuentra el que acabamos de mencionar, relativo a la dindmica del flujo del hielo.
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Capitulo 5

El Sistema eliptico.

En esta seccion se presenta un nuevo modelo para tratar de describir el fenémeno
de las corrientes rapidas de hielo de la Siple Coast, con el que se pretenden superar
algunas de las limitaciones fisicas detectadas en el modelo de Fowler y Johnson.
Algunos resultados preliminares en esta direccién pueden encontrarse en el libro de
Fowler ([50]) y en la tesis de Johnson ([53]).

El problema subyacente al de establecer un modelo bidimensional para el sistema de
drenaje de la Siple Coast radica en la elaboraciéon de una teoria general del drenaje
subglaciar, que generalize la teorfa de Fowler y Walder ([111]) y sea aplicable a

distintos escenarios geofisicos (por ejemplo, la bahia de Hudson).

En este nuevo modelo, todas las variables dependen de las dos coordenadas espaciales
(la longitudinal, en la direccién principal de flujo y la transversal o lateral, en la
direccién perpendicular a la anterior), siendo de especial interés las variaciones a
pequenas escalas de los perfiles de las masas de hielo y su papel en las variaciones
(a gran escala) del flujo de agua en el sistema de drenaje. Ademds, la velocidad y la
cizalla son consideradas magnitudes vectoriales, para de este modo, poder analizar
la importancia que puedan tener sus componentes transversales (no consideradas en
el modelo de Fowler y Johnson) en el mecanismo de inestabilidad que opera en el

sistema dindmico no lineal de las corrientes de hielo rapidas.

La deduccion del sistema no lineal acoplado para el espesor y la presién efectiva, su
generalizacion al caso de las corrientes rapidas de los glaciares (glacier streams), la
formulacién completa del problema (incluyendo condiciones de contorno adecuadas)
y la resolucién explicita en algunos casos sencillos son completamente originales y
abren el camino hacia el modelado y la comprension del problema de las corrientes

rapidas de hielo. El objetivo fundamental que se persigue en este capitulo es la

179
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reproduccién del fenémeno de las corrientes de hielo sin la necesidad de prescribir
condiciones iniciales especiales en el ice divide, pues segin una conjetura de Fowler
y Schiavi (véase [55]), el fendmeno se debe a la existencia de un mecanismo de

propagacion retrograda originado por una inestabilidad en el frente (grounding line).

5.1. Deduccion del modelo.

Las variables vectoriales que se estudian en este nuevo modelo son: Cj = (Q),Q1),
vector flujo de agua, @ = (u,u.), vector velocidad del hielo, 7 = (7),7.), vector
de cizalla (tensor de esfuerzos viscosos), complementadas con los campos escalares:
N = N(z,y), presién efectiva, h = h(x,y), espesor de hielo y ¢ = ¢(z,y), término

de enfriamiento conductivo y convectivo.

Una vez presentadas las variables, siguiendo una técnica bien establecida (véase [50]),
se procedera a la deduccién fisica de las ecuaciones dimensionales de las que va a
constar el modelo. Las mayoria de las ecuaciones se obtienen de forma casi directa,
sin mas que generalizar convenientemente las expresiones y ecuaciones relativas al
modelo de Fowler y Johnson. Sin embargo, para la deduccién de algunas ecuaciones,
no servira una simple generalizacion, sino que se requerira un analisis mas detallado
y profundo, pues en este caso, en el que quieren superarse algunas de las limitaciones
detectadas en el modelo de Fowler y Johnson, ya no serdan validas algunas de las

hipétesis y simplificaciones que ellos asumieron.

En el estudio del modelo de Fowler y Johnson se vio que el sistema de siete ecuaciones
adimensionales (Sr) podia reducirse al sistema (SR), que era un sistema acoplado
de tres ecuaciones, una para cada una de las variables h(z), Q(z,y), y £(z,y). En
el caso del modelo bidimensional se vera que el sistema de seis ecuaciones adimen-
sionales (en el modelo bidimensional, no existe una variable que se corresponda con
la variable &, velocidad acumulada, del modelo de Fowler y Johnson) es reducible
a un sistema acoplado de dos ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico
para las variables escalares N(x,y) y h(z,y). Seguimos, por tanto, considerando un
régimen estacionario, dejando el modelado y el estudio de las interacciones entre
distintas escalas temporales del fenémeno para investigaciones futuras. En [55] y en
[100], pueden encontrarse algunos resultados preliminares en este sentido, pues se
consideran las interacciones entre la escala usual empleada en el modelado del flujo

del hielo y la escala asociada al cambio de configuracién del sistema de drenaje.
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5.1.1. La formulacion fisico-matematica.

En esta seccion, se plantearan las ecuaciones dimensionales del modelo totalmente
bidimensional. La coordenada longitudinal serda denotada por x, la coordenada transver-
sal por y, z denotard la coordenada vertical, z, = z,(z,y) denotard la altura de la
base y z; = z;(x,y), la superficie del manto de hielo. De este modo, el espesor puede

expresarse en funcién de z; y z, del modo siguiente: h = z; — 2.

El hecho de considerar la variacion del flujo de hielo en ambas direcciones, es decir,
en la direccién longitudinal (principal) y la transversal, hace que se considere una

expresion de la conservacién de la masa de la forma
V- (hi) = a. (5.1)

El término de acumulacién/ablacién, como en el modelo de Fowler Johnson, se
considera nulo, es decir, a ~ 0, puesto que seguimos considerando un régimen esta-
cionario. Noétese, que la influencia del término de acumulacién es mayor en un régi-
men transitorio (véase [100] y [55]) y en regiones donde el efecto oscilatorio de
las precipitaciones es (o ha sido) mayor (en la bahia de Hudson durante el ltimo
méximo glacial por ejemplo). Desarrollando el operador de divergencia en (5.1), la

ecuacion de conservacion de la masa de hielo es
V- (hi) = (hu”)x + (hUJ_)y =0, (5.2)

donde w es la componente del vector velocidad en la direccién longitudinal, es decir,

la direccién principal de flujo y u, es la componente en la direccién transversal.

El movimiento horizontal de los mantos de hielo (ice sheets), para los cuales se tiene
que 3 ~ 0, donde ( es el angulo que mide la inclinacién de la base con respecto a
la horizontal, estd originado por la fuerza de cizalla presentes en las capas de hielo
maés profundas, debidas a la pendiente superficial (gravity driven fluid flow). En el
caso de los glaciares, para modelar su movimiento horizontal es necesario tener en
cuenta, no solo la pendiente superficial, sino también la pendiente de la base. Por
tanto, para determinar la expresion del vector de cizalla, 7 = (7),7.), donde 7 es
la componente longitudinal y 7, es la componente transversal, han de tenerse en
cuenta tanto la pendiente superficial de la masa de hielo, como la inclinacion de la
base. La ecuacién para el vector de cizalla 7, que se obtiene mediante un balance
entre las fuerzas de cizalla y la fuerza asociada a la presion ejercida por la masa de
hielo, es la siguiente:

T = pigh(sen(B)Z — Vh), (5.3)

donde ¥ es el vector unitario en la direccién principal de flujo.
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Observacion 5.1. La expresion unidimensional correspondiente a (5.3), es decir,
la expresion que se obtendria para la cizalla, cuando se considera solo la direccion
principal de flujo, es

T = —p;ghh, + pighsen((). (5.4)

En dicha expresion, el término p;ghsen(3) representa la componente en la direccion
principal de flujo del peso del hielo, la cual solamente aparece cuando la base presenta
cierta inclinacion, pues de lo contrario, el flujo principal sigue la direccion de la

horizontal y el peso es perpendicular a la base.

Si se considera la relacion de escalas, [T] = p;gh]sen(B), entonces la ecuacion adi-

mensional que se obtiene es,

T= h<1 - uhx)7
siendo p un parametro, dado por u = [h]/(Isen(B)), donde | es la escala de longitud

considerada en la direccion principal de flujo. Cuando la base se supone practica-
mente plana, es decir, 3 — 0, se tiene que u — oo. Sin embargo, si se elige la
relacion de escalas [1] = p;g[h]*/l, que es la relacién considerada en el modelo de

Fowler y Johnson, se llega a la siguiente ecuacion adimensional
7= —h(hy — V),

donde el pardmetro v = lsen(B)/[h]. Ndétese, que en el limite 5 — 0 (base plana),
v — 0, recuperdndose en este caso, la expresion de la cizalla presentada en el modelo

de Fowler y Johnson.

El modelo también esta basado en la consideracion de la reologia del hielo propuesta
por Boulton e Hindmarsh ([15]) para el caso en el que sélo se considera el flujo del
hielo en la direccién longitudinal (dominante). Segin esta teoria, las fuerzas de cizalla
en la direccién principal de flujo (longitudinal) 7, estd relacionada con la velocidad

del hielo u (en la misma direccién) mediante una ley de deslizamiento del tipo
T =cN°u', (5.5)

(recuérdese la deduccion de la ley de deslizamiento propuesta para el modelo de
Fowler y Johnson en el capitulo segundo) donde ¢ es un coeficiente de friccién y los
exponentes r y s deben tomar valores en el intervalo (0, 1). La generalizacién al caso

bidimensional de este tipo de leyes es la siguiente:
7 = cN®|u|"" . (5.6)
También se empleara la expresion equivalente a la anterior dada por

U= cfl/TN*s/r|7?|%*1T.
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Se recuerda que la variable N, en (5.6), representa la presion efectiva, la cual es-
tara relacionada con el flujo de agua mediante una ley de drenaje. Para la deduccion
de una ley de drenaje relativa al caso bidimensional nos basaremos, al igual que se
hizo para la deducciéon de la ley de drenaje del modelo de Fowler y Johnson, en la
teoria de drenaje unidimensional propuesta por Fowler y Walder. Se recuerda, que
segtn dicha teoria, la relacién entre la presién efectiva y el flujo de agua es del tipo:
N = éQ /", donde n era el exponente de la ley de flujo no lineal de Glen, ¢ era una
constante que media la cohesion de los sedimentos que constituyen la base y en la

que destaca la relacién inversamente proporcional entre Q) y N.

El flujo de agua () tiene la misma direccion, pero sentido opuesto al del gradiente
de la fuerza ejercida por el agua y ademas, se considera que dicho flujo de agua es
proporcional al cuadrado del gradiente hidraulico (véase [50]). La fuerza ejercida por
el agua viene dada por la expresion, p,, + pwg2p, donde p,, es la densidad del agua y
Pw s la presion del agua. El gradiente hidraulico, en el caso unidimensional (donde

s6lo se considera la direccion principal de flujo), vendria dado por

oo Opw 0%
T or P9y

Si se sustituye en (5.7) la presién de agua p,, por su expresién en funcién de la

(5.7)

presion efectiva N y la presion de la carga de hielo p;, es decir, p, = p; — N y se
supone (3 = 0, segun lo cual serfa licito aproximar el término —0dz,/dz por sen([3),
se llega a la expresiéon

d(p; — N) ON  Op;

o= S T + puwgsen(f) = 9 D + pwgsen(s). (5.8)
Como p; = p;gh, entonces
ON oh
¢ = o Pigh% + pwgsen(3).

La generalizacion natural de la expresion anterior al caso bidimensional conduce a

la siguiente expresion para el vector gradiente hidraulico,
¢ = VN — p;gVh + py gsen(5)Z. (5.9)

De este modo, el vector flujo de agua queda definido por la expresion,

- c\"
a- (%)
<

= (N) IVN — pigVh + pygsen(B)Z] (VN — pigVh + pygsen(B)T) .

3| 6= (5.10)

Noétese que (5.10) representa una ley de Darcy no lineal para el flujo de agua en

términos de la presion y del gradiente hidraulico.
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Observacion 5.2. Para obtener a partir de (5.10), la expresion

Q= (%) IVN + pigsen(a)z| (VN + p;gsen(a)Z),
presentada en la deduccion de la ley de drenaje del modelo de Fowler y Johnson
(capitulo sequndo), se ha razonar como sigue: se parte de la expresion del espesor
de hielo en funcion de z; y z, es decir, h = z; — z,. Entonces, al tomar gradientes
en la expresion anterior, se tiene que Vh = Vz; — Vz,. Si se supone que [ =~
(base practicamente plana), podemos utilizar la aproximacion —Vz, ~ sen(3)Z
andlogamente, suponiendo que o = 0, se puede considerar que —Vz; ~ sen(a)Z,
siendo « el dngulo que forma la superficie del manto de hielo con la horizontal. De

este modo, se consigue la siguiente expresion para el gradiente del espesor de hielo,
—Vh = (sen(a) — sen(f)) 7.

En el modelo propuesto por Fowler y Johnson, se supuso que la base era prdcti-
camente plana y por tanto, consideraron el limite 3 — 0. Bajo las suposiciones
anteriores, se tiene que el gradiente hidrdulico y el vector flujo de agua vendrian
dados, respectivamente, por las expresiones consideradas por Fowler y Johnson, es
decir,

—

¢ = VN + pigsen(o) Z,

. " - - c\" . -
Q= <N) ¢ld = (N> VN + pigsen(a)Z| (VN + pigsen(a)T) .

Para deducir una ecuacion que exprese la conservacion del flujo de agua en el caso
bidimensional, ha de considerarse la expresién del balance térmico basal en forma
vectorial (generalizacién natural de la expresién unidimensional), es decir, G+7-i—q,
donde G es el flujo de calor geotérmico, 7-u representa el calor de friccién (disipacién
viscosa de la energia mecanica) y ¢ consiste en una parametrizacion de los términos
de enfriamiento conductivo y convectivo. La parametrizacion considerada para el

término de enfriamiento ¢ serd la siguiente

kAT 2 picpk V2 ~11/2
= — — —_— AT A1
o= 20 () (29h) japrar, (5.11)

donde el primer cociente representa el enfriamiento conductivo y el segundo, el con-
vectivo. Esta expresion es una generalizacion de la version unidimensional obtenida
mediante la aplicacion de una teoria de capa limite térmica que describe el flujo de
calor desde la base hacia la masa de hielo situada inmediatamente por encima de la

capa limite térmica (véase [49]).
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El exceso de calor producido en la base, dado por G+ 74 — g, origina una velocidad

de derretimiento del hielo dada por
(G+7-1—q)/puL

donde L es el calor latente del hielo y p,, la densidad del agua. Si el agua basal
resultante es distribuida a través de los canales de un sistema basal de drenaje,

entonces el flujo de agua a través de los canales varia segtin la expresion

(G+T-1d—q)wg
puwlL

V-Q= : (5.12)

donde wy es la distancia media entre canales.

Considerando las ecuaciones (5.2), (5.3), (5.6), (5.10) (5.11) y (5.12), se tiene el
siguiente sistema de ecuaciones dimensionales para el modelo totalmente bidimen-

sional:

(

V- (hil) = 0,

ml
I

pigh(sen(8) — Vh),

5.1.2. Las ecuaciones basicas del modelo.

Una vez que se tiene el sistema de ecuaciones dimensionales (S;), se procede a
la obtencion de las ecuaciones adimensionales. El proceso de adimensionalizacion
en este caso sera similar al realizado en la adimensionalizacién de las ecuaciones

dimensionales del modelo de Fowler y Johnson.

Las escalas que se consideraran en el caso bidimensional son las siguientes:

[z] ~ 1 [yl ~d, [n] ~h,
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=t} fl=0I(5), =l =l 61y

[le] = [3”} = ;:dL[THUH], [@i] = (ﬁ) (pig@) o lal = [y,

y los parametros que aparecen como resultado del proceso de adimensionalizacién

son: e = sen(f)] d A 1/2
T il - [n =7 7 (p@-g[h]) ’
= M—T P i ,Oicpk: 1/2£
o (][] [wy] a (ﬁ) (l[u]) il (5.14)

Segun datos obtenidos en mediciones realizadas en el dominio de flujo de la Siple

Coast, se tienen los siguientes valores para las escalas:
(7] = 0,15 bares, [ug] =500 ma™!, Q=1 ms,

[N] =04 bares,  [h] =1270, [=d = 1000 Km. (5.15)

Noétese, que estos valores son sélo indicativos y que en un rescalamiento local (tal
y como se hizo en el modelo de Fowler y Johnson) las escalas [ y d tomarian otros

valores!. Los valores tipicos de las constantes fisicas empleadas son los siguientes:
E=21Wm'K™", p=917Kgm™, p,=10°Kgm™3, ¢=98ms 2,

AT =30K, L=335k]Kg™', ¢,=2009]Keg 'K, G=005Wm?>
(5.16)

De los valores tipicos dados en (5.16), se deducen los de ¢, ¢ y wy. De (5.15) y de
(5.16), se deduce que la escala para el enfriamiento es [q] ~ 2,5 - 10 %bares m s~
Los valores de r y s, exponentes relativos a la reologia de Boulton y Hindmarsh
que aparecen en la ley de deslizamiento, verifican que 0 < r,s < 1. En este caso,
al igual que ya se hiciera en el modelo de Fowler y Johnson, se tomaran los valores
r = s = 1/2. El exponente n (exponente de la ley de flujo de Glen) toma el valor

tipico n = 3. Los valores paramétricos son aproximadamente:

G N sten(ﬂ)lN :]{:A—TN
T il 0:555, [h] 08, A (][] [y ] 0,551,

IEsta eleccién se fundamenta en la bisqueda del posible efecto de las componentes laterales de

los campos de velocidad y cizalla, y el de las variaciones laterales del espesor.
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d [N] )1/2 B < 2 ) (pic k;)l/QAT
§=-~1, e:< ~018-107%, o=(—2=) (> ] — ~11,17.
l pig[h] e [uy] [7]

Las variables dimensionales se expresan en funcién de las variables adimensionales,

denotadas con el superindice * para distinguirlas de las dimensionales, y de las

escalas definidas segun los balances dados en (5.13) del modo siguiente:

—

h=[hh" =hh*, Q@ =(Q),QL) = ([Q)Q], [QL]QL),

U= (uy,ur) = ([wluf, uclul), 7= (7, 72) = (7, [7L)7D), (5.17)

N = [N|N*, q=[qlq".
A continuacion, procedemos a la obtencién de las ecuaciones adimensionales del
modelo. Comenzamos con la ecuacién de conservacién de la masa de hielo, (5.2).
Sustituyendo las variables dimensionales por su expresion en funcién de las escalas
y las variables adimensionales en la ecuacion dimensional y realizando las simplifica-
ciones oportunas en funcién de los balances dados en (5.13), se obtiene la siguiente

ecuacion de conservacién de la masa del hielo, expresada en funcion de las variables

adimensionales:

(huy)s + (huy), =0, (5.18)

donde se ha omitido el superindice * en las variables adimensionales para simplificar

la notacién. De ahora en adelante seguiremos esta convencion.

Para la ecuacién de balance de fuerzas (5.3)
T = (T||7 TJ.) = ngh(sen(ﬁ) - h‘x7 _hy)7

la expresion adimensional correspondiente, expresada en componentes y obtenida
razonando del mismo modo que en el caso de la ecuacion de la conservaciéon de la

masa, es la siguiente:

(T”’(STTJ-) = (h(V - h’z)7 _671hhy) y (519)

Respecto a la ley de deslizamiento (5.6),
T=(1,7) = cNﬂﬁ\“l(uH,uL),
se tiene que la expresion adimensional correspondiente es:
(71, 6"71) = N°[(uy, 6ur )" (uy, 6uy). (5.20)
También serd considerada la siguiente expresién equivalente a (5.20)

(uy, 8ur) = (N) ™"\ (7, 877 ) |7 (7, 6770). (5.21)
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La ecuacién dimensional que expresa la ley de drenaje considerada era

I
G = ~=1dlé. (5.22)

donde 5 es el gradiente hidraulico, dado por, 5: VN — p;gVh + pygsen(5)zZ.

La ecuacion (5.22) se expresa en funcién de las variables adimensionales y los

pardmetros definidos en (5.14) del modo siguiente:

(Q,90QL) = N*”|G2Nz—hm+p—wu, 6 (€N, ~h,)| (62NZ — hy + p—wl/, 65 H(eN, — hy)> :
0; :

(2 7

(5.23)
donde el gradiente hidraulico gg, viene dado por
¢ = (eQNx — hy + p—wl/, 5§ HeN, — hy)> . (5.24)
Respecto a la ecuacién de conservacién del flujo de agua, dada por (5.12)
V.0 (G%—i"-ﬁ—q)wd7
Pl
se tiene que la ecuacion adimensional asociada es:
Qe+ (QL)y =7+ 7juy + 0" 71U — ¢ (5.25)
Por 1ltimo, la ecuacién dimensional para el enfriamiento ¢, (5.11)
kAT 2 okl @ \
o= FAT (2 (piekld)
h Nz l
tiene la siguiente expresién adimensional,
A 1/2
q = E"‘Ul(“\\?&u)‘ . (526)
En conclusién, utilizando las nueve variables adimensionales @ = (uj,u.), 7 =

—

(1, 71), @ = (Q),Q1), N, h y q el sistema de ecuaciones dado por (5.18), (5.19),
(5.20), (5.23), (5.25) y (5.26) es:
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( (), + (hu), =0,
(7, 0"71) = (h(v — hy), =07 hhy),

(T”,(VTL) = NS|(UH,5UL)|T71<UH, (5UL),
(Q1-0Q1) = 11416
1,0Q1) = 771919,

Qe+ (QL)y =7+ 7y + 0" 70 —q,

A
\ q= ﬁ +O"(UH,(5UL)|1/2.

donde ¢ estd definido por (5.24). Al igual que ocurria en el modelo de Fowler y
Johnson, en el que el sistema (Sr) era reducible al sistema de tres ecuaciones (SR),
en este caso, se vera que el sistema (S,) puede ser reducido a un sistema acoplado
de dos ecuaciones elipticas para las variables escalares N = N(z,y) y h = h(x,y).
Para ello se argumenta como sigue.

5.2. El sistema eliptico para el espesor y la pre-

sion efectiva.

Para conseguir informacion acerca de la estructura de las ecuaciones diferenciales
(5.18) y (5.25) del sistema (S,) y asi, proceder a su clasificacién, haremos uso del
conocimiento adquirido en el estudio del modelo multivoco, asi como de las técnicas,
formulaciones y formalismos, introducidos en el capitulo tercero, es decir, adecua-
dos para el anédlisis mateméatico (aplicacién del método de energia, por ejemplo).
Comenzaremos deduciendo el sistema acoplado equivalente a (S,), consistente en
dos ecuaciones de tipo eliptico para las variables N = N(z,y) y h = h(z,y).

Se comenzara estudiando la ecuacién de conservacion de la masa (S,)1:

(huH)x = —(hul)y.

El campo de velocidades esta definido por las componentes (véase (5.21))

(ulla duy) = Nﬁs/T‘(T”, 5TTJ_)|(1/T)*1(7_”7 5L,



190 Capitulo 5. EI Sistema eliptico.

donde el campo de fuerzas de cizalla viene dado por las componentes

(1),0"71) = <h(V — ha), —%> :

luego

(1/r)—1
o) = N7 | (= )| (i, 15 ).

Es decir, las componentes del campo de velocidades vienen dadas por las siguientes
identidades:

1—r

u = N—s/T [(h(l/ — hx))2 + (%) ] r h(V — hx),

1—7r

Suy = —N~—°" [(h(u — hy))? + (%)1 ) (%) .

Sacando en las expresiones anteriores factor comun h'/", resulta que

1—r

21 2r
u = N—=s/TpT [(V — hw)Q + (%) ] (V — hm),

2| 2r
du, = —N"/TpM" [(V — hy)’ + (%) ] <%) )

5.2.1. Ecuacion de conservacion de la masa.

A partir de las relaciones anteriores, la ecuacion de conservacién de la masa de hielo
puede ser expresada de forma mas general, en términos de h y de N como sigue

1—1r

2| 2r
Ns/mp /1 [(V — he)® + <%> ] (v—"hg)| +

xT

1

2] =
+ | N8/ [(V —h)? + (%) ] (%) = 0. (5.27)

y
La ecuacién (5.27) es una ecuacién eliptica, degenerada, en la variable h. Esta
ecuacion esta acoplada con N a través del coeficiente de difusién. Para evitar una
posible singularidad del flujo de agua @ (es decir, que Q — o) cuando N — 0
(condicién de flotacién) se sustituye N por N + N (N a 0,05 bares, véase [53]).



5.2. El sistema eliptico para el espesor y la presion efectiva. 191

Esto hara posible realizar un analisis formal del sistema acoplado siempre que N
sea una solucién (débil) positiva y acotada de la ecuacién de conservacién del flu-
jo de agua. Nétese, que a simple vista, la ecuacién (5.27) parece no depender del
pardmetro €, pero sin embargo, de (5.23) y de (5.24) se deduce que si existe tal
dependencia (a través de la variable N). Este hecho sugiere el empleo de un argu-
mento de homogeneizacién para el estudio formal de la ecuacién (5.27). Dejaremos
la utilizacién de este tipo de argumento para investigaciones futuras. En lo sucesivo,
con el objeto de simplificar la exposicién, para denotar a la presiéon efectiva, dada
por N + N, utilizaremos la notacién N := N + N.

Ahora, consideraremos la ecuacién (Sg)s

Q)  0Q.
ox * dy

_ r41
—'Y+T||U||+5 TIU] —(q.
La expresiéon del término de disipacién viscosa es
T _ r+1
(7‘”,5 TJ_)-(UH,(SUL)—THUH—G—(S TIU] .

Como

2 2r
T| = h(l/ — hx), u| = Nﬁs/rhl/r [(V — hx)2 + (%) ] (l/ — hz),

2| 2r
0'T = —%, y Ouy = —N""hUT [(u — hy)? + (%) ] (%) ;

se tienen las relaciones

T|u| = N/ p/m+ [(V - hw)Q + (——) ] (l/ — hx)z (5.28)

1—7r

r+1 —s/rp (1/r)+1 2 hy i hy ’
0" riuy = N"¥"h (v—hg)" + 5 5 ) (5.29)

Utilizando la expresién adimensional del vector gradiente hidraulico, (5.24),

—

¢ = (—h LN 4Py, M)

y la ley de drenaje (S, )s, se obtiene la identidad

0Q) 00

ox dy
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1/2
1 w \> [ —hy+ NN\ w»

=== —he+ N, + 220) 4 Ty ey —hy + &N, + 2y

N7 Pi 0 Pi

1/2
1 w \> [ —hy+ N\
+ (W) [(—hx+e2Nx+/;—iu> + (%) ] (=hy + €N,)

Por otro lado, de (5.28) y de (5.29), se deduce que el término de balance térmico

Y

viene dado por

v+ Ty + SHriu, —qg=

h 2
v 4 N7 () — h,)? (—%) (v — hy)*+

A 2| 2r h 2
FNTTRAOF N () — h,)? (——y> (—y> —q,

identidad que puede ser escrita de la forma (mds compacta) siguiente:

h‘y
<I/ — hx, F)

La expresion del enfriamiento ¢ en funcién de las variables h y N puede obtenerse

(1/r)+1

Y+ T+ 5T+1TJ_uJ_ —qg=7+ N—8/mp /)1 .

sin mas que tener en cuenta que
(ulla 5UJ_) = N_S/T‘(T”, (5TTJ_)|(1/7‘)—1(7_”’ 5T7—J_),

de donde
1 2 —S T T r T
[(uy, 6u )72 = N2 |(ry, 6770) |2 (7, 6770

hy
(V - h‘I? ?) ' )

hy
(%)

hy
(I/ — hx, F)

Como

(7, 0"7L)| = h

se tiene que

|(U||,5UJ_)}1/2 _ N—s/?rhl/Qr

y por tanto

A 1/2 A —s/2r1,1/2r VR
q:E—l—al(uH,(Sulﬂ :E—G—UN h

xT
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5.2.2. Ecuacién de conservacion para la presion efectiva.

De los céalculos anteriores, se deduce la siguiente expresion para la conservacién del

flujo de agua en funcién de las variables h y N (conservacién de la presién efectiva):

1/2
1 w \° [ —hy+ENN w
(—n> (—hx + N, + p—u) + ($> (—h‘an +EN, + p—u) -
N Pi 9 Pi

T

1/2
1 w \> [ —hy+ €N\’
+ <—52Nn) [(_hx+€2Nm+i)_iy> +( y56 y) (=hy +€N,)| =

Yy
Dy, Iy,
(V h:m 5 ) (V — hx? 5 >

(1/r)+1 A 1/2r
A O_Nfs/thl/Qr

— oy NS/
h

(5.30)

5.2.3. Condiciones de contorno

A continuacion, se procedera a la formalizacion del problema asociado al modelo
bidimensional constituido por las ecuaciones (5.27) y (5.30). Sea Q = (0,1) x (0,1) C
IR? el cuadrado unidad que representa la regién de flujo de hielo de la Siple Coast.
Sea 0 =TyuUT, Ul UT,, la frontera de €2, donde I'y denota el ice divide, I'; y
I, denotan las fronteras laterales y T',,, el margen. Las ecuaciones (5.27) y (5.30)
son dos ecuaciones en derivadas parciales elipticas no lineales y estan fuertemente
acopladas. Ambas deben ser, por tanto, complementadas con unas condiciones de
contorno adecuadas en 0f). Consideraremos la prescripcién de una condicion de
simetria en el ice divide, condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneas
(condicién de flujo nulo) en las fronteras laterales y una condicién de tipo Dirichlet
no homogénea en el margen. Las consideraciones anteriores se expresan en términos

matematicos mediante las siguientes férmulas:
h, =0, N,=0, en I, hy=0, N,=0, en I;UI,
h=hn, N=Np,, en [, (5.31)

donde h,, representa un espesor de transiciéon en el margen (grounding line) y N,
0 < N,, < 1 aproxima la condicién de flotacién (N, ~ 0), localizada en la interfase
que representa la frontera de separacién entre la parte del manto de hielo que yace
sobre un lecho de sedimentos y la parte que flota sobre el agua del mar (ice-sheet /ice-

shelf transition at the grounding line)?. En la seccién siguiente, se analizaran casos

2Se trata de un problema extremadamente interesante desde el punto de vista geofisico (y

climatoldgico), tal y como se desprende del programa WAIS. Sobre este tema, actualmente, estamos
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particulares de este problema, que resultan de distintas elecciones de valores para
los parametros v, J y €.

5.3. Mantos de hielo (Ice sheets).

En este caso, # ~ 0, por tanto tomaremos v = 0. Consideraremos ademas, que
€ # 0y que 0 # 0. Entonces, la ecuaciéon de conservaciéon de la masa (véase (5.27)),
asumiendo que v = 0, viene dada por

2| 2r
N*S/rh(l/r)Jrl [(hx)2+ (%) ] hx 4
h 2 12:
+ | AN /rp /L [(hx)2+ (%) ] h,| =0. (5.32)

y si se toma § = 1, se obtiene la siguiente ecuacion eliptica no lineal, doblemente

degenerada (ya que r € (0, 1))
V- (N—s/rh(l/T)-H|Vh‘(1/7")*1Vh> =0,

donde la degeneracién tiene lugar cuando h = 0 6 VA = 0. Como ya se mencion6 an-
teriormente, serd necesario asegurar que N 6 N + N toman valores estrictamente
positivos para evitar que el problema resulte mal planteado. Con el fin de facilitar
la exposicion de calculos y consideraciones posteriores, introduciremos los nuevos
exponentes R = 1/r y p = R+ 1. Nétese que p ~ 3 (para r ~ 1/2). Entonces

(cuando v =0 y d = 1) resulta la siguiente ecuacién de conservacién de la masa:
V- (N="hP|Vh[P"2Vh) = 0. (5.33)
Haciendo uso de la bien conocida férmula del operador p-Laplaciano
A =V - ([VA™P2VR™) = mm|P2V - (Re~ D= | R[P2Vh) (5.34)

(cuando p = 2 se recupera el operador Laplaciano) y definiendo (p — 1)(m — 1) = p,

se tiene que,

m=02p—-1)/(p—1)=2R+1)/R=2+r=~5/2.

realizando algunas colaboraciones con profesores de las universidades de Cambridge (profesores R.
Hindmarsh y H. Gudmundsson de la British Antarctic Survey) y Oxford (profesores A. Fowler y
F. Ng del Oxford Center for Industrial and Applied Mathematics)
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Obsérvense los distintos significados del subindice m, que por un lado ha sido em-
pleado para denotar las condiciones de contorno en el margen derecho, y por otro,
denota el exponente relacionado con el proceso de difusién no lineal modelado por

el operador p-Laplaciano. La ecuaciéon (5.33) puede ser escrita de la forma siguiente:
V- (N VR PTAVA™) = 0. (5.35)

Nétese que se pueden considerar las soluciones de (5.35) como los estados esta-
cionarios de un proceso de difusion lenta para el espesor, ya que m(p —1) =5 > 1
(condicién de homogeneidad positiva del operador). Ahora pasaremos a considerar

la ecuacién de conservacion del flujo de agua. Si v = 0, entonces (véase (5.30))

[ B 9 97 1/2
() [erev e (2525)] "ene o] -

/2
| —h,+ N2
oo (] o]

= Yy

h (1/r)+1 \ h 1/2r
=y N7/l <hm, Fy) = & - oNT Rl <hw, %) (5.36)
Si ademads se toma § = 1, entonces resulta la ecuacion:
1
V- KW) |-Vh+VN| (—Vh+62VN)} =
=y + N7/TRAH g R (0 % — NIRRT (5.37)

Las ecuaciones (5.35) y (5.37) se complementan con las condiciones de contorno
dadas por (5.31), en el dominio = (0,1) x (0,1) C IR?. Nétese que se pueden
considerar las soluciones de (5.37) como los estados estacionarios de un proceso de
difusién répida para la presién efectiva ya que m(p — 1) &~ —1 < 1 (condicién de

homogeneidad negativa del operador).

Soluciones especiales.

Sean v =0y 6 = 1. Es fécil comprobar (y lo haremos més adelante, una vez quede
aclarada la estructura basica de la ecuacion en términos de los distintos compor-
tamientos limites del balance de calor), que el par (b = h,,, N = N,,), es una solucién
del sistema acoplado constituido por las ecuaciones (5.35), (5.37) y las condiciones

de contorno (5.31), siempre que se verifique la condicién de compatibilidad entre los
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datos dada por la relacién: h,,, = A/~. El hecho de que la relacién anterior sea de nat-
uraleza tan restrictiva (luego, probablemente inestable a pequenas perturbaciones),
induce a preguntarse si existiran otras soluciones del sistema constituido por (5.35),
(5.37) y (5.31), que puedan ser interpretadas como estados béasicos (estacionarios)
del sistema cuando se considere el problema evolutivo naturalmente asociado. La
consideracién de un sistema de drenaje transitorio (mediante la introduccién de
una escala temporal de relajacién para el drenaje t' = §’t y los términos h; y &' Ny
en las ecuaciones elipticas) y el andlisis de la estabilidad del espesor (constante)
h., v de la presiéon efectiva, se podria desarrollar siguiendo la técnica propuesta en
[50]. Dejaremos este interesante problema para investigaciones futuras, que ya han
sido comenzadas, en colaboracion con la Universidad de Oxford y la Universidad
Politécnica de Madrid.

A continuacién, consideraremos la posible existencia de soluciones del sistema definido
por (5.35), (5.37) y (5.31) con h = h,,, pero con N variable. Es ficil ver que h = h,,
satisface la ecuacién de conservacion de la masa (5.35) y las condiciones de contorno
(5.31). Ademés, N verifica que (sustituyendo h = h,, en (5.37))

'V (NT"|VN]P2UN) =+ — = (5.38)

siendo € < 1. El problema para la presién efectiva dado por (5.38) y (5.31), resulta
ser un problema de perturbacién singular (ya que en el limite ¢ — 0, perdemos las
derivadas de orden mayor de la ecuacién), asociado a una ecuacién singular. En
efecto, se define (p — 1)(m — 1) = —n, donde n es el exponente de la ley de flujo de

Glen. Entonces m =1 —n/(p — 1) & —1/2. Utilizando la férmula
AN™ =V - (J[VNT[P2UN™) = m|m[P2V - (NP-D=D|Y NP2 N) |
se obtiene que,
et A
———— | V- ([VN"[PPVN™) =5 — —
() ¥ (7 208) = =

siendo m(p — 1) &~ —1 < 1, la homogeneidad negativa del operador de difusién

(doblemente no lineal). Introduciendo la nueva variable Z = N™ se tiene

(L> V-(IVZP?VZ) =~ - % (5.39)

m|mp=2

que puede escribirse en forma mas compacta como sigue

e A
- AL =~v— —.
(m\mw) T
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Sustituyendo p y m por los valores tipicos p ~ 3, m ~ —1/2 se deduce la ecuacion:
4 ~1/2 ~1/2 A
AV (IVNTTNT) =4 -

que en términos de la nueva variable Z es:

—4e'V - ([VZ|IVZ) = v — hi
Observacion 5.3. Ndotese que la relacion entre N y Z = N™, depende del valor
del exponente m, dado por m = 1 —n/(p — 1), donde n es el exponente de Glen
m=3)yp=1+4+R =1+ 1/r, siendo r el exponente que aparece en la ley de
deslizamiento (recuérdese que viene dada por la expresion T = u"N®). En nuestro
caso, donde asumimos los exponentes de la reologia de flujo viscoso no lineal de
Boulton e Hindmarsh, se tiene que r = 1/2 y por tanto, m = —1/2, es decir entre
N y Z existe una relacion de proporcionalidad inversa. Hacemos notar que, al no
existir consenso sobre los valores de v (y s), puede ocurrir que para valores de r
pequenos (r < 1/3) se obtengan valores de m positivos y por tanto la relacion entre

N y Z pase a ser de proporcionalidad directa.

Volvamos ahora a (5.39) expresada de la forma siguiente

-2
V- (VZvZ) = _mfmi”” ( A

et T E) = Crpearhm =C (5.40)

y complementada con las condiciones de contorno dadas en (5.31). Cuando se con-

sidera que p =~ 3 y m ~ —1/2, se deduce facilmente que
C>0, si hy>A\"7, C=0, si hn=2A/"7, C<0, si hy<A7y.

Esto se traduce en que para C' > 0, el balance de calor es positivo, mientras que
para C' < 0, el balance de calor es negativo. Si C' = 0, estamos en equilibrio térmico.
Es evidente, que el modelo asociado a las hipdtesis hechas (slab model, espesor con-
stante y base horizontal), no puede presentar variaciones térmicas longitudinales (ni
laterales) y sélo describe la respuesta en equilibrio del sistema de drenaje. Tampoco
puede representar una transiciéon polar-temperada en el régimen térmico de la base,

que viene determinado por los datos del problema.

A continuacién, buscaremos soluciones del problema dado por la ecuacién (5.39)
complementada con las condiciones de contorno, Z'(0) = 0y Z(1) = Z,, (véase(5.31)),
del tipo Z = Z(x). De ahora en adelante, la derivada de la funcién Z serd denotada

por Z', pues se supone que Z sélo depende de la variable x. La funcién Z satisface
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el problema de contorno P, definido por

(—(1z12*2) =C, Vae(0,1),

_ _ —2
| Z(1) = Z,, = N2

Nétese, que la condicién de contorno adecuada en el margen seria N,,, = 0 (condicién
de flotacién), asi que asumiremos que 0 < N,, < 1, es decir, Z,,, > 1 y por tanto
Zm > 0. El signo de C' queda determinado por el valor h = h,, (prescrito) y los

valores de los pardametros v y A, por tanto, dicho signo es a priori conocido.

A continuacion, se estudiaran propiedades cualitativas de la variable N asociada a
la solucién o soluciones, Z, del problema P, en funcion del signo del término de

balance de calor, representado por la constante C'.

Balance de calor positivo.

Lema 5.1. Sea el problema P conp > 1y Z,, > 0 . Supongamos que el término de
balance de calor, representado por la constante C (definida en (5.40)), es positivo,
es decir, C' > 0. Entonces existe una unica solucion Z de problema P definida por
la expresion:

-1

Z(z) = L=V —o2/0V] 4z Wz e (0,1).

p

Demostracion: Existencia. Se obtiene por integracién directa. Supongamos que

C > 0 (véase (5.40)) en la ecuacién del problema P. Entonces integrando en (0, x)

y utilizando la condicién de contorno, Z’(0) = 0, se tiene que
—|Z'P27 = Cz, Vaxec(0,1).

Se deduce que Z' < 0, Va € (0,1) y por tanto |Z’| = —Z' luego ha de resolverse la
ecuacion

(—Z)W' = Cz, Vae(0,1),

es decir,
7' = -Vl el -y e (0,1).

Integrando en (z, 1) y haciendo uso de la condicién de contorno Z(1) = Z,,, se tiene

que

Zo — Z(z) = ~L=Loren L P2 oo e yg e (0,1,
P p
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de donde se deduce que

-1
Z(x) = p_Cl/(pfl)[l _ Q;p/(pfl)] + Zpn, Ve (0,1).
p

Unicidad. Sean u = u(x) y v = v(z) soluciones del problema P. Entonces
(|u'|p_2u')l = (|v'|p_2v’)/.
Integrando la identidad anterior en (0, z), se tiene que
[/ [P (@) (x) — [/ [P72(0)u'(0) = [o'[P~*(2)v' () — P2 (000 (0), V€ (0,1).
Puesto que u y v son soluciones del problema P, entonces u'(0) = v'(0) = 0 y por
tanto,
WP (@) () = [P (2 (), Vo€ (0,1).
Al ser u/ <0y v <0 (por ser C' > 0), resulta que
(—u)PHz) = (=) Hz), Ve (0,1),
es decir, v/(z) = v'(x), Vo € (0,1), de donde se deduce, tras integrar en (x, 1) que
uw(l) —u(x) =v(1) —v(x), Ve (0,1).

Teniendo en cuenta que por la condicién de contorno se verifica que u(1) = v(1) =
Zm, se tiene que
u(z) =v(z), Vze(01),

y por tanto, la solucién es tnica. 0

Teorema 5.1. Sea Q@ = (0,1) x (0,1), con 02 = 'y U, UL, UT,,. Sean los
pardmetros A, v y €, los exponentes r,s € (0,1),p>1,n>1ym=1—-n/(p—1)
y las constantes h,, >0, N,, > 0, de modo que

m|mP~2 A
Se considera el problema

(V- (N~ VR PPV AT =0, en Q,

V- K%) |-Vh+€VN| (—Vh+eQVN)} = f(h,N), en

h,=0, N,=0, en Iy,

hy =0, N,=0, en IyUl,,

h=h, N=N,, en L'y,
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donde

F(h,N) =y + N=s/mpU/m+L g (/T % NS g2

Entonces, el par dado por
=1 P
(h(l‘,y),N(Zlf,y)): hm7 TC g [1_371) P ]_I—Nm ’ (.’L’,y) EQa

es solucion del problema (SE).

Demostracién: En las hipotesis del teorema y a partir del lema 5.1, se tiene que

si el espesor toma el valor constante h = h,, y se verifica que C' > 0, entonces

—1
Z(x) = p—C’l/(p’l)[l — 2P/ V) 1 7, Vo e (0,1),
p

es solucion del problema P. Como Z = N™, en particular, resulta que la presion
efectiva N, viene dada por la expresion
1/m

-1
N(z) = pTCl/(p_l)[]_ — P/~ V] 4 N :

Va € (0,1), tal que Z(x) # 0, obteniéndose por tanto la tesis del teorema. B

Observacion 5.4. Notese que la solucion no depende de la coordenada transversal
y, es decir, solo depende de la longitudinal x. Esto sugiere perturbar h en el margen
y analizar la respuesta del sistema en términos de un desarrollo de las soluciones

del sistema eliptico. Dejaremos tales consideraciones para investigaciones futuras.

Observacion 5.5. Notese que el teorema anterior no afirma la unicidad de solucion
del problema (SE) en las hipdtesis consideradas. Este problema queda abierto para
futuras investigaciones. Del teorema se deduce que existe una unica posible respuesta

(distribucion) del sistema de drenaje si el espesor es constante (slab model ).

Observacion 5.6. Utilizando los valores tipicos h,, ~ 1, v ~ 0,555, A ~ 0,551,
e~0,18-1072, n~3 yr~0,, se tiene que p~ 3, m~ —1/2 y C ~ 0,9525 - 10'2,
resulta la siguiente expresion explicita para la presion efectiva:

9

N(z) = 7
[2C7/2(1 — 23/2) + 3N]

Ve (0,1),

que representamos en la figura 5.1. Notese, que si N,, > 0, la funcion N es contin-
ua en el intervalo (0,1), sin embargo, los valores paramétricos utilizados muestran
la existencia de una capa limite en el margen derecho. Por otra parte, si N,, = 0

(condicion de flotacion) entonces la presion efectiva es singular en el margen dere-
cho.
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8e-09 +

6e-09

4e-09

2e-09 -

X

Figura 5.1: Presién efectiva para C' = 0,9525 - 10'2 > 0 y Z,,, = 10*. Nétese la capa

limite en el margen derecho (grounding line) donde NV, = AT Z-2=107"%.

El teorema anterior tiene una interesante explicacién fisico-matemaética. En efecto,
en las hipdtesis consideradas dicho teorema afirma la existencia de (al menos) una
solucién del problema sin variaciones en la direcciéon transversal al flujo principal.
Ademas, el espesor es constante (slab model) e igual a h,,. En consecuencia, no hay
movimiento. Recuérdese que, para los mantos de hielo, v = 0, luego el movimiento
viene provocado por las pendientes del perfil de la masa considerada. Como no
existe movimiento, no hay disipacién viscosa de la energia mecdnica (ya que se
debe a éste), ni enfriamiento convectivo. El balance de calor es constante y positivo
y, para los valores de espesor considerados, la base es temperada (excepto en el
margen izquierdo (divide)). En esta situacién de equilibrio mecdnico, la respuesta
del sistema hidraulico es lineal en la componente longitudinal del flujo de agua. En

efecto, utilizando las ecuaciones del sistema (S,) se deduce la siguiente expresion:

C1/e-1)

m

Q) = (N(1)™"|N,(1)|No(1))ar = — (€4N2_n

) z,  (541)

luego Q(z) > 0 para x € (0,1) y @(0) = 0. Los valores maximos del flujo de agua
y de la presion efectiva se alcanzan en el margen derecho. El gradiente hidraulico,
que se concentra en una capa limite (donde crece rapidamente), también alcanza su
maximo en esta zona. Creemos que este comportamiento, que aparece en el frente,
puede ser el previo al colapso del sistema de drenaje. Los canales estan abiertos en
todo el dominio, pero la presion se concentra en la regién de transiciéon denominada
en la bibliografia ice sheet-ice shelf transition region (grounding line). Se trataria
por tanto del mecanismo de inestabilidad en el frente buscado en este proceso de

modelado.
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Nétese finalmente que (5.41) tiene significado fisico (@ > 0) sélo si m < 0. Pero se

tiene que (por definicién)

n n
—1—-—=1-
p— 7 nr,

m=1-—

luego m < 0 sélo si nr > 1, lo que es consistente con los resultados tedricos y
experimentales obtenidos por distintos autores (véanse [46] y [53], por ejemplo).
Nuestro criterio proporciona, ademas, una cota superior para los valores de r con
respecto al exponente de Glen: r > 1/n es decir, una relacién entre la reologia de

Boulton-Hindmarsh y la ley de flujo no lineal de Glen.

Balance de calor negativo.

Lema 5.2. Sea el problema P con p > 1. Supongamos que el término de balance de
calor, representado por la constante C' es negativo, es decir, C' < 0. Entonces existe

una unica solucion Z de problema P definida por la expresion:

-1
Z(z) = ?’T(—o)l/@—ﬂ[mp/@—ﬂ 1]+ Zpn, Yz e(0,1).

Demostracion: Existencia. Supongamos que C' < 0 en la ecuacién del problema
P. Entonces, integrando en (0, z) y utilizando la condicién de contorno Z’(0) = 0,
se tiene que

—|Z'|P27 = Cx, Yz e (0,1).

De esto se deduce que Z’ > 0, Vo € (0,1) y por tanto |Z'| = Z’, luego ha de

resolverse la ecuacion
(Z')P~t = —Cu, Vz e (0,1),

es decir,
7' = (=) =g/ (p=1), Ve (0,1).
Integrando en (z, 1) y haciendo uso de la condicién de contorno Z(1) = Z,,, se tiene

que

—1 —1
Zom — Z(x) = 19T<_C)1/<p1> _ 177(_(;)1/@1):613/@1)’ vz e (0,1),

de donde se deduce que

1
Z(z) = pT(—C)l/@—” 20D 1]+ Z,.,  Yaxe(0,1)
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Unicidad. Sean u = u(x) y v = v(x) soluciones del problema P. Entonces
(I |P=2d) = (0]~
Integrando la identidad anterior en (0, z), se tiene que
[/ P72 (2)d () = [/ P72 (0)0 (0) = [P (@) (2) — [0'[P72(0)0'(0), V€ (0,1).
Al ser u y v soluciones del problema P, entonces u/(0) = v/(0) = 0 y por tanto,
W/ [P (@) () = PR ()0 (@), Ve e (0,1).
Puesto que v/ > 0 y v' > 0 (por ser C' < 0), resulta que
(W) z) = ()P z),  VYee(01),
es decir, u/(x) = v'(x), Va € (0,1), de donde se deduce, tras integrar en (x, 1) que
u(l) —u(z) =v(1) —v(z), Ve (0,1).

Teniendo en cuenta que por la condicién de contorno, se verifica que u(1) = v(1) =
Zm, se tiene que
u(z) = v(x), Vz e (0,1),

y por tanto la solucion es tnica.

O

Teorema 5.2. Sea Q@ = (0,1) x (0,1), con 0Q = I'yUT, UL, UT,,. Sean los
pardmetros A\, v y €, los exponentes r,s € (0,1), p>1, n>1ym=1—-n/(p—1)
y las constantes hy, >0, N, > 0, de modo que

p—2
c— _mmP” (7_1) <0

I B,
Se considera el problema

;

V- (N~ VR PPV AT =0, en Q,
V- K%) |-Vh + EVN| (—Vh+e2VN)] = f(h,N), en Q,

h,=0, N,=0, en Iy,

hy =0, N,=0, en IyUl,,

h=h, N=N,, en L'y,
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donde
f(h N) =7+ N*S/Th(l/T)JFl |Vh‘(1/7")+1 _ é _ O_Nfs/thl/%“ ‘Vh’1/2T
J h .
Entonces, el par dado por

. 1/m
(h(z,y), N(x,y)) = (hm, [pTl(—C)I/(pl)[xp/(pl) -1+ Nnnf] > , (z,y) €9,

es solucion del problema (SE).

Demostracién: En las hipotesis del teorema y a partir del lema 5.2, se tiene que
si el espesor toma el valor constante h = h,, y se verifica que C' < 0, entonces,

—1
Z(z) = 7’T<—0)l/@—1>[xp/<?—l> 1]+ Zpn, Yz e(0,1)

es solucion del problema P. Como Z = N™, en particular, resulta que la presion
efectiva N, viene dada por la expresion

1 1/m
N(z) = |2 . (—C)Y@-Dp/e-1) _ 1] 4 N™|

en z € (0,1) tal que Z(x) # 0, obteniéndose por tanto la tesis del teorema. (]

Observacion 5.7. Notese que la solucion no depende de la coordenada transversal,

y, es decir, solo depende de la longitudinal x.

Observacion 5.8. Ndtese que el teorema anterior no afirma la unicidad de solucion
del problema (SE) en las hipdtesis consideradas. Este problema queda abierto para

1mvestigaciones futuras.

Observacién 5.9. Utilizando los valores tipicos h,, ~ 0,8, v = 0,555, A ~ 0,551,
e~0,18-1073 n~3 yr~0,5, se tiene que p~ 3, m~ —1/2 yC ~ —0,318- 10,
resulta la siguiente expresion explicita para la presion efectiva:

9
N(-T) = [2(—0)1/2(1‘3/2 _ 1) n 3N$]27 Ve (0, 1).

Notese que el denominador que aparece en la expresion de N(x) se anula para el

valor de x dado por

p/(p—1)
T = (1 — L(_C)—l/(p—l)zm) ’
p—1

y se deduce que x € [0,1] siempre que
—1
0< Z, <2 (oW = g, (5.42)
p
Por tanto, si se verifica (5.42), la presion efectiva, N, presenta una singularidad en
(0,1), de lo contrario, es una funcion continua en dicho intervalo. En la figura 5.2,

aparecen representados ambos casos.
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1.6e-16 - 5e-06 -
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Figura 5.2: Para la obtencién de la figura de la izquierda se ha utilizado N,,, ~ 10716,
es decir, Z,, ~ 10%. Puesto que C ~ —0,318 - 10" y Z¢ = [(p — 1)/p](=C)Y/ P~V =~
0,376-107, al ser Z,,, ~ 10® > 0,376-107, no se da singularidad. Para la obtencién de
la figura de la derecha se ha utilizado N,, ~ 10712, es decir, Z,, ~ 10%. En este caso,
como 10° ~ Z,, < Z¢ ~ 0,376 - 107, N(x) presenta una singularidad en el intervalo
(0,1).

Balance de calor nulo.

En tal caso se da la condicién de compatibilidad v = A/h,, v (h(z,y), N(z,y)) =

(A, Nim) es solucién del sistema. En efecto,

Lema 5.3. Sea el problema P, con p > 1. Supongamos que el término de balance
de calor, representado por la constante C' es nulo, es decir, C' = 0 (véase (5.40)).

Entonces existe una inica solucion para el problema P, dada por Z(x) = Z,,, Vx €

[0, 1].

Demostracién: Supongamos que C' = 0. Integrando en (0, z) y utilizando la condi-
cién de contorno de tipo Neumann homogénea Z' = 0, se tiene que
—|Z'P27 =,

donde 0 € IR es una constante arbitraria.

1. Si 6 > 0 entonces , Z' < 0, por tanto |Z'| = —Z' y tenemos que resolver la
ecuacion
-2y =0,
es decir,
7! — gt/ p=1)

Integrando en (z, 1) y utilizando la condicién de contorno Z(1) = Z,,, > 0, se

tiene que

T — Z(x) = =Y/ ®~D L gVr=Dg v € (0,1),
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de donde se deduce que
Z(x) = 0YC V1 -2+ Z,,, Vaec(0,1).
Utilizando la segunda condicién de contorno, Z’(0) = 0, se tiene que § = 0, y
en consecuencia, la tesis.
2. Si # <0, entonces Z' > 0, por tanto |Z'| = Z' y tenemos que resolver

_<Zl)p71 = 97

es decir,
! — (_9)1/(1971)'

Integrando en (z, 1) y utilizando la condicién de contorno Z(1) = Z,,, > 0, se

tiene que
T — Z(x) = (=)D ()Y e-Vg Yz e (0,1),
de donde se deduce que
Z(z) = (-0)Y* V[ -1+ 2, VYze(01).

Utilizando la segunda condicién de contorno, Z’(0) = 0, se tiene que § =0, y

1 is.
por tanto, la tesis O

Teorema 5.3. Sea Q = (0,1) x (0,1), con 02 = Ty UL, UL, UT,,. Sean los
pardmetros \, vy y €, los exponentes r,s € (0,1), p>1,n>1ym=1—n/(p—1)

y las constantes h,, > 0, N, > 0, de modo que

m|mP~2 A
C:——€4 (7—E>:0-

Se considera el problema

;

V- (N~ VR PPV AT =0, en Q,
V- K%) |-Vh + EVN| (—Vh+e2VN)] = f(h,N), en Q,

Y h,=0, N,=0, en Ty,

hy =0, N,=0, en IyUl,,

h=h, N=N,, en L'y,
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A
donde f(h, N) =~ + N—s/mpl/n)+1 |Vh|(1/7")+1 -5 o N-5/2rpi/2r |Vh|1/2r.

Entonces, eziste (al menos) una solucion del problema (SE), definida por
(h(z,y), N(x,y)) = (hm, Nm), Y (z,y) € Q.

Demostracion: En las hipotesis del teorema y a partir del lema 5.3, se tiene que si
el espesor toma el valor constante h = h,,, y se verifica que C' = 0, entonces la tnica
solucién del problema P viene dada por Z(z) = Z,,, Vz € [0,1]. Como Z = N™,
en particular, resulta que la presién efectiva N, viene dada por N(z,y) = N,

V(z,y) €. —
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Capitulo 6
Conclusiones

En este capitulo y a modo de balance final de la tesis doctoral, se resumen y ordenan
las conclusiones que se pueden extraer de los resultados obtenidos en los distintos

capitulos de la memoria.

Conclusiones relativas al modelo de Fowler y Johnson

Se puede concluir que el modelo de Fowler y Johnson se muestra cualitativamente
coherente con los fenémenos observados en la Siple Coast aunque evidencia impor-

tantes limitaciones:

= Los resultados no son muy precisos desde el punto de vista cuantitativo.

= Los resultados muestran que muy probablemente las soluciones no sean clasicas,
sino débiles y, por lo tanto, el método de diferencias finitas no sea el mas ade-

cuado para resolver el modelo.

= Se ha observado que los resultados que se obtienen varian notablemente en

funcién de los datos iniciales y de los valores paramétricos prescritos.

= También se observa que con ciertos valores paramétricos, con los cuales se
generan corrientes, el flujo () toma en ciertos nodos valores negativos. Esto
significa que pueden obtenerse soluciones no fisicamente admisibles (Q(z,y) <
0), va que @ representa el flujo de agua y por tanto sélo tienen sentido fisico

soluciones no negativas.

» Otra de las limitaciones (de cardcter fisico) que se ha detectado en el modelo

consiste en no considerar las variaciones del espesor de hielo h respecto de la

209
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coordenada transversal y, y en consecuencia, tampoco tenerla en cuenta para
7. Este hecho hace que con las soluciones obtenidas al resolver el modelo de
Fowler y Johnson no se simule adecuadamente el efecto de los fuertes gradientes

de cizalla en la direccién transversal.

Conclusiones relativas al modelo multivoco

El hecho de que con el modelo de Fowler y Johnson se puedan obtener valores
de flujo negativo sugiere una reformulacién del modelo en términos de operadores
multivocos, segin la cual, s6lo se considerarian soluciones fisicamente admisibles, es
decir, no negativas (Q(x,y) > 0). El andlisis matemadtico del nuevo modelo concluye

lo siguiente:

» Existe (al menos) una solucién del sistema de ecuaciones (5), que describe el
modelo multivoco. Aunque ha sido demostrada la unicidad de soluciéon para
cada uno de los problemas (S;), asociados al esquema de desacoplamiento
iterativo, la unicidad de solucién para el problema limite, es decir, (S), queda

pendiente, dado su alto grado de complejidad, para estudios y andlisis futuros.

» La regularidad de las soluciones del sistema (S), obtenida mediante el anélisis
matematico, permite deducir interesantes propiedades de las magnitudes fisicas

que intervienen en el modelo, las cuales recordamos brevemente a continuacién.

El flujo de agua, es una variable no negativa y acotada que es continua respec-
to de la coordenada longitudinal, pero que puede presentar discontinuidades
respecto de la coordenada transversal. El espesor de hielo es una funcién con-
tinua, positiva, decreciente y solo depende de la variable longitudinal, ¢. Su
pendiente estd acotada. La variable £, velocidad acumulada, es una funcién
continua, positiva y monotona creciente respecto de la coordenada longitudi-
nal. La cizalla (esfuerzos viscosos), es una funcién que sélo varia en la direccién
principal de flujo, es positiva y acotada. La parte del término de balance de
calor que sé6lo depende de la coordenada longitudinal, y que engloba al flujo
de calor geotérmico y al enfriamiento conductivo, es un término continuo y
decreciente. Su signo dependera de los valores de los pardametros v, ¢ y del
valor prescrito para el espesor de hielo en el ice divide. La parte del término
de balance de calor, que depende de ambas coordenadas (la longitudinal y la
transversal) y que engloba al calor de friccion (disipacién viscosa) y al enfri-
amiento convectivo, es un término acotado y sin signo predefinido. Hacemos

notar que una de las diferencias fundamentales entre las zonas de flujo rapido
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y las de lento, radica, precisamente, en el valor de los términos de enfriamiento

convectivo y calor de friccion.

= La variedad de técnicas y resultados de analisis funcional que han sido em-
pleados a lo largo del capitulo tercero para el tratamiento de problemas de
obstaculo y e.d.p.’s, constituyen un marco general en el cual analizar los dis-
tintos problemas y modelos que han aparecido y estan siendo desarrollados en
varios centros de investigacién nacionales y extranjeros. La dificultad principal
radica en el modelado, analisis y descripcién de las fronteras libres asociadas
a los problemas que nacen en el contexto de la glaciologia. El estudio de las
interfases (hielo/atmdsfera, hielo/sedimentos, hielo/océano) marca un hito en
el acoplamiento de los modelos que describen la dindmica de las grandes masas
de hielo polar y su interaccién con el clima de la Tierra.

Para la resolucion numérica del modelo multivoco se han utilizado cuatro métodos
distintos: Gauss-Seidel con proyeccion, un algoritmo de dualidad con un multipli-
cador, un algoritmo de dualidad con un multiplicador ensamblado con el método
de Newton y un algoritmo de dualidad con dos multiplicadores. De los resultados

obtenidos se puede concluir lo siguiente:

= [Los resultados numéricos muestran que el modelo considerado permite repro-
ducir cualitativa y cuantitativamente de forma satisfactoria el fenémeno de las
corrientes de hielo rapidas (ice streams) de la Siple Coast. En los resultados
mostrados en el capitulo 4 se aprecia claramente la existencia de una zona de
colapso del sistema de drenaje, localizada aproximadamente en el kilémetro
470 en la direccién principal de flujo, a partir de la cual se produce la gen-
eracion de las corrientes. También se ha constatado que la zona de inicio de las
corrientes depende criticamente de los valores paramétricos v (calor geotérmico
escalado) y ¢ (enfriamiento conductivo escalado).

= Los resultados que aparecen en las figuras 4.2 y 4.3 relativas a Q, v y T,
ilustran la existencia de oscilaciones transversales en el flujo de agua y en
el campo de velocidades, debidas al balance de fuerzas (4.18), y a la ley de
deslizamiento (4.18),, pues para un mismo valor de la cizalla, 7, son posibles
los dos regimenes de flujo: el lento, en el cual los valores del flujo de agua, @,
y de la velocidad, u, son pequenos, y el rapido, para el cual, tanto () como u,
toman valores elevados.

= En los resultados obtenidos para la cizalla 7, se aprecia la existencia de una

gran pendiente (gradiente) en la zona de colapso del sistema de drenaje, que
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quiza sea responsable, entre otros factores, de la transicién de un régimen de
flujo lento (localizado antes de llegar a la zona de colapso) a un régimen de
flujo répido (localizado en la zona posterior a la de colapso), hecho que refleja
la existencia de un mecanismo de inestabilidad en la direccién principal de

flujo.

En la figura 4.4, correspondiente a la presién efectiva (medida en bares), se
aprecia como a partir del lugar, en el cual los sedimentos saturados con agua
se congelan y se produce el colapso del sistema de drenaje, surgen unas zonas
en las cuales se abren canales (serdan las zonas donde aparecen las corrientes)

y otras en las que se cierran.

En la zona de colapso del sistema de drenaje, los valores del flujo de agua
son practicamente nulos y sin aparentes oscilaciones. Las oscilaciones iniciales
del flujo de agua en el ice divide (t=0), prescritas en el dato inicial @)y, son
homogeneizadas casi en su totalidad en la zona inmediatamente anterior a la
de colapso del sistema de drenaje. Sin embargo, en la zona previa a la de
colapso, oscilaciones del orden de 107!2, son suficientes para que se manifi-
este el fenomeno. Este hecho ilustra el grado de sensibilidad del mecanismo a

pequenas variaciones de los datos y valores paramétricos.

Por otro lado, el hecho de que aparezca una unica corriente dominante so-
bre el resto contrasta y valida, en cierto modo, la conjetura mencionada en
algunas de las recientes teorias que cuentan con mayor aceptaciéon por parte
de la comunidad cientifica (mencionadas en el capitulo primero), acerca de la
competencia existente entre las corrientes. La conjetura a la que se hace ref-
erencia consiste en explicar la inactividad de la corriente C', frente a la gran
actividad de la B mediante un fenémeno denominado en la bibliografia water
piracy, consistente, basicamente, en la apropiacién por parte de la corriente B

del agua basal existente en corrientes adyacentes.

Del analisis de los resultados relativos al balance entre calentamiento basal
y enfriamiento basal se deduce la existencia de una correspondencia entre la
zona en la cual se produce un cambio de signo del balance, pasando de valores
negativos a positivos y la zona de inicio de la corriente B o de Whillans. Este
hecho es justificable fisicamente, ya que, por un lado, el aumento de la tem-
peratura basal puede hacer que el hielo de la base alcance su temperatura de
fusiéon a la presion local y en consecuencia aparezca agua en la base, aumen-
tando el valor del flujo basal de agua y el de la velocidad del hielo debido al

efecto lubricante del agua. Por otro lado, al aumentar la velocidad, aumenta
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la disipacién viscosa (calor de friccién, representado por el término 7u) y en

consecuencia crece el valor de la temperatura basal.

= El analisis de los resultados obtenidos a lo largo de dos secciones longitudinales
(una segiin una corriente rapida y otra segiin una corriente lenta) confirma las
relaciones multivocas que existen entre algunas de las variables. Estas rela-
ciones multivocas ilustran la existencia de un avance rapido de masas de hielo
en la direcciéon principal de flujo, en la seccién en la que, tras pasar por la zona

de colapso del sistema de drenaje, surge una corriente de hielo rapida.

= En cuanto a comparacién de los resultados obtenidos por los diferentes méto-
dos, cabe senalar, en primer lugar, que la diferencia entre los resultados obtenidos
con cada uno de ellos es muy pequena, lo cual es un indicador mas de la bondad
de los resultados. Conviene, en cualquier caso, hacer las siguientes considera-

clones:

e Cuando se utiliza un método de dualidad y el aspecto de la solucién no
es conocido a priori, el problema se resuelve primero por el método de
Gauss Seidel con proyecciéon, que no depende de parametros asociados a
la computacion, para saber de que naturaleza es el resultado. Una vez
conocido el aspecto de la solucién, el valor del parametro se varia hasta
conseguir un valor para el cual el resultado sea tanto cualitativa como
cuantitativamente similar al obtenido mediante Gauss Seidel. El valor
del parametro también seniala qué términos compiten (es decir, son del
mismo orden) en el problema. En este caso se deduce que el factor de
mayor peso en la ecuacién (4.10) es el término que proviene del término

parabdlico (derivada temporal).

e Como se ha comentado antes, los resultados son practicamente idénti-
cos para casi todas las variables. Hay una excepcién, la presion efectiva.
En el caso de N, presion efectiva, se aprecian notables diferencias tan-
to cualitativas como cuantitativas, en los resultados obtenidos con los
diferentes métodos. La explicacion a tales diferencias se basa en la propia
definicién de la variable presion efectiva. Se recuerda que la expresion
de N en funcién de la variable flujo de agua en el sistema de drenaje
es N = (Q + Q)~'3, y por tanto, variaciones del orden de 107¢ o de
107! en la variable Q se traducen en variaciones de los valores obtenidos
por los distintos métodos para N del orden de 10? y 10? (recuérdese que
Q="172-10"12).

Como problemas abiertos, en lo que respecta al modelo multivoco, se pueden senalar:
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= La resolucion numérica revela la gran dependencia del comportamiento cual-
itativo y cuantitativo de los resultados respecto de los valores paramétricos
y de los datos iniciales. Con el objeto estudiar esta dependencia y actuar en
consecuencia, mejorando el modelo, se deja para investigaciones futuras el es-
tudio, desde los puntos de vista analitico y numérico, de las dos cuestiones

siguientes:

e Simetria del problema.

e Las implicaciones que puedan tener en los resultados obtenidos, el empleo
de una ley de conservacién de la masa de tipo integral. Nos referimos,
concretamente, a la presencia del término integral no local que aparece
en (9), (ecuacién de conservacién de la masa). Los resultados numéricos
obtenidos nos inducen a pensar que el hecho de que sélo aparezca una
corriente, incluso en el caso de que las perturbaciones sean simétricas y

tomen los mismos valores, se debe precisamente a dicho término integral.

= Otra de las lineas de trabajo futuras, consiste en el modelado del flujo de hielo
en la zona denominada en la bibliografia ice sheet/ice shelf transition, es decir,
la zona en la cual el hielo deja de deslizar sobre el lecho de sedimentos y pasa
a flotar en el agua del mar. Este problema, al igual que el de las corrientes
de hielo, es un problema de obstéculo (o de frontera libre, pero en este caso,
asociada al espesor de hielo), para el cual esperamos plantear un modelo, y

posteriormente, resolverlo numéricamente.

Conclusiones relativas al sistema eliptico

El modelo completamente bidimensional, propuesto en el capitulo 5 representa el
punto de partida de una teoria del drenaje basal que generaliza la teoria unidimen-
sional de Fowler y Walder ([111]). Para tener en consideracién una conjetura de
Fowler y Schiavi ([55]), que sugiere la existencia de un mecanismo de propagacién
retrograda, en el cual, la inestabilidad del sistema de drenaje (hydraulic runaway)
tiene su origen en el margen derecho (grounding line), hemos tenido en cuenta las

variaciones laterales en el espesor de la masa de hielo.

Una de las consecuencias de incluir las variaciones del espesor en la direccion transver-
sal a la direccion principal de flujo, en el proceso de modelado, es que la ecuacion de
conservaciéon de la masa de hielo va a venir dada por una e.d.p. eliptica, degenerada
y no lineal. El acoplamiento de esta ecuacion con la ecuacién de conservaciéon de la

presion efectiva es fuertemente no lineal, ya que dicho acoplamiento tiene lugar en
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el término de difusién de la ecuacién para el espesor, dado por N=%/"|Vh™[P~2V ™,
Nétese, que en el caso limite s = 0 (en la reologia de Boulton e Hindmarsh, [15]),
se recupera el modelo propuesto por Fowler en [49], modificado (mediante una re-
formulacién en términos de operadores multivocos) y estudiado en [55] y resuelto
numéricamente en [27]. Este hecho, hace del modelo totalmente bidimensional, pre-
sentado en el capitulo 5, una generalizaciéon natural del modelo isotermo al caso

termo-hidraulico.

La estructura del acoplamiento permite conjeturar que el sistema eliptico pueda ser
estudiado mediante técnicas propias de la teoria de homogeneizacién, complemen-

tadas con técnicas de perturbacién singular.

El analisis matematico del sistema eliptico y su resolucién numérica son problemas

abiertos en los que se pretende trabajar en proyectos de investigacion futuros.

Conclusiones generales

Otras posibles extensiones de este trabajo, radican en considerar los modelos evolu-
tivos naturalmente asociados a los modelos estacionarios considerados en esta memo-
ria y analizar la interaccion de las distintas escalas temporales: la escala considerada
al modelar los mecanismos del sistema de drenaje y la escala adecuada para el mod-
elado de la parte cinemética de la dinamica del flujo del hielo. En este sentido, el
estudio iniciado en el caso del modelo totalmente bidimensional, supone una contin-
uacion natural de las tesis de E. Schiavi ([100]) y N. Calvo ([23]), representando un
paso adelante mas, hacia la comprensién, modelado y prediccion de la dinamica no
lineal del flujo del hielo.

En los capitulos 1 y 2, al hacer alusiéon a la ley de drenaje y a la ley de deslizamiento
consideradas en los modelos que aparecen en esta memoria, se comentd que una de las
lineas de investigacién a seguir en trabajos futuros consistira en estudiar el modelado
del fenémeno de las corrientes de hielo rapidas, partiendo de leyes de drenaje y de
deslizamiento alternativas. Es bien sabido, que existe gran controversia acerca de si
el hielo y los sedimentos subglaciares deben ser modelados como fluidos altamente
viscosos o por el contrario deben ser considerados como materiales plasticos. En la ley
de deslizamiento que aqui se ha utilizado (dada por (Sr)4), se ha considerado que el
hielo presenta un flujo de tipo viscoso no lineal y se han empleado los exponentes de
la reologia de Boulton e Hindmarsh (7, s € (0, 1)). La ley de drenaje unidimensional
de Fowler y Walder (de la cual se deduce la ley de drenaje empleada en los modelos
estudiados en esta memoria, y que aparece comentada en el capitulo 2), se basa en la

hipétesis de considerar al hielo y a los sedimentos subglaciares como fluidos viscosos



216 Capitulo 6. Conclusiones

no newtonianos.

Existen otras teorfas (véase por ejemplo [69], [70], [71], [107] , [108],... ), en las
cuales se asume que el hielo y la capa de sedimentos se comportan con materiales
plasticos. La diferencia fundamental entre considerar un comportamiento del tipo
fluido viscoso o uno de tipo pldstico, es que mientras en el primer caso, la tasa de
deformacién (shear) esté siempre ligada a las tensiones (stress), ya sea de forma
lineal (fluido newtoniano) o no lineal (fluido no newtoniano), en el segundo, existe
un valor de la tensién (denominado umbral de resistencia del material), por encima
del cual, la deformacién deja de estar ligada a las tensiones. Por tanto, cuando en
el fenémeno que se pretende modelar intervienen procesos de deformacion debidos
a tensiones, resulta fundamental saber qué tipo de reologia presentan los materiales

que en él intervienen.

Podria decirse que existen dos tipos de flujo de hielo extremos, uno de ellos es el
que tiene lugar cuando el hielo se encuentra flotando sobre el mar y el otro, cuando
el hielo y la base se encuentran perfectamente acoplados. En el primer caso, no
hay tensiones basales, y por tanto, la presion ejercida por la masa del hielo da
lugar a tensiones longitudinales y laterales (denominadas en la bibliografia marginal
stresses) que hacen que el hielo se deforme fundamentalmente en los laterales. Sin
embargo, en el segundo caso, la presion ejercida por la masa del hielo es soportada
principalmente por la base, lugar donde se concentra la deformacién (basal shear).
Segin Tulaczyk ([108]), que asume un comportamiento de tipo plastico para el
sedimento subglaciar, el hecho de que la corriente de hielo de Whillans presente
una capa de sedimentos deformables en su base, hace que su flujo sea de un tipo
intermedio entre los dos tipos extremos mencionados anteriormente. Cuanto més

facil de deformar sea el sedimento, mayor serd la velocidad del flujo del hielo.

La tasa de deformacién de los sedimentos glaciares depende de su porosidad, y ésta
depende de la presién efectiva N (definida como la diferencia entre la presién de
la masa de hielo y la presién del agua basal). Por tanto, como la tasa de deforma-
cién del sedimento depende de la cantidad de agua en la base (procedente de la
fusién de hielo basal), se dice que la deformacién de los sedimentos esté controlada
térmicamente. De los modelos en los cuales los sedimentos son considerados como
un material plastico, se deduce que la deformacion del sedimento se concentra en
una pequena capa, de escasamente 3 cm, localizada en la parte superior de la ca-
pa de sedimentos. Este hecho es consistente con las observaciones llevadas a cabo
por Kamb y Engelhardt ([40]) en la corriente de Whillans. Ademads, experimentos
y analisis realizados en laboratorios, sugieren que para el caso de la corriente de

Whillans, es mas probable que la capa de sedimentos presente un comportamiento
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de tipo plastico que de tipo fluido viscoso, ya que el umbral de resistencia de los
sedimentos (de 1 a 2 kPa) parece ser bastante inferior a las presiones medidas en la
base (de 20 a 30 kPa).

La principal dificultad que presenta el hecho de considerar a los sedimentos como
un material plastico en el proceso de modelado de las corrientes de hielo, esta rela-
cionado con el tema de las escalas (temporales y espaciales)!, pues las escalas que
debieran utilizarse para modelar la parte cinemética de la dinamica de la capa de
sedimentos (sistema de drenaje), difiere de las escalas tipicas utilizadas para mode-
lar la dindmica del hielo. Segin Hindmarsh ([64]), si bien parece ser que a pequenas
escalas los sedimentos se comportan como un material plastico (localmente se darian
como pequenas dislocaciones), a grandes escalas, el comportamiento es més parecido
al de un fluido viscoso, no newtoniano (la suma de muchas dislocaciones individuales
da lugar a un comportamiento de tipo fluido viscoso). La idea de Hindmarsh vendria
justificar el hecho de considerar al hielo y a los sedimentos como de fluidos viscosos
en los modelos (estacionarios) presentados en esta memoria, pues en el proceso de
modelado se asumieron escalas espaciales (grandes, es decir, del orden de kilémetros)

tipicas en el modelado del flujo del hielo.

Las consideraciones anteriores, nos lleva a plantearnos una nueva linea de investi-
gacion en la que estudiar el modelado del flujo del hielo de las corrientes para el caso
en el cual se supone que el hielo y/o la capa de sedimentos presentan comportamiento
de tipo plastico. Para ello, por un lado consideraremos dicho comportamiento como
el comportamiento limite obtenido tomando n — oo en la ley de flujo de Glen y
r — 0 en la ley de deslizamiento, que habian sido consideradas para el caso de flujo
viscoso (véanse [69] y los comentarios que aparecen en [53] (capitulo 2, Ice dynam-
ics y capitulo 3, Basal sliding and subglacial hydrology), acerca de dichos valores
limites). Y por otro lado, estudiaremos la interaccién de las distintas escalas tem-
porales y espaciales, es decir, la escala adecuada para modelar los mecanismos del
sistema de drenaje (comportamiento de la capa de sedimentos) y la escala adecuada

para el modelado de la parte cinematica de la dindmica del flujo del hielo.

IPara considerar un comportamiento de tipo plastico debieran utilizarse escalas temporales
del orden de horas o dias, y escalas espaciales del orden de decimetros, frente a las utilizadas
tipicamente en el modelado de la parte cinemética del flujo del hielo, que son del orden de afios y

kilémetros.
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