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Resumen

Los problemas de optimizaciéon se caracterizan por la busqueda de un valor 6ptimo
dentro del espacio de soluciones factibles, es decir, el valor de la mejor soluciéon de entre
todas las posibles. Para resolver este tipo de problemas existen programas genéricos (sol-
vers) que, mediante una formulaciéon matematica, son capaces de encontrar la soluciéon
6ptima. También es posible la creacion de programas especificos para resolver el proble-
ma. Dentro de los métodos especificos podemos distinguir entre técnicas aproximadas y
exactas. Las técnicas aproximadas estdn basadas en heuristicas y son capaces de obtener
soluciones de buena calidad en un tiempo limitado, pero sin poder certificar que dichas
soluciones sean soluciones 6ptimas. Las técnicas exactas son aquellas que garantizan que
la soluciéon encontrada es la mejor posible, es decir, la soluciéon 6ptima, aunque tienen el
inconveniente de que invierten mucho tiempo en la ejecucion.

Dentro de los problemas de optimizacion, el problema del Antibandwidth, es un pro-
blema de maximizacién y, en base a la estructura de sus soluciones, un problema de
permutaciones. El problema consiste en etiquetar los vértices de un grafo no dirigido y
no ponderado, de forma que se maximice la diferencia minima de etiquetas entre los vér-
tices adyacentes. Las etiquetas se corresponden con el rango de valores [1..N], siendo N
el nimero de vértices del grafo. Un vértice so6lo puede tener una etiqueta y, una etiqueta
solo puede estar asignada a un tnico vértice. Entre las distintas aplicaciones del problema
del Antibandwidth, una de las aplicaciones mas relevantes es el reparto de frecuencias
de radio a distintas emisoras. Las emisoras que estan cerca geograficamente no pueden
tener frecuencias muy parecidas, ya que esto generaria interferencias, por lo que se busca
asignar frecuencias lo més distantes posibles a emisoras cercanas y frecuencias parecidas
a emisoras que estén alejadas entre si.

El objetivo de este Proyecto de Fin de Carrera consiste en desarrollar un algoritmo
exacto capaz de resolver el problema del Antibandwidth en un tiempo razonable, cuando
el tamano del mismo sea pequeno y, de dar cotas inferiores y superiores lo mas ajustadas
posibles, para problemas de mayor tamano. Para ello se han propuesto diversos esquemas
algoritmicos cuyo rendimiento serd evaluado, comparando sus resultados con software

comercial capaz de resolver este tipo de problemas, en concreto el solver CPLEX.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se hara una breve introduccién al problema que se pretende resolver
en este Proyecto de Fin de Carrera (PFC). Para ello se describird el mismo tanto de

manera prosaica como matematica.

1.1. Marco de trabajo

La tematica que se trata en este PFC pertenece a la rama de problemas de optimiza-
cion. Estos problemas se caracterizan por la bisqueda de un valor 6ptimo para el problema
en cuestion. Este valor éptimo se define como el valor de la mejor solucién de entre todas
las posibles. Algunos ejemplos de problemas de optimizaciéon conocidos son: el problema
de la mochila (Rucksack problem), el problema del viajante ( Travelling Salesman Problem
- TSP), o el problema de rutas de vehiculos ( Vehicle Routing Problem - VRP).

Los problemas de optimizaciéon pueden ser problemas de maximizacién o problemas
de minimizacién. En los problemas de maximizaciéon, como en el de la mochila, se quiere
que el valor de la soluciéon sea lo mayor posible y, en los de minimizacién, como en el del
viajante, se desea que dicho valor sea lo menor posible.

Existen distintos tipos de problemas de optimizacion: binarios, de permutaciones, de

optimizacion global, etc.

1.2. Descripcién del problema del Antibandwidth

El problema del Antibandwidth (AB) es un problema de maximizacion y, particular-
mente, un problema de permutaciones, que consiste en etiquetar los vértices de un grafo.
En concreto, se emplearan grafos conexos no dirigidos y no ponderados. El objetivo del
problema es asignar las etiquetas del rango [1..N] a los N vértices del grafo, de forma que
se maximice la diferencia minima de etiquetas entre vértices adyacentes. Se entiende por

vértices adyacentes, a aquellos vértices de un grafo que estan unidos mediante una arista.
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No existen restricciones sobre el etiquetado de los vértices, es decir, todos los vértices
pueden ser etiquetados con cualquier etiqueta siempre y cuando no haya etiquetas repe-
tidas, ni tampoco haya un vértice con mas de una etiqueta. Asi, cualquier etiquetado se
convierte en una soluciéon al problema, teniendo un total de N! soluciones posibles.

El problema del AB es un problema NP-Completo [6|. Para garantizar que la solucion
encontrada es la solucién 6ptima habria que explorar las N! soluciones posibles, obtenidas

al permutar las etiquetas sobre los vértices.

1.2.1. CAlculo del Antibandwidth

El calculo del valor del AB de un grafo se realiza en dos fases:

s Calculo del AB de cada vértice.

= Obtencion del AB general del grafo.

Antibandwidth de un vértice

Para calcular el valor del AB de un vértice se realiza la diferencia, en valor absoluto,
de la etiqueta del vértice sobre el cual se esta calculando el AB y cada una de las etiquetas
de los vértices adyacentes. Una vez se han obtenido todas las diferencias de etiquetas, se
elige la diferencia minima, y se asigna como valor del AB del vértice. En la Figura 1.1 se
muestra el calculo del valor del AB para el vértice F. Este vértice tiene asignada la etiqueta
8 v sus adyacentes, los vértices B, C, G y H, las etiquetas 3, 5, 2 y 4 respectivamente. Una
vez se ha calculado la diferencia de etiquetas entre la etiqueta del vértice F y las etiquetas
de sus adyacentes se elige la menor de todas. En este caso el valor del AB del vértice F

es 3.

G

AB(F) =min{5,3,6,4} =3

Figura 1.1: Calculo del AB de un vértice
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Antibandwidth del grafo

Una vez obtenido el valor del AB para cada vértice del grafo, se elige el valor minimo
de entre todos los vértices y se asigna como el valor del AB del grafo. La Figura 1.2 ilustra

el calculo del AB de un grafo. En este caso el valor del AB para el grafo mostrado es 3.

AB(D)=5

G

AB(Grafo) = min{3,3,3,5,3,3,5,3} =3

Figura 1.2: Célculo del AB general de un grafo

1.3. Aplicaciones del problema

Entre las distintas aplicaciones del problema del AB, una de las aplicaciones mas re-
levantes es el reparto de frecuencias de radio a distintas emisoras. Las emisoras que estan
cerca geograficamente no pueden tener frecuencias muy parecidas, ya que esto generaria
interferencias. Para ello se modela como un grafo, que representa la red de interferen-
cias entre emisoras cercanas y se asigna una frecuencia a cada emisora. El objetivo es
asignar frecuencias lo mas dispares posible a emisoras que estén cercanas en la red de

interferencias, con el fin de reducir las interferencias al minimo.

1.4. Formulacién matematica del problema

La programacion lineal (LP) es un método matematico de optimizacion mediante el
cual se resuelven problemas formulados a través de ecuaciones lineales. Aqui, la funcion
objetivo consiste en maximizar o minimizar el valor que se obtiene de la resolucién del
problema en cuestion. En concreto la programacion entera lineal (ILP o IP) es aquella en
la cual las variables de las ecuaciones lineales que definen el problema son de tipo entero.

A su vez la IP puede clasificarse en tres tipos: IP Pura, IP Mixta (MILP) y zero-one IP.
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= [P Pura: Es aquella en la cual todas las variables son de tipo entero.
= [P Mixta: Es aquella en la cual algunas las variables son de tipo entero.

s Zero-one IP: Es aquella en la cual las variables son binarias y s6lo pueden tomar los

valores: 0 (false) 6 1 (true).

La mayoria de los problemas de tipo IP son muy dificiles de resolver, por lo que se
suelen utilizar algoritmos especificos para problemas concretos frente a técnicas genéricas.
Ademés, su uso se puede combinar con heuristicas capaces de generar soluciones muy
cercanas al valor 6ptimo de forma relativamente réapida y sencilla. En este caso, se ha
intentado resolver el problema del AB mediante un algoritmo exacto especifico para el
problema.

Existe una serie de programas denominados General Problem Solver (GPS) que son
capaces de resolver cualquier tipo de problema que previamente se haya definido mediante
una formulacién matematica. Para los experimentos se utilizara uno de los solvers comer-
ciales més utilizados, CPLEX, al cual se le pasara la formulacién matematica del problema
propuesta en [10]. A continuacion se describe la formulacion matematica empleada para

resolver el problema mediante el uso de CPLEX.

1.4.1. Definicion de las variables enteras

= Sea x;; una variable binaria que toma valor 1 si y solo si f(i) = k, por ejemplo: Al

nodo i se le asigna la etiqueta k.

» Se define [; = f(i) € {1,2,..,n} como la etiqueta que se le asigna al nodo i.

» Sea b = AB¢(G) = min{|f(u) — f(v)| : (u,v) € E} el AB

correspondiente al grafo f.

= El objetivo del AB consiste en encontrar un etiquetado de f* que maximice

el valor de b.

1.4.2. Restricciones
= Cada etiqueta deber ser asignada a un tnico nodo:
n
Z rir = 1L,Vk=1..n
=1

= Cada nodo sélo puede tener una etiqueta asignada:
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Z rir=1Vi=1.n
k=1

Cada etiqueta [; es una funcién sobre las variables binarias x;;:
n
k=1

b tiene que ser minimo (b = min{|l; — ;| : (i,7) € E}):

Las variables binarias x;; solo pueden tomar valor 0 6 1:

i € {0,1},Vik=1.n

Las etiquetas [; toman valores en el rango {1..n}:

lie{ln},Vi=1.n

Las restricciones b < |l; —1;], (i,7) € E son no lineales:

e Sil; > [; entonces b <[, —;

e Sino, b< —(l; — 1)

e Introducir dos variables binarias para indicar el caso:
o Sil; > 1 entonces y;;, =0 A z;; =1
o Sino, yi; =1 A 2z,;=0

» Las restricciones b < |l; —[;|, (i,7) € E se convierten en:

b—(l; — 1) <2y;;(n—1), YV (i,j) € E
b+ (L —1;) <2z;n—1), V (i,j) € E
i+ 2, =1 Y (i,j) € E

b>1
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Resumen:

maximizar b b>1

Y mp=1Vk=1mn zip € {0,1}, V (i,k) € E
=1

Y mp=1Vi=1mn
k=1

Y kemp=1,Vi=1n Le{l.n}, Vi=1.n

k=1
b—(l;, — 1) <
b + (lz - l]) S 2zzj(n —

1.5. Otras técnicas de resolucion

Como se ha mencionado anteriormente, ademéas de las técnicas genéricas basadas en
el uso de solvers mediante la aplicacion de una formulaciéon matematica, existen otra serie
de técnicas especificas para resolver este tipo de problemas.

Estéas técnicas pueden clasificarse en aproximadas y exactas.

= Aproximadas: Las técnicas aproximadas se basan en la obtencién de soluciones de
buena calidad, pero sin poder certificar que sean soluciones 6ptimas. La principal
ventaja que tienen este tipo de técnicas es que reducen significativamente el tiempo
que se tarda en encontrar una solucién de calidad. En definitiva, buscan un balan-
ce entre la calidad de la solucién generada, y el tiempo de ejecucion necesario para
alcanzarla. Estas técnicas aproximadas se basan en heuristicas, que son ideas intuiti-
vas que permiten encontrar una buena solucién a un problema. Dichas heuristicas se
embeben en metaheuristicas, que son esquemas algoritmicos que implementan una
heuristica para resolver un problema concreto. Las metaheuristicas son empleadas
con éxito en la resolucion de problemas de optimizaciéon. Un ejemplo de algoritmo
basado en metaheuristicas para resolver el problema del Antibandwidth es el Greedy

Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) propuesto en [10].

= Exactas: Las técnicas exactas son aquellas que garantizan que la soluciéon encontra-
da es la mejor posible, es decir, la solucién 6ptima. El gran inconveniente de estas
técnicas es que para poder encontrar el 6ptimo invierten mucho tiempo en la ejecu-
cion. Tal es la cantidad de tiempo invertido, que para problemas complejos, o muy

grandes, el tiempo de ejecucion se aproxima a infinito. Vuelta atras (backtracking),
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y ramificacion y acotacion (branch and bound), son algunos ejemplos de esquemas
algoritmicos para la resolucion exacta de problemas de optimizacion. En los casos
en los que estas técnicas no pueden garantizar el 6ptimo en un tiempo determinado,
garantizan entre qué valores se encuentra dicho 6ptimo. Estos valores se denominan
Lower Bound (LB) y Upper Bound (UB). Para un problema de maximizacion, el LB
es el mejor valor encontrado por el algoritmo exacto en un tiempo determinado y, el
UB es el mejor valor que el algoritmo estima que es posible encontrar en el espacio
de soluciones que le queda por explorar. La diferencia entre el UB y el LB, se conoce
como gap y, se utiliza para medir como de bueno es un algoritmo exacto. Si dos al-
goritmos exactos no son capaces de encontrar el 6ptimo en un tiempo determinado,

el algoritmo que tenga un gap menor se considera mejor.

e Vueltra atras: Estos algoritmos por lo general utilizan una implementacion
recursiva y, en cada paso de la recursividad, generan una parte de la solucion.
Si en algiin momento detectan que la solucién parcial generada no es viable,
dan marcha atrés en la recursividad, y regresan a un punto desde el cual la
solucion parcial todavia seguia siendo viable, explorando a continuaciéon otras
alternativas. Si en algiin momento llegan a una soluciéon completa, la evaltian y
la comparan con la mejor soluciéon encontrada hasta el momento, quedandose

con la mejor de ellas.

e Ramificacién y acotaciéon: Estos algoritmos se basan en la generacion de una
serie de soluciones parciales y, en cada paso, exploran la solucién parcial més
prometedora hasta dar con la solucién 6ptima. Por lo general, estos algoritmos
son implementados iterativamente, y se apoyan en una cola de prioridad para

almacenar soluciones parciales que todavia son susceptibles de ser exploradas.

Para la resolucion del problema planteado en este PFC se utilizaran las técnicas exactas

descritas anteriormente.

En lo que resta de memoria, se describiran los objetivos que se desean alcanzar median-
te el desarrollo de este PFC (Capitulo 2). Se explicaran las distintas técnicas algoritmicas
empleadas para la resolucion del problema (Capitulo 3) y, durante el Capitulo 4, se rea-
lizard una descripciéon de la metodologia de desarrollo empleada en la elaboracion del
proyecto. En el Capitulo 5 se presentaran los resultados experimentales obtenidos duran-
te la aplicacion de los algoritmos propuestos a un conjunto de problemas estandar y, por

altimo, en el Capitulo 6 se expondran las conclusiones.
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Capitulo 2

Objetivos

En este capitulo se describen los distintos objetivos que se pretenden alcanzar durante

el desarrollo de este PFC.

2.1. Objetivo principal

La finalidad de este PFC es implementar un algoritmo exacto capaz de resolver el
problema del Antibandwidth en un tiempo razonable.

Para lograr este objetivo principal se crearon subobjetivos incrementales mas peque-
nos. Estos subobjetivos se definen en funcién de la complejidad de la técnica algoritmica
empleada, partiendo de un algoritmo simple hasta llegar a un algoritmo més elaborado y

eficiente.

2.2. Objetivos parciales

Los objetivos parciales que se propusieron serdn descritos a continuacién y permiten
la aplicaciéon de una metodologia de desarrollo basada en protrotipos o versiones como la

programacion extrema.
Version inicial

El primer objetivo que se propone es la implementacion de una version lo més bésica y
sencilla posible del algoritmo capaz de resolver el problema del AB, que permita tener una
referencia con la cual medir el impacto de las distintas mejoras que puedan ser realizadas

a lo largo del desarrollo del proyecto. Esta version estara basada en un algoritmo exacto

de vuelta atras.
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Proposicion de cotas

Una vez terminada la version inicial se plantearan y desarrollaran una serie de cotas

para poder desarrollar un algoritmo exacto de ramificacion y acotacion.

Version mejorada

Una vez las cotas estén desarrolladas se comenzara el desarrollo de una version mas
elaborada que haga uso de técnicas algoritmicas que sean capaces de mejorar la calidad de
las soluciones obtenidas. Esta nueva version implementara un algoritmo de ramificacion

y acotacion recursivo basado en la version inicial.

Recorridos del arbol

Todos las versiones que se crearan hasta este punto estaran basadas en algoritmos
recursivos, por lo que el siguiente hito a conseguir sera implementar un algoritmo iterativo
exacto basado en un algoritmo de ramificaciéon y acotacion. Este algoritmo utilizara una
cola de prioridad capaz de organizar los nodos del arbol de exploracién de manera que
se haga un recorrido inteligente y utilizara las cotas descritas en el punto anterior. Todo

esto permitira obtener soluciones de mayor calidad.

Evaluaciéon de los resultados

Una vez todos los algoritmos exactos estén desarrollados por completo se realizara
una implementacion de la formulacion matematica descrita en la Secciéon 1.4 mediante
el solver CPLEX. Esto permitira tener un marco de referencia con el cual comparar los

algoritmos exactos desarrollados durante este proyecto y medir su calidad.



Capitulo 3

Descripcion algoritmica

En este capitulo se hara una descripcion de las diversas técnicas algoritmicas empleadas
para la resolucion del problema del AB, comenzando por las técnicas mas elementales y
llegando a técnicas més complejas. Inicialmente se definiran algunos conceptos basicos,

necesarios para la compresion del capitulo.

3.1. Conceptos basicos

El problema del AB es un problema de permutaciones. Estas permutaciones son los
distintos etiquetados de los vértices del grafo que representa el modelado del problema
y que dan lugar a las distintas soluciones del mismo. Dos permutaciones distintas que
generan el mismo valor del AB son igualmente validas y, a priori, no se puede tener una
preferencia clara por ninguna de ellas. El hecho de que en las N! soluciones posibles haya
un subconjunto de ellas en el cual, todas y cada una de las soluciones generen el valor
o6ptimo del AB, nos permite tener distintos caminos para llegar a la solucién de valor
6ptimo. En el caso de que sélo exista una tnica soluciéon 6ptima el problema se complica,
puesto que hay que encontrar el inico camino existente hasta la permutacién 6ptima de
entre las N! soluciones.

Los algoritmos empleados para la resoluciéon del problema son algoritmos de explo-
racion que, como su nombre indica, exploran todos los posibles caminos hasta encontrar
uno que conduzca hasta una solucién de valor 6ptimo.

Cuando se describen algoritmos de exploracién, es comin encontrar términos como
“arbol de exploracion”, “nodo”; “nodo raiz”, “nodo hoja”, “rama del arbol de exploracion”,

“camino”, o “poda”, cuya definicion debe conocerse previamente:

= Los nodos representan cada una de las etapas necesarias para poder generar una
solucion al problema. Esta etapa se compone de la solucién parcial construida hasta

el momento y de los datos necesarios para poder llegar a una soluciéon completa. Es-

11
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tos nodos pueden ser implementados mediante estructuras de datos o, dependiendo
del tipo del algoritmo que se utilice, de una manera implicita, como por ejemplo, en
un algoritmo recursivo, donde el nodo esta descrito en cada paso de la recursividad

que lleva hasta una soluciéon completa.

= El arbol de exploraciéon es una representacion imaginaria de todos los posibles
nodos que se generarian para un problema determinado. En la parte de arriba del
arbol de exploracion se encuentra la solucién vacia o nodo raiz, mientras que en
la parte més baja del arbol se encuentran los nodos hoja, representando soluciones
completas. Entre el nodo raiz y los nodos hojas se encuentran el resto de nodos que

representan las soluciones parciales.

» Las ramas del arbol de exploracion representan a cada una de las ramificaciones

que se producen a partir de un nodo determinado.

= Un camino es un recorrido que parte del nodo raiz y llega a un tinico nodo hoja,

pasando por una serie de nodos intermedios.

= Se denomina podar una rama del arbol de exploraciéon a desechar caminos que,
mediante un pequeno estudio, se han considerado no viables para llegar a una solu-
cién mejor que la que ya se tiene. La forma de ver si una rama es susceptible de ser
podada o no, consiste en calcular el valor una funcién de cota que estima cémo
de buena seria la mejor soluciéon alcanzable por esa rama, en caso de recorrer todos

los posibles caminos que hay en ella.

En la Figura 3.1 podemos observar una representacion de un arbol de exploracion, en

el cual se senalan las partes anteriormente descritas.
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ARBOL DE EXPLORACION

NODO RA{Z O SOLUCION VACIA

ETIQUETAS ASIGNADAS

ETIQUETAS LIBRES

N\
[ ETIQUETAS ASIGNADAS__
| ETIQUETASLIBRES

NODO O SOLUCION PARCIAL

\

AB PARCIAL / COTA

{2}

AB PARCIAL / COTA

N}

AB PARCIAL / COTA

4 RAMAS DEL ARBOL DE EXPLORACION

AB PARCIAL / COTA

AB PARCIAL / COTA

AB PARCIAL / COTA

{2,N, 3}

AB PARCIAL / COTA

AB PARCIAL / COTA

{2,/N, 4}
{1,3,5,..,N-1}

AB PARCIAL / COTA

Todas las etiquetas

/'

NODO HOJA O SOLUCION COMPLETA

Figura 3.1: Representaciéon de un arbol de exploracion
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3.2. Breve descripciéon de las técnicas empleadas

La descripcion de las distintas técnicas algoritmicas empleadas para la resolucion del
problema se haré en orden cronologico segtin fueron desarrolladas. Sin embargo, hay algu-

nos puntos de interés que deben ser brevemente expuestos antes de describirlos a fondo.

= Recorridos del arbol de exploraciéon: Durante el desarrollo de este PFC se
implementarén distintos algoritmos de exploraciéon. Cada uno de estos algoritmos
recorre el arbol de exploracion de forma distinta, por lo que las soluciones encon-
tradas por cada uno de ellos, aunque tengan el mismo valor del AB, puede que
sean permutaciones distintas. A continuacion se haré una breve descripcion de los

recorridos que realizan los distintos algoritmos:

e Vuelta atras: Esta técnica recorre el arbol de exploracion en profundidad y

siguiendo un orden lexicografico.

e Ramificacién y poda: Esta técnica algoritmica recorre el arbol de exploracion
siguiendo el nodo méas prometedor encontrado hasta el momento y que no haya
sido previamente expandido. Para poder decidir qué nodo es el méas prometedor
en cada momento, se utiliza el valor de la cota del nodo, y se ordenan los
distintos nodos dentro de una cola de prioridad. Esta cola dara mayor prioridad
a los nodos con menor cota, en caso de ser un problema de minimizacion, y
en caso de ser un problema de maximizacion, se priorizaran los nodos con una

cota mas alta.

= Cotas propuestas: Como se ha contado anteriormente, para poder podar las ramas
del arbol de exploracion es necesario una funciéon de cota que evalte lo prometedora
que es una rama del arbol.
Un cota es una estimacion que se realiza sobre un nodo del &rbol de exploracion. Para
poder realizar esta estimacion se tiene en cuenta la soluciéon parcial que contiene el
nodo, asi como los datos restantes que no han sido anadidos a la solucién parcial.
Mediante este conjunto de valores se estima cual es el mejor valor que podria alcanzar
dicho nodo. Esto es lo que se denomina cota de un nodo.
Las cotas propuestas para el problema del AB se basan en buscar el mejor etiquetado
posible del vértice de mayor grado del grafo. Para realizar este etiquetado se tienen en
cuenta las etiquetas que puedan haber sido asignadas previamente, tanto al vértice
de mayor grado, como a sus adyacentes. Para etiquetar los vértices que estén libres

se usan las etiquetas que todavia no han sido asignadas a ningin vértice.
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» Factorizacion: En matematicas la factorizacion hace referencia al hecho de expre-
sar un objeto como producto de otros objetos méas pequenios (factores). Sin embargo,
este término también tiene su descripcion en el contexto de la informética.
Durante la ejecucion de un algoritmo de exploracion, cada nodo se crea a partir
de otro nodo del arbol de exploracion, al que se le anade una nueva parte de la
solucion. Cuando esta nueva parte es anadida, es posible que no todos los elemen-
tos que componen la solucién se vean afectados, dependiendo de las restricciones
de cada problema. Por lo tanto es posible reducir la evaluacion de la solucion, te-
niendo en cuenta tnicamente a los elementos que se han visto afectados al anadir
la nueva parte a la soluciéon. Esto permite ir evaluando poco a poco cada nodo del
arbol de exploraciéon y, una vez llegado a un nodo hoja, tener su funciéon objetivo

completamente calculada.

3.3. Vuelta atras (Backtracking)

La primera técnica empleada que se utilizo6 para resolver el problema es la técnica
de vuelta atrés o backtracking. Se optoé por comenzar el desarrollo del problema con esta
técnica porque es la mas sencilla de implementar, lo que permite obtener una primera
version funcional en poco tiempo que sirva como baseline. Ademaés, sobre esta técnica se
probaron diversas optimizaciones para medir su impacto en la solucién obtenida.

Todas las versiones de vuelta atras se han implementado mediante algoritmos recur-
sivos. Estos, necesitan que se construyan una serie de parametros antes de proceder a
su ejecucion. En este caso los parametros necesarios son tres: una lista de etiquetas, una

solucién vacia sobre la que trabajar y una solucién inicial.

» Lista de etiquetas: Es necesario construir una lista con todas las etiquetas que se
van a a asignar a los distintos vértices del grafo. Esta lista debe permitir el acceso
individual a las distintas etiquetas mediante su posicién dentro de la lista. Por
ejemplo, en la lista [1,2,5,7] la etiqueta 7 debe de ser accesible mediante la posicion

4 de la lista.

= Solucién vacia: Sobre esta solucion se irdn anadiendo y eliminando las distintas

etiquetas para generar las permutaciones que dan lugar a cada una de las soluciones.

= Solucioén inicial: Esta solucion se utilizara para tener una solucion de referencia a
la hora de decidir si la nueva solucién encontrada por el algoritmo es mejor que la

mejor solucion encontrada hasta el momento. Para generar esta solucion se utilizan
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tres métodos: un etiquetado lexicografico del grafo, un etiquetado aleatorio y un

etiquetado mediante una técnica heuristica.

e Etiquetado lexicografico: Es aquel etiquetado en el cual se le asigna al

vértice V; del grafo la etiqueta 7. Por ejemplo: Vi <— 1, Vo« 2, ... Vy < N

e Etiquetado aleatorio: Mediante este método se van seleccionando etiquetas
aleatoriamente del conjunto de etiquetas disponibles y se asignan a los distintos
vértices del grafo en orden lexicografico. Es decir se selecciona una etiqueta
aleatoriamente y se asigna al vértice V;. A continuacion, se obtiene otra etiqueta
aleatoriamente y se asigna al vértice V5, y asi sucesivamente hasta que todos

los vértices son etiquetados.
e Etiquetado heuristico: Este método consta de dos partes:

1. Etiquetado del vértice de mayor grado: Se asignan etiquetas tanto al vértice
de mayor grado como a los vértices adyacentes a este maximizando la

diferencia minima de etiquetas.

2. Etiquetado aleatorio de los vértices restantes: El resto de etiquetas son
asignadas de forma aleatoria a los vértices que no tengan ninguna etiqueta
asignada. Este proceso se realiza diez mil veces y se elige el que genere un

AB mayor de entre todos.

Una vez obtenida una solucién inicial se calcula el valor del AB y se asigna como

mejor soluciéon encontrada hasta el momento.

A continuacion se expondran las distintas versiones del algoritmo de vuelta atras que se

han implementado para la resoluciéon del problema.

3.3.1. Vuelta atras basico

Esta técnica, parte de una solucion vacia y anade etiquetas a la soluciéon hasta que
no haya maés etiquetas disponibles, momento en el que se ha alcanzado un nodo hoja. En
los nodos hoja se calcula el valor del AB del grafo. Si el valor calculado es mejor que el
valor de la mejor soluciéon encontrada hasta el momento, se actualiza el valor de la mejor
soluciéon. Una vez que se ha terminado de evaluar la solucion, se vuelve en la recursividad
para generar las permutaciones restantes y evaluar las nuevas soluciones encontradas. Ver

Algoritmo 3.1.
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Require: solucion = () {Etiquetas asignadas a la solucion}
Require: etiquetas < 1..N {Lista de etiquetas disponibles}
Require: mejorSolucion <— 1,2,.., N {Solucion inicial trivial}
procedure AB(solucion, etiquetas)
begin
if etiquetas = () then
calcular AB(solucion)
if valor AB(solucion) > valor AB(mejorSolucion) then
mejorSolucion < solucion
end if
else
FIN = numeroElementos(etiquetas)
for i =1to FIN do
[ + etiquetasli]
solucion <[
AB(solucion, etiquetas) {LLamada recursiva}
quitar(solucion, )
etiquetasli] < 1
end for
end if
end procedure

Algoritmo 3.1: Backtracking basico

Optimizaciones

Al ser la primera implementacién realizada, las estructuras de datos utilizadas fueron
las menos costosas de implementar y, por ello, se opt6 por utilizar una matriz de adyacencia
para modelar el grafo. Esta matriz tiene tantas filas y columnas como vértices tiene el
grafo que modela. Almacena un 1 en la coordenada (A,B) si el vértice A es adyacente al
vértice B y, por tratarse de grafos no dirigidos, también almacena un 1 en la coordenada
(B,A). En aquellas coordenadas que representan vértices no adyacentes se almacena un
0. En la Figura 3.2 se puede observar la matriz de adyacencia correspondiente al grafo de

la Figura 1.2.
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Figura 3.2: Matriz de adyacencia del grafo de la Figura 1.2
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Este tipo de estructura es eficiente para decidir si dos vértices son adyacentes entre si,
pero deficiente para generar una lista de adyacentes a un grafo dado, ya que es necesario
recorrer completamente la fila correspondiente al vértice del cual se desean obtener los
adyacentes, e ir anadiéndolos a una lista. Ademas se desaprovecha memoria.

Para calcular el AB de un vértice, es necesario obtener la lista de adyacentes a éste,
para poder realizar la diferencia entre la etiqueta del vértice evaluado y las etiquetas de
los vértices adyacentes al mismo. El tener que generar una lista de adyacentes a partir de
la matriz de adyacencia repercute negativamente en el tiempo de calculo del valor del AB,
puesto que hay que recorrer la fila correspondiente al vértice del cual se desean obtener
los adyacentes y anadirlos a una lista. Tener que generar la misma lista cada vez que se
calcula el valor de la solucién es malgastar tiempo de procesamiento.

Por ello, en la siguiente version, se reemplazé la matriz de adyacencia por una tabla
de listas de adyacencia (Figura 3.3) en la cual el indice de la tabla representa un vértice,
y la lista asociada a ese indice los adyacentes a ese vértice. Esto acelerd el proceso de
calculo del valor del AB, ya que permitié acceder rapidamente a la lista de adyacentes de

un vértice sin tener que generarla.

A| —B—F

==l e lw/fellee
|
A
|
=

Figura 3.3: Tabla de listas de adyacencias del grafo de la Figura 1.2

Como medida adicional se mejoré la funciéon encargada de calcular el AB de una
solucién completa. En un primer momento esta funcién calculaba todas las diferencias de
etiquetas de cada vértice con sus adyacentes, elegia el valor mas pequeno y lo asignaba
como AB del vértice. Una vez calculado el AB de todos los vértices elegia el menor y lo
asignaba como AB del grafo. Sin embargo, ésta no es la mejor solucion. El valor minimo del
AB que puede obtener un vértice es 1, puesto que no se puede asignar la misma etiqueta
a dos vértices distintos y, sin embargo, si se puede asignar a dos vértices adyacentes dos
etiquetas consecutivas y, por tanto, el valor del AB del grafo seria 1. Si durante el célculo
del valor del AB de un vértice alguna diferencia de etiquetas es igual a 1, se puede parar
el proceso de calculo del AB del grafo y asignar el valor 1 a esa solucion.

Este mecanismo se puede mejorar un poco mas. Para ello es necesario conocer el valor

del AB de la mejor soluciéon encontrada hasta el momento. En este caso, si mientras se
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calcula el AB de un vértice, alguna diferencia de etiquetas es menor o igual que el valor
del AB de la mejor soluciéon encontrada hasta el momento, se puede parar el proceso de
calculo, puesto que el valor del AB de esa solucién nunca seria mejor que el valor del AB
de la mejor solucion encontrada hasta el momento y, por lo tanto, continuar con el calculo

del AB para esa solucion seria malgastar tiempo.

3.3.2. Vuelta atras con poda

La version bésica del algoritmo de vuelta atras tiene el inconveniente de que, para
poder evaluar una solucion, es necesario llegar a un nodo hoja en el arbol de exploracion.
El problema surge cuando dos vértices adyacentes que se etiquetan en la parte alta del
arbol de exploracion, generan un AB menor que el de la mejor solucion encontrada hasta
el momento. Al evaluar el valor del AB sélo en los nodos hoja del arbol de exploracion
es condicion necesaria el etiquetar el resto de vértices del grafo, perdiendo el tiempo en
generar una solucién que nunca, por tratarse de un problema de maximizacion de minimos,
va a ser mejor que la mejor solucién encontrada hasta el momento.

Para paliar el problema anteriormente descrito se introdujeron dos mejoras: factorizar

el calculo de la solucién y aplicar un criterio de poda.

= Factorizacion del calculo de la solucién: Como se describié en la Seccion 3.2,
mediante la factorizacion se puede ir evaluando una soluciéon a medida que va siendo
construida. En el caso del calculo del valor del AB de una solucién, como ya se
comento en la secciéon 1.2.1, son necesarios dos pasos para calcularlo: primero se
calcula el AB de cada vértice y luego se elige el valor minimo de éstos. Asi, se puede
ir calculando el AB de los distintos vértices a medida que se va construyendo la
solucion y, una vez construida una soluciéon completa, elegir el valor minimo.

El modo de factorizar el céalculo del AB es el siguiente: cuando una etiqueta es
asignada a un vértice, s6lo un nimero limitado de vértices (los adyacentes al vértice
etiquetado) se ven afectados por este cambio. Puesto que esta soluciéon no esta
completa (no todos los vértices tienen una etiqueta asignada) para poder calcular
el AB del vértice etiquetado, sélo se tienen en cuenta aquellos adyacentes que ya
hayan sido etiquetados previamente. Este valor es el AB parcial de un vértice, siendo
necesario volver a calcular el AB parcial del sus vértices adyacentes, puesto que el

valor del AB de cada uno de ellos se ve afectado por la inclusion de la nueva etiqueta.

= Aplicacién de un criterio de poda: Mediante la factorizacion anterior, se puede
observar que cada vez que un vértice es etiquetado, el valor del AB parcial de los

vértices se actualiza y se puede obtener un AB parcial del grafo solamente con
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calcular el minimo de los AB parciales de los vértices. Esto es muy tutil cuando se
aplica un criterio de poda, ya que permite saber si la rama que se esta explorando,

después de asignar una etiqueta a un vértice, sigue siendo prometedora o no.

La forma de podar ramas haciendo uso de la factorizacion es la siguiente: cada vez
que una etiqueta es asignada a un vértice, se calcula el AB parcial del grafo y, si
ese AB parcial es menor o igual al valor de la mejor soluciéon encontrada hasta el
momento, se deja de explorar el resto de la rama (se poda), y se da marcha atras
para empezar a explorar otra rama que ain siga siendo prometedora. Ver algoritmo
3.2.

Require: solucion = () {Etiquetas asignadas a la solucion}

Require: etiquetas < 1..N {Lista de etiquetas disponibles}

Require: mejorSolucion < 1,2,.., N {Solucién inicial trivial}
procedure AB(solucion, etiquetas)

begin
if etiquetas = () then
minimoAB (solucion)

if valor AB(solucion) > valor AB(mejorSolucion) then
mejorSolucion < solucion
end if
else
FIN = numeroElementos(etiquetas)
for i =1to FIN do
[ + etiquetasli]
solucion <1
calcABV ertice(ultimoV ertice Etiq(solucion))
if valor Parcial AB(solucion) > valor AB(mejorSolucion) then
AB(solucion, etiquetas) {LLamada recursiva}
end if
quitar(solucion, 1)
etiquetasli] < 1
end for
end if
end procedure

Algoritmo 3.2: Backtracking con poda

Cotas propuestas

Hasta el momento, el tinico criterio empleado para podar ramas del drbol de explora-
cion era el uso del AB parcial obtenido mediante la factorizaciéon del calculo de la solucion.
El AB parcial se basa en las etiquetas que han sido asignadas a los vértices del grafo por

el algoritmo. Sin embargo, existen otros criterios que permiten estimar el mejor valor del
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AB que una soluciéon parcial es capaz de obtener en funcion de las etiquetas que atn no
han sido asignadas. Esta estimacion, del mejor valor que un nodo del arbol de exploracion
puede obtener, se denomina cota.

Para calcular la cota de una soluciéon parcial se calculara el minimo entre el AB parcial

de esa solucion y la estimacion del mejor valor del AB que esa solucion es capaz de obtener:
cota = min{ ABparcial, €Stimacion}

Como se describié en la Seccion 3.2, las cotas generadas se basan en el etiquetado
del vértice de mayor grado. Previamente se analizaron las soluciones 6ptimas que los
algoritmos anteriores encontraban y, en todas ellas, la tendencia que se observaba era
que, el valor del AB del vértice o vértices de mayor grado, marcaban el valor del AB del
grafo completo. Por ello se plante6 una cota basada en el etiquetado del vértice de mayor
grado.

Para poder aplicar este método de estimacion, es necesario tratar a los grafos de una
manera especial. Se debe tratar tanto al vértice de mayor grado, como a los vértices
adyacentes a éste, como si fueran un grafo independiente, desestimando las adyacencias
que pudieran tener entre si los vértices adyacentes al de mayor grado. En estos vértices
se conservan las etiquetas que hubieran sido previamente asignadas por el algoritmo. En
la Figura 3.4 se observa un ejemplo de la seleccion de los vértices que intervienen en el

calculo de la cota para el grafo de la Figura 1.2.

ETIQUETAS DISPONIBLES={2, 3,4, 5, 6, 7}

. Vértices previamente etiquetados

Figura 3.4: Vértices que calculan la cota de grafo de la Figura 1.2

Una vez aislados los vértices que intervienen en el céalculo de la cota, se asignan, a

los vértices que estén libres, las etiquetas disponibles que maximicen el valor del AB
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del vértice de mayor grado. Este etiquetado no es realmente efectivo y tanto la solucion
parcial, como las etiquetas disponibles, no se ven modificadas por el calculo de la cota. Si
hubiera varios vértices con el grado maximo se repetiria el proceso para cada uno de ellos
y se asignaria como cota el menor valor obtenido.
El hecho de que las cotas generadas se basen en el etiquetado del vértice de mayor grado
hace que éstas sean optimistas. Esto quiere decir que el valor del AB de una solucion final,
sera siempre menor o igual al valor de la cota en cualquier nodo de la soluciéon parcial.

El objetivo de la funcién de cota es estimar el mejor etiquetado posible sobre el vértice
de mayor grado del grafo. Por ello hay que tener en cuenta las distintas situaciones en las
que podrian encontrarse los vértices implicados en el calculo de la cota. Para poder aplicar
un método que maximice el valor de la estimacion, hay que hacer un pequeno estudio de
las etiquetas que ya han sido asignadas. Esto significa que no todos los métodos obtienen
el mejor AB en todos los casos, y que hay que elegir el correcto para poder calcular la
cota.

Los métodos que se utilizan para realizar el etiquetado de este conjunto de vértices
son los tres siguientes: etiquetado de extremos, etiquetado del valor medio y mejor AB

posible.

1. Etiquetado de extremos: Este etiquetado se basa en la distribucion de etiquetas
lo mas dispares posible y se realiza de la siguiente forma: Al vértice de mayor grado
se le asigna la etiqueta mas baja disponible (por ejemplo 1) y los vértices adyacentes
a éste, son etiquetados con los valores mas altos que haya disponibles, por ejemplo:
N,N —1,N —2,..., y asi sucesivamente hasta que todos los vértices adyacentes
sean etiquetados. Como se puede observar, esta técnica tiene dos variantes posibles:
etiquetar el vértice principal con el valor méas pequeno posible y los adyacentes con
las etiquetas més altas disponibles, o bien, etiquetar el vértice principal con el valor
mas alto posible y los adyacentes con las etiquetas méas pequenas que haya dispo-
nibles. En la Figura 3.5 se puede observar un ejemplo de etiquetado por extremos

sobre el vértice de mayor grado del grafo de la Figura 1.2.

Aunque en un principio pueda parecer que se puede obtener el mismo AB etique-
tando el vértice de mayor grado con el valor méas pequeno y el resto con los mas
grandes, y que mediante el etiquetado inverso, en ciertas ocasiones no es asi. Esto
ocurre cuando no todas las etiquetas estan disponibles. En el ejemplo de la Figura
3.5, si la etiqueta 7 no estuviera disponible, por estar previamente asignada a otro
vértice, se tendrian que usar las siguientes etiquetas: 1 para el vértice de mayor

grado y {4,5,6,8} para los adyacentes obteniendo un AB de 3. Sin embargo, si se
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ETIQUETAS DISPONIBLES={1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8}

8-1=7

COTA(F)=min{7, 6, 5, 4}=4

Figura 3.5: Calculo de cota por etiquetado de extremos

realizase el etiquetado inverso como se muestra en la Figura 3.6 se obtendria un AB
de 4.

ETIQUETAS DISPONIBLES={1, 2, 3,4, 5, 6, 8}

8-1=7

COTA(F)=min{7, 6, 5, 4}=4

Figura 3.6: Calculo de cota por etiquetado de extremos

2. Etiquetado del valor medio: Este etiquetado se basa en la distribuciéon de las
etiquetas de la siguiente forma: el vértice de mayor grado es etiquetado con la
etiqueta de valor medio en el rango [1..N], es decir con 5 siendo ésta una division
entera. Los vértices adyacentes al de mayor grado son etiquetados con los valores
alternos: 1, N,2, N —1,..., y sucesivamente hasta que todos los vértices adyacentes

sean etiquetados. Una vez completado el proceso, se calcula el valor del AB y se
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asigna como cota. En la Figura 3.7 se muestra un ejemplo del etiquetado del valor
medio en cual las etiquetas 1 y 8 habian sido previamente asignadas a los vértices

B y C respectivamente.

ETIQUETAS DISPONIBLES={2, 3,4, 5,6, 7}

4-1=3

COTA(F)=min{3, 4, 2, 3}=2

. Vértices previamente etiquetados

Figura 3.7: Calculo de cota por etiquetado del valor medio

3. Seleccion del mejor AB posible: Este método necesita que el vértice de mayor
grado tenga una etiqueta previamente asignada por el algoritmo. Consta de tres

etapas.

= En primer lugar se obtiene el AB parcial del vértice de mayor grado. Se calcula

mediante las etiquetas previamente asignadas por el algoritmo.

= En la segunda etapa se etiquetan los vértices adyacentes al de mayor grado
con aquellas etiquetas que generen un AB igual o mayor al que se obtuvo en
el primer paso. Basicamente consiste en etiquetar los vértices adyacentes de

manera que no se empeore el AB parcial del vértice.

= Por dltimo, en caso de que atn queden vértices sin etiquetar, porque no hubiera
suficientes etiquetas que no empeorasen el AB parcial del vértice, se eligen
aquellas etiquetas que menos empeoren el AB parcial del vértice de mayor

grado.

Tras estos tres pasos se puede garantizar que el vértice de mayor grado ha obtenido

el mejor AB posible con las etiquetas que estaban disponibles.

A la hora de realizar la estimacion del mejor valor del AB que podria obtener una

solucion parcial, las distintas situaciones que pueden darse son las siguientes:
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= Todos los vértices etiquetados: En el supuesto de que todos los vértices implica-
dos en el céalculo de la cota hubieran sido previamente etiquetados por el algoritmo,
se procederé al célculo del AB de ese vértice y se asignard como cota. En este caso

dicho valor seria menor o igual que el AB parcial.

= Ningan vértice etiquetado: Cuando tanto el vértice de mayor grado, como los
vértices adyacentes a éste no tienen ninguna etiqueta asignada, el mejor etiquetado
posible se puede realizar mediante la técnica del etiquetado de extremos. En este
caso hay que realizar las dos variantes de este método, puesto que dependiendo de

las etiquetas disponibles, pueden obtener valores distintos del AB.

= Algunos vértices etiquetados: Cuando entre los vértices sobre los cuales se cal-
cula la cota, hay algunos que han sido previamente etiquetados por el algoritmo,
hay que analizar el tipo de etiquetas que han sido asignadas para poder elegir el
mejor método de los anteriormente descritos.
Para clasificarlas, se comparan las etiquetas asignadas con la etiqueta de valor me-
dio, es decir, con la etiqueta 5 (siendo una division entera). Las etiquetas asignadas
se dividen en aquellas que son mayores estrictamente que el valor medio (etiquetas
altas) y las que son menores o iguales al valor medio (etiquetas bajas). En caso de
que el vértice de mayor grado esté etiquetado, no se tiene en cuenta a la hora de

contar las etiquetas altas y bajas.

Una vez tenemos clasificadas las etiquetas, se elige el mejor modo de etiquetar los
vértices restantes. Por lo general, el mejor modo de etiquetar los vértice es mediante
el etiquetado del mejor AB posible. Sin embargo hay ocasiones en las cuales esta
técnica no es la mejor.

En el caso de que el tnico vértice etiquetado sea el de mayor grado, se utilizara el
método de extremos, eligiendo una variante u otra en funcion de la etiqueta asignada
a este vértice. Si el vértice central no esta etiquetado y hay, tanto etiquetas altas,
como bajas asignadas a los adyacentes, la mejor técnica es la del etiquetado del valor

medio.

En el Algoritmo 3.3 puede verse el uso del célculo de la cota para realizar podas en el

arbol de exploracion.
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Require: solucion = () {Etiquetas asignadas a la solucion}

Require: etiquetas < 1..N {Lista de etiquetas disponibles}

Require: mejorSolucion <— 1,2,.., N {Solucion inicial trivial}
procedure AB(solucion, etiquetas)

begin
if etiquetas = () then
minimoAB (solucion)

if valor AB(solucion) > valor AB(mejorSolucion) then
mejorSolucion < solucion
end if
else
FIN = numeroElementos(etiquetas)
for i =1to FIN do
[ + etiquetasli]
solucion <1
calcABV ertice(ultimoV ertice Etiq(solucion))
calcularCota(solucion)
mejorValor = valor AB(mejorSolucion)
if (valorParcial AB(solucion) > mejorValor) and
(valorCota(solucion) > mejorValor)
then
AB(solucion, etiquetas) {LLamada recursiva}
end if
quitar(solucion, 1)
etiquetasli] < 1
end for
end if
end procedure

Algoritmo 3.3: Backtracking con poda y estimacion

3.3.3. Orden del etiquetado

En los algoritmos descritos hasta el momento, el etiquetado de un grafo se hace por
orden lexicografico, es decir, el primer vértice en etiquetarse es el nimero 1, luego se
etiqueta el ntimero 2, y asi sucesivamente hasta etiquetar los N vértices que componen el
grafo. Esta forma de etiquetar trata a todos los vértices por igual, sin embargo, aunque
en principio no haya diferencias aparentes entre el AB de dos vértices distintos, el hecho
de que un vértice tenga mayor grado que otro, lo hace mas susceptible a generar un AB
menor que un vértice de menor grado, simplemente por el hecho de que en él intervienen
mas etiquetas en el calculo de su AB.

Por ello se realizo6 un etiquetado alternativo, que asignaba etiquetas a los vértices
en funcion del grado de éstos. Para poder ordenar los vértices en base a su adyacencia,

se implement6 un algoritmo de ordenacion, basado en el algoritmo de burbuja, llamado
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shakesort. Se prob6 a ordenar tanto descendentemente, como ascendentemente los vértices
del grafo. El orden descendente da prioridad a los vértices de mayor grado, mientras que
el orden ascendente primero asigna etiquetas a los vértices de menor grado. En caso de
que dos vértices tengan el mismo grado, se mantiene el orden lexicografico.

Los experimentos realizados demostraron que la version que etiquetaba los nodos de
forma descendente encontraba la soluciéon 6ptima de forma més rapida que la version que

empleaba el orden lexicografico.

3.4. Ramificacién y acotacion (Branch and Bound)

Todos los algoritmos propuestos hasta el momento estan basados en bisquedas en
profundidad, e implementados recursivamente. Esto implica que el arbol de exploracion
es recorrido en funcién de como se etiqueten los vértices, ya sea mediante el orden lexico-
grafico, o en base a la adyacencia de los vértices tal y como se ha descrito en la Seccion
3.3.3.

El hecho de que la exploraciéon se haga de forma recursiva implica que para pasar
de una rama del arbol de exploraciéon a otra, es necesario deshacer todas las llamadas
recursivas y, por lo tanto, esa rama debe haber sido explorada por completo.

Con el fin de realizar una exploracién més eficiente del espacio de soluciones, se desa-
rroll6 un algoritmo iterativo capaz de ramificar, en cada paso, el nodo mas prometedor
del arbol de exploraciéon. La forma de decidir qué nodo es el mas prometedor en cada
momento se realiza mediante la cota expuesta en la seccion 3.3.2; el valor del AB de una
solucion parcial y la profundidad (ntimero de vértices etiquetados) del nodo. Mediante
estos tres valores, se genera una prioridad para cada nodo susceptible de ser ramificado.

La prioridad se organiza en dos niveles:

= Primer nivel: Para este nivel se calcula el valor minimo entre la cota y el valor del
AB. Cuanto mayor sea este valor, mayor prioridad tendra el nodo. Este es el valor

de la prioridad.

» Segundo nivel: La prioridad de segundo nivel se utiliza entre nodos que tengan la
misma prioridad de primer nivel. A igual valor tendra mayor prioridad el nodo que

tenga mas vértices etiquetados, es decir, aquel nodo mas profundo en el arbol.

Una vez calculada la prioridad de un nodo es necesario decidir si ese nodo es prome-
tedor o no. Para ello se compara el valor de la prioridad con el valor del AB de la mejor
solucion encontrada hasta el momento. Solo si la prioridad es estrictamente mayor, se

almacena para su posterior ramificacion.
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Los nodos que se almacenan deben contener todos los datos necesarios para poder ser
ramificados una vez sean elegidos como nodo més prometedor. Para poder continuar con
la ejecucion, un nodo debe de almacenar la lista de etiquetas que no han sido asignadas a
ningun vértice y la soluciéon parcial construida hasta el momento. A partir de estos datos
se puede ramificar y calcular, tanto las prioridades, como la estimaciéon del mejor valor
del AB del nodo.

3.4.1. Cola de prioridad multinivel

Para poder almacenar los nodos, es necesario una estructura de datos capaz de aplicar
los dos criterios de prioridad. Esta estructura es una cola de prioridad multinivel. En
vez de almacenar todos los nodos en una tinica cola de prioridad, éstos se almacenan en
distintas colas. Estas colas son accesibles a través de una tabla, cuyo indice representa el
valor de la prioridad del nodo. Una vez dentro de la cola especifica de cada prioridad, los
nodos son ordenados en funcién del ntimero de vértices etiquetados. Si dos nodos tienen
la misma prioridad y el mismo nimero de vértices etiquetados, se utiliza el orden FIFO.

Cuando el algoritmo accede a la cola para recuperar el nodo més prometedor, es el nodo
de mayor prioridad y con mayor ntimero de vértices etiquetados, el que es recuperado. En

el ejemplo de la Figura 3.8, el nodo de mayor prioridad de todos seria el nodo 9.

—>nodo9 — nodo2

—> nodo3

—>nodolb

—> nodo8

—>nodol2 — nodob

—> nodo7 — nodo4 — nodol — nodol4d
—>nodol0 — nodoll

—> nodob —> nodol3

DO W | T O 3| 00| ©

Figura 3.8: Cola de prioridad multinivel

3.4.2. Implementacion iterativa

El objetivo de este algoritmo es poder elegir en cada momento la mejor rama a explorar,
por lo que el algoritmo que se utiliza debe ser implementado de forma iterativa. Este
algoritmo iterativo utiliza la cola de prioridad descrita en la Seccion 3.4.1, para elegir, en
cada iteracion, cual es el nodo mas prometedor a expandir, si no se trata de una solucion
completa al problema.

Para poder ejecutar el algoritmo, primero deben generarse todos los nodos de pro-

fundidad dos, y anadirlos a la cola de prioridad. Esto es necesario porque el algoritmo
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detiene su ejecucion cuando ya no quedan elementos en la cola de prioridad, dando por
sentado que ha terminado de procesar todos los nodos prometedores. El pseudocodigo de

este algoritmo puede verse en el Algoritmo 3.4.

3.4.3. Variacion en el recorrido del arbol de exploracién en algo-
ritmo de ramificacién y acotaciéon

Aunque a priori el recorrido logico del arbol de exploracion es mediante la exploracion

en cada paso del nodo méas prometedor, esto puede derivar en una serie de problemas.
Uno de los problemas que pueden darse es que el tamano del arbol de exploracion puede
desbordar la pila de ejecucion del programa como se describe en la Seccion 3.5.1.
Otro de los problemas derivados de este recorrido es que todo el tiempo se invierta en
ramificar los nodos mas prometedores, y nunca se llegue a alcanzar los nodos hoja. Esto
hace que, al no generar nuevas soluciones, nunca se actualice la mejor soluciéon temporal,
y se siga realizando las podas mediante el valor de la solucién inicial.

Para solucionar esto, se puede realizar un recorrido inverso del arbol de exploracion.
Este recorrido prioriza los nodos de menor prioridad (normalmente mas profundos en el
arbol de exploracion), haciendo que se alcance un mayor nimero de nodos hoja, y ob-
teniendo soluciones mejores rapidamente. Esto conlleva que constantemente se descarten
nodos y se realicen muchas podas manteniendo una cola de tamano reducido que permite
ahorrar tiempo en el volcado a disco. Este recorrido inverso también tiene sus inconvenien-
tes. Puede darse el caso de que, llegado un punto, el algoritmo sé6lo se dedique a podar
los nodos de menor prioridad, y nunca llegue a ramificar los nodos mas prometedores,
haciendo que la diferencia entre el valor de la mejor solucién obtenida y el valor del nodo

de mayor prioridad de la cola sea demasiado alta.

3.5. Problemas encontrados

Durante el desarrollo de los distintos algoritmos exactos para la resolucion del problema

del AB, se encontraron una serie de problemas que seran descritos a continuacion.

3.5.1. Tamano del arbol de exploraciéon

Dadas las caracteristicas del problema: existen N! etiquetados posibles para un grafo,
siendo N el niimero de vértices del mismo. A este ntiimero, hay que anadir que la cantidad
de nodos que componen las capas intermedias del arbol de exploraciéon es muy grande. El
ntimero de nodos que debe explorar un algoritmo exacto para resolver este problema se

puede calcular mediante la siguiente expresion matematica:
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NN
2 (N —i)!

1=0

A pesar de las podas de las distintas ramas del arbol de exploracién, y el purgado de
nodos que dejan de ser prometedores cada vez que se encuentra una solucion que mejora el
valor del AB de la mejor solucion actual, la cola de prioridad necesita almacenar una gran
cantidad de nodos en memoria. Tal es la cantidad que puede llegar a desbordar la pila
de ejecucion del programa. Por ese motivo es necesario un mecanismo que sea capaz de
trasvasar informaciéon desde la memoria principal hasta las unidades de almacenamiento
secundario para su posterior recuperacion.

Para este fin se implemento, en la cola de prioridad, un mecanismo de volcado a disco.
Este volcado se realiza cuando la ocupacion de pila de memoria del programa alcanza mas
del 80 % de su capacidad. En ese momento, la cola vuelca automéaticamente el 20 % de su
contenido. Este 20 % se compone de los nodos menos prometedores que, en el momento
del volcado, pueblan la cola de prioridad. Estos nodos no pueden ser desechados, ya que
en algin momento pueden llegar a ser los nodos méas prometedores y necesitar de su
recuperacion desde el almacenamiento secundario, aunque también es probable que estos
nodos almacenados sean los primeros en ser podados por su condicién de ser los menos
prometedores de todos. Por este motivo se mantiene una lista, que contiene los nodos que
siguen siendo objeto de una posible recuperacion por parte de el algoritmo. Si los nodos
que se encuentran almacenados son podados, serédn eliminados de esta lista de posibles
recuperaciones. Cuando el programa finaliza su ejecucion, se eliminan, del almacenamiento

secundario, todos aquellos nodos que finalmente no fueron recuperados por el algoritmo.

3.5.2. Mantenimiento de la cola

Dado que el manejo de la cola es muy complejo y la capacidad limitada, es necesario
mantener en memoria de ejecucion solo los nodos necesarios. Esto se realiza mediante una
purga constante de los nodos que todavia son susceptibles de ser ramificados, tanto en
memoria, como en almacenamiento secundario. Cada vez que una nueva soluciéon genera
un AB que es mayor que el de la mejor solucién encontrada hasta el momento, se purgan
todos aquellos elementos que tienen una proyeccién menor o igual al valor del AB de la
nueva mejor soluciéon encontrada. Solo se dejan en la cola aquellos elementos que puedan
mejorar el AB actual, porque no merece la pena explorar nodos que vayan a obtener un
valor igual al mejor encontrado hasta el momento, puesto que todas las soluciones son

igualmente validas.
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Require: cola =0
Require: mejorValor = valor AB(solucionT'rivial)
{Generacion de los nodos de profundidad 2}
N = numeroVertices(Grafo)
fori=1to N do
tempSol = ()
tempSol <1
etiquetasLibres <— {1..N} — {i}
for j=1to N —-1do
auxSol = tempSol
[ + etiquetasLibres|j]
auzSol <[
auxLista = etiquetasLibres — {l}
cola < nuevoN odo(auxSol, aux Lista)
end for
end for

{Exploracion de los nodos méas prometedores}
while cola # () do
nodoAux = primero(cola)
if prioridad(nodoAux) > mejorValor then
tempSol = obtenerSolucion(nodoAuz)
etiquetasLibres = obtener Etiquetas(nodoAu)
N = numElementos(etiquetasLibres)
fort=1to N do
auxSol = tempSol
| + etiquetasLibres|t]
auzxSol <1
auxLista = etiquetasLibres — {l}
if auxLista == () then
calcular AB(auxzSol)
if valor AB(auxSol) > mejorValor then
mejorSolucion = auxSol
mejorValor = valor AB(auxSol)
end if
else
calcABV ertice(ultimoV ertice Etiq(auxSol))
calcularCota(auxSol)
if (valor Parcial AB(auxSol) > mejorValor) and
(valorCota(auxSol) > mejorValor)
then
cola < nuevoN odo(auzSol, aux Lista)
end if
end if
end for
end if
end while
{Fin del algoritmo}
return mejorSolucion

Algoritmo 3.4: Ramificacion y acotacion iterativo
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Capitulo 4

Descripcion Informatica

Cuando se desarrolla un proyecto informatico de cierta envergadura, es necesario uti-
lizar un patrén que proporcione al programador una guia adecuada para estructurar,
planear y controlar el proceso de desarrollo. Esto es lo que se conoce como una metodo-
logia de desarrollo software. Durante este capitulo se harda una pequena introducciéon a
las metodologias software mas relevantes y se describirda en detalle la empleada para la

elaboracion de este PFC, asi como su adaptacion al mismo.

4.1. Introduccién a las metodologias software mas
importantes

Entre las diversas metodologias de desarrollo software existentes, algunas de las mas

conocidas son las siguientes:

» Incremental [12]: Esta metodologia provee una estrategia para controlar la com-
plejidad y los riesgos, desarrollando una parte del producto software y reservando

el resto de aspectos para el futuro.

» Espiral [12]: El modelo en espiral tiene en cuenta fuertemente el riesgo que apa-
rece a la hora de desarrollar software. Para ello, se comienza mirando las posibles
alternativas de desarrollo, se opta por la de riesgo mas asumible y se realiza un
ciclo de la espiral. En cada ciclo, si el cliente quiere seguir haciendo mejoras en el
software, se vuelven a evaluar las distintas nuevas alternativas y riesgos y se realiza
otra vuelta de la espiral, asi hasta que llegue un momento en el que el producto
software desarrollado sea aceptado y no necesite seguir mejorandose con otro nuevo

ciclo.

» Proceso Unificado de Desarrollo (PUD) [11]: Es un marco de desarrollo de

software que se caracteriza por estar dirigido por casos de uso, centrado en la arqui-

33
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tectura y por ser iterativo e incremental, que puede ser adaptado a organizaciones
o proyectos especificos. El PUD esta compuesto de cuatro fases denominadas Inicio,
Elaboracion, Construccion y Transicion. Cada una de estas fases es a su vez dividida
en una serie de iteraciones. Estas iteraciones ofrecen como resultado un incremento
del producto desarrollado que anade o mejora las funcionalidades del sistema en

desarrollo.

» Programacion Extrema (eXtreme Programming - XP) [3]: Es el mas des-
tacado de los procesos agiles de desarrollo de software. Esta metodologia promueve
el desarrollo de codigo durante todo el ciclo del vida del proyecto, siendo capaz de

hacer frente a los imprevistos que puedan surgir durante el mismo.

Las metodologias clasicas como el modelo incremental, el modelo en espiral o el PUD
intentan definir todos los requisitos al comienzo del proyecto e invertir esfuerzos después
en controlar los cambios en los requisitos, mientras que las metodologias agiles como XP
ponen mas énfasis en la adaptabilidad frente a los cambios que se producen durante el
proceso de desarrollo del proyecto.

La metodologia de XP considera que los cambios de requisitos sobre la marcha son un
aspecto natural, inevitable e incluso deseable del desarrollo de proyectos y que, ser capaz
de adaptarse a los cambios de requisitos en cualquier punto de la vida del proyecto es una

aproximacion mejor y mas realista que el enfoque de la metodologias clésicas.

4.2. Metodologia empleada: Programacion Extrema

Para el desarrollo de este PFC se ha utilizado la metodologia de la Programacion
Extrema. Se opté por este enfoque por ser una metodologia capaz de adaptarse facil-
mente a los distintos imprevistos que pudieran surgir durante el desarrollo del mismo. A

continuacion se realizard una descripcion de la misma.

4.2.1. Breve introduccién a la Programacion Extrema

La idea de la XP consiste en trabajar estrechamente con el cliente, realizando pequenas
versiones del proyecto con mucha frecuencia (cada dos semanas). En cada pequena version
se debe hacer el minimo de c6digo y lo mas simple posible para que funcione correcta-
mente. El diseno se hace sobre la marcha, haciendo un pequeno diseno para la primera
version y luego modificandolo en las siguientes versiones. Ademés, no hay que hacer una
documentacion para el diseno, no hay mejor documentacion que el mismo coédigo. El co-

digo, por tanto, también se modifica continuamente de versién en version, anadiéndole
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funcionalidad y extrayendo sus partes comunes.

4.2.2. Principios de la Programaciéon Extrema
La XP esta basada en los siguientes principios:

= Simplicidad: Se realizard s6lo lo necesario y nada més. Se realizaran pequenos
incrementos en el desarrollo y se solventarédn los fallos segiin vayan apareciendo.

Esto facilitara el mantenimiento a largo plazo.

= Comunicacioén: Todo el mundo es parte del equipo y es necesaria una comunicacion
diaria entre todos los miembros. Todo el equipo trabajard junto desde los requisitos

iniciales hasta la codificacion, en busca de la mejor solucién posible.

= Retroalimentacion: Al estar el cliente integrado en el proyecto, su opinién sobre
el estado del proyecto se conoce en tiempo real. Al realizarse ciclos muy cortos tras
los cuales se muestran resultados, se minimiza el tener que rehacer partes que no
cumplen con los requisitos y ayuda a los programadores a centrarse en lo que es més

importante.

= Respeto: Todo el mundo debe sentirse valorado como un miembro del equipo. Los

desarrolladores deben valorar la experiencia del cliente y viceversa.

= Coraje: Es necesario ser sincero con el progreso realizado y con las estimaciones de

tiempo. Hay que adaptarse a los cambios cuando estos aparezcan.

4.2.3. Practicas basicas de la Programacion Extrema

Para que la XP funcione, se describen trece practicas basadas en los principios ante-

riores:

= Versiones pequenas: Las versiones deben ser lo suficientemente pequenas como
para poder hacer una cada pocas semanas. Deben ser versiones que ofrezcan algo

util al usuario final y no trozos de cdédigo que no pueda ver funcionando.

= Equipo completo: Forman parte del equipo todas las personas que tienen algo que

ver con el proyecto, incluido el cliente y el responsable del proyecto.

= Planificacion: Se hacen las historias de usuario y se planifica en qué orden se van

a hacer, asi como las versiones. La planificacion se revisa continuamente.

= Test del cliente: El cliente, con la ayuda de los desarrolladores, propone sus propias

pruebas para validar las versiones.
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Diseno simple: Hacer siempre lo minimo imprescindible de la forma mas sencilla

posible. Mantener siempre sencillo el codigo.

Pareja de programadores: Los programadores trabajan por parejas (dos delan-
te del mismo ordenador) y se intercambian las parejas con frecuencia (un cambio

diario).

Desarrollo guiado por las pruebas automaticas: Se deben realizar progra-
mas de prueba automatica y deben ejecutarse con mucha frecuencia. Cuantas mas

pruebas se hagan, mejor.

Mejora del diseno: Mientras se codifica, debe mejorarse el codigo ya hecho con
el que nos crucemos y que sea susceptible de ser mejorado. Extraer funcionalidades

comunes, eliminar lineas de c6digo innecesarias, etc.

Integracion continua: Debe tenerse siempre un ejecutable del proyecto que fun-
cione y, en cuanto se tenga una nueva pequena funcionalidad, debe recompilarse y
probarse. Es un error mantener una version congelada dos meses mientras se hacen
mejoras y luego integrarlas todas de golpe. Cuando falle algo, no se sabe qué es lo

que falla de todo lo que se ha introducido.

El coédigo es de todos: Cualquiera puede y debe tocar y conocer cualquier parte

del cédigo. Para eso se hacen las pruebas automaticas.

Normas de codificacion: Debe haber un estilo comin de codificaciéon (no importa

cual) de forma que parezca que ha sido realizado por una tnica persona.

Metaforas: Hay que buscar unas frases o nombres que definan como funcionan
las distintas partes del programa, de forma que solo con los nombres se pueda uno
hacer una idea de qué es lo que hace cada parte del programa. Un ejemplo claro es
el recolector de basura de Java. Ayuda a que todos los programadores (y el cliente)

sepan de qué estamos hablando y a que no haya malentendidos.

Ritmo sostenible: Se debe trabajar a un ritmo que se pueda mantener indefini-
damente. Esto quiere decir que no debe haber dias muertos en que no se sabe qué
hacer y que no se deben hacer un exceso de horas otros dias. Al tener claro semana a
semana lo que debe hacerse, hay que trabajar duro en ello para conseguir el objetivo

cercano de terminar una historia de usuario o version.
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4.3. Adaptacion de la metodologia empleada en este
PFC

A continuacion se expondran algunas adaptaciones de la metodologia de XP a este
PFC:

= Equipo completo: En este caso el equipo se ve formado tanto por los tutores del

proyecto como por el alumno responsable de su realizacion.

» Planificacion: En las distintas reuniones se proponian metas que marcaban cada
version y, una vez alcanzada la nueva version, se volvia a reunir el equipo para
planificar la siguiente etapa. Las metas mas importantes que se marcaron fueron la
implementacion de distintas técnicas algoritmicas capaces de resolver el problema

del AB tales como: vuelta atras, vuelta atras con poda y ramificaciéon y acotacion.

= Test del cliente: En este caso el cliente esta representado por los tutores del
proyecto. Estos propusieron conjunto de problemas, denominado Smalllnstances [9],

que los distintos algoritmos tenian que conseguir resolver.

= Pareja de programadores: En este caso, al ser un proyecto individual, no es

aplicable.

= Desarrollo guiado por las pruebas automaticas: Cada vez que una version se
termina se ejecuta sobre un conjunto de pruebas, que permite medir el rendimiento

de dicha versién.

= Mejora del diseno: Durante el desarrollo de este PFC este punto fue una cons-
tante. Continuamente se probaban nuevas soluciones y se media el impacto en el

rendimiento que ofrecian.

= Metaforas: Para el desarrollo de este PFC se utilizaron diversas metaforas para
referirse a las distintas formas de etiquetado de los grafos tal y como se mostré en

la Seccién 3.3.2.

4.4. Planificacién y seguimiento

A pesar de que en la XP no existe una planificacién a largo plazo del proyecto vy,
cada version tiene su propia planificacion, se optd por realizar una primera planificacion
de como seria el desarrollo del proyecto a lo largo de todo su ciclo de vida, para poder

compararlo con los plazos reales en la realizacion de este PFC.
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En primer lugar se planearon las distintas etapas por las cuales deberia pasar el pro-
yecto, asi como los distintos hitos a conseguir para que el proyecto estuviera terminado.
Estas etapas son las descritas en el Capitulo 2. También se adapté un diagrama de Gantt
a los términos de la XP con el fin de tener una referencia de tiempo en la cual ubicar
los distintos hitos a conseguir y tener un seguimiento del trabajo realizado y el tiempo

empleado en el desarrollo de cada version.

4.4.1. Diagrama de Gantt de planificaciéon

El diagrama o grafico Gantt es un herramienta til en la gestion de proyectos, creada
por Henry L. Gantt en 1917. Consiste en confeccionar un cuadro con todas las actividades
o tareas, por orden de inicio, con los respectivos tiempos previstos para su realizacion e
identificacion de la actividad precedente, a partir del cual se calculan las fechas de inicio
y finalizacion, y se realiza una representacion grafica horizontal del comienzo y duraciéon
de todas las tareas del proyecto.

Con este método se consigue una mayor eficiencia en la ejecucién de proyectos, porque

permite conseguir los siguientes objetivos:

= Minimizar los tiempos de espera, lo que implica una utilizacion 6ptima de los

recursos.
» Reducir al maximo el incumplimiento de los plazos.
= Acortar el tiempo empleado en la ejecucion global del proyecto.

En la Figura 4.1 puede verse el diagrama de Gantt utilizado para la planificacion de

este proyecto.

<
it 1200 0 O S

1 Planificacion PFC 2 days |

2 Creacion version basica 15 days j

3 Optimizacion version basica 10 days

4 Desarrollo de cotas 30 days

5 Implementacion de podas 36 days

6 Creacion de version iterativa 35 days

7 Experimentacion 15 days

8 Redaccion de la memoria 167 days

Figura 4.1: Diagrama de Gantt de planificacion
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4.4.2. Diagrama de Gantt de seguimiento

Este otro diagrama de Gantt es similar en concepto al anteriormente expuesto, es
decir, una representacion grafica de la duracion de las distintas tareas que componen el
proyecto. Sin embargo, en este diagrama se registran los datos reales del tiempo invertido
en cada tarea. Este tipo de graficos ayuda a evaluar si la planificacion inicial fue correcta
0 no, asi como las tareas que han sido mas dificiles de completar o que han llevado mas
tiempo del previsto inicialmente.

En la Figura 4.2 puede verse el diagrama de Gantt utilizado para el seguimiento de

este proyecto.

00 N OV B W N

Y, 2008 Qtr 4, 2008 Qtr 1, 2009 Qtr 2, 2009 Qtr 3, 2009 Qtr 4, 2009 Qtr 1, 2010

Hom e D |- ’ago sep oct nov dic ene feb mar abr may jun jul ago sep oct nov dic ene feb mar
Planificacion PFC S days i
Creacion version basica 15 days
Optimizacion version basica 20 days
Desarrollo de cotas 40 days
Implementacion de podas 94 days
Creacion de version iterativa. 146 days
Experimentacion 44 days
Redaccion de la memoria 118 days

Figura 4.2: Diagrama de Gantt de seguimiento

4.5. Diagrama de clases

Aunque en los principios de la XP se expresa que el propio cdédigo debe ser toda
la documentacion necesaria, un diagrama de clases permite mostrar la estructura del
proyecto y como los distintos modulos estén interconectados. Esto es 1til a la hora de
anadir funcionalidades adicionales en futuros trabajos. En la Figura 4.3 se puede observar

el diagrama de clases asociado a este proyecto.

4.5.1. Clases principales

A continuacion se describiran las clases mas importantes del proyecto.

» Clase Instance: Esta clase es la encargada de modelar los grafos usados para re-

presentar los problemas.

» Clase Solution: Esta clase contiene una solucioén (una permutacion) de un problema

concreto. Esta solucién puede ser parcial o completa.

= Clase Antibandwidth: Esta clase es la encargada de implementar todos los algo-

ritmos capaces de resolver el problema del AB.
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TimeOutException — Algorithm
| Instance Permutation ParintStr
Solution Antibandwith ColaPrioridad
Nodo T

ExactResult

FileList

Experiment

InstanceFile AlgorithmList * Tupla

Figura 4.3: Diagrama de clases del proyecto

= (Clase ColaPrioridad: Esta clase modela una cola de prioridad capaz de volcar y

recuperar de almacenamiento secundario parte de su contenido.

= Clase Nodo: Esta clase modela los nodos del drbol de exploraciéon. Es usada por la

clase ColaPrioridad.

4.6. Paradigma de programacion

Para el correcto desarrollo de este proyecto fue preciso elegir un lenguaje de progra-
maciéon cuyas caracteristicas permitieran un desarrollo agil e intuitivo. Por ello se eligio
un lenguaje de programacion basado en el Paradigma de Orientacion a Objetos. Mediante
este paradigma se puede realizar una descripcion de las distintas partes del proyecto lo
més cercana posible a la realidad y permite aplicar la practica de las metaforas de la
XP (ver Seccion 4.2.2) de manera més sencilla que un lenguaje basado en el paradigma

estructural.

A continuacién se describiran los principios de la Programacion Orientada a Objetos.
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4.6.1. Programaciéon Orientada a Objetos

La Programacion Orientada a Objetos (POO) es un paradigma de programacion que,
como su nombre indica, modela los datos mediante objetos, intentando imitar la realidad.

Estos objetos son entidades que combinan estado, comportamiento e identidad.

= Kl estado de un objeto son los valores de los atributos que representan las caracte-
risticas bésicas de un objeto y que conforman su estructura interna en un momento
dado. Por ejemplo un objeto que represente una caja podria tener atributos tales
como anchura, altura y profundidad, y unos valores determinados para esos atribu-

tos.

= El comportamiento son las operaciones que un objeto puede realizar, estas opera-
ciones son denominadas métodos. En el ejemplo del objeto caja, un método podria,

por ejemplo, calcular el volumen de dicha caja.

» La identidad de un objeto es una propiedad mediante la cual se puede identificar
cualquier objeto univocamente, incluso cuando dos objetos de la misma clase poseen

los mismos valores para sus atributos.

La POO expresa un programa como un conjunto de objetos que colaboran entre si
para realizar tareas. Esto permite hacer los programas y modulos mas faciles de escribir,
mantener, y reutilizar.

En todo lenguaje que se considere como orientado a objetos se debe de poder reconocer

cada una de estas caracteristicas:

= Abstraccion: Denota las caracteristicas esenciales de un objeto, donde se captura
su comportamiento. Los procesos, las funciones o los métodos pueden también ser

fruto de la abstraccion.

= Encapsulamiento: Significa reunir a todos los elementos que pueden considerarse
pertenecientes a una misma entidad, al mismo nivel de abstraccion. Esto permite

aumentar la cohesion de los componentes del sistema.

= Herencia: Es la facultad mediante la cual una clase de objeto, a la que llamaremos
clase hija, hereda en ella los atributos y operaciones de otra clase de objeto, llamada
clase padre, como si esos atributos y operaciones hubiesen sido definidos en la propia
clase hija. Esta caracteristica permite organizar jerarquicamente los distintos objetos
que forman parte de un programa. La herencia permite crear especializaciones de

objetos sin tener que volver a definir las partes comunes.
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= Polimorfismo: Es la capacidad de asociar, a variables de una clase padre, objetos
de clases que hereden de esta ultima (clases hijas). Esto permite que se produzcan
comportamientos distintos para los mismos métodos, dependiendo del objeto de la

clase hija que se asigne a la variable de la clase padre.

4.7. Tecnologias empleadas

Durante el desarrollo de este PFC se emplearon diversas tecnologias que seran expues-

tas a continuacion.

4.7.1. Lenguaje de programacién

Para el desarrollo de este proyecto se optd por utilizar el lenguaje de programacion
Java de Sun Microsystems. En concreto se utilizo la version Java SE 6. Este lenguaje
permite emplear el paradigma de la POO. A continuacién se describiran las principales

caracteristicas del lenguaje de programacion Java.

Lenguaje de programaciéon Java

Java es un lenguaje de programacion orientado a objetos desarrollado por Sun Mi-
crosystems a principios de los anos 90. El lenguaje en si mismo toma mucha de su sintaxis
de C y C++, pero tiene un modelo de objetos mas simple y elimina herramientas de bajo
nivel, que suelen inducir a muchos errores, como la manipulaciéon directa de punteros o
memoria.

Las aplicaciones Java estan tipicamente compiladas en un bytecode, aunque la compi-
laciéon en coédigo maquina nativo también es posible. En tiempo de ejecucion, el bytecode
es normalmente interpretado y compilado a coédigo nativo para la ejecucion, aunque la
ejecucion directa por hardware del bytecode por un procesador Java también es posible.

El lenguaje Java se cre6 con cinco objetivos principales:
= Debia usar la metodologia de la Programacion Orientada a Objetos.
= Debia permitir la ejecucion de un mismo programa en multiples sistemas operativos.
= Debia incluir, por defecto, soporte para trabajo en red.
= Debia disenarse para ejecutar coédigo en sistemas remotos de forma segura.

= Debia ser facil de usar y tomar lo mejor de otros lenguajes orientados a objetos,

como C+-+.
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4.7.2. Entorno de desarrollo

A continuacion se describira el entorno de desarrollo utilizado para la elaboracion del

este PFC.

IDE Eclipse [5]

Eclipse es un Entorno de Desarrollo Integrado (IDE, de sus siglas en inglés, Integrated
Development Environment), es decir, un programa informético compuesto por un conjun-
to de herramientas que facilitan la tarea de programacion y depuraciéon de aplicaciones
software. Los IDE proveen un marco de trabajo amigable para los programadores, siendo
posible que un mismo IDE pueda utilizar varios lenguajes de programacion. Este es el caso
de Eclipse, al que mediante plugins se le puede anadir soporte para distintos lenguajes.
También es posible anadir funcionalidades adicionales que no se encuentran disponibles
de serie, mediante el uso de estos plugins, como por ejemplo: editores de texto IXTEX,

integracion de sistemas de control de versiones, etc.

4.7.3. GNU /Linux [4][7]

Para la experimentacion llevada a cabo en este proyecto fue necesario utilizar el sistema
operativo Linux. En concreto se utilizo la distribucion Ubuntu Linux 64 bits [8]. El uso
de un sistema de 64 bits es necesario porque, dadas las caracteristicas de los algoritmos,
se requiere una gran cantidad de memoria para su correcta ejecucion y sélo un sistema de
64 bits es capaz de direccionar mas de 3,2 GB de memoria.

La eleccion de Ubuntu Linux como sistema operativo se debe a su sencillez de ins-
talacion y, dado el gran niimero de usuarios del mismo, la informaciéon necesaria para
solucionar posibles problemas técnicos esta practicamente garantiza sea cual sea la natu-

raleza del mismo.

4.7.4. Sistema de documentacion ETEX

LaTeX [2] es un sistema de composicion de textos escrito por Leslie Lamport en 1984,
con la intencion de facilitar el uso del lenguaje de composicion tipografica TEX, un lenguaje
«de bajo nivel» en el sentido de que sus acciones ultimas son muy elementales, creado por
Donald Knuth. IXTEX esté formado mayoritariamente por érdenes (macros) construidas a
partir de comandos de TEX. Es muy utilizado para la composicién de articulos académicos,
tesis y libros técnicos, dado que la calidad tipogréfica de los documentos realizados con
LaTeX es comparable a la de una editorial cientifica de primera linea. IXTEX es software
libre bajo licencia LPPL (KTEX Project Public License).
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KTEX presupone una filosofia de trabajo diferente a la de los procesadores de texto
habituales y se basa en comandos. Tradicionalmente, este aspecto se ha considerado una
desventaja, sin embargo, IXTEX, a diferencia de los procesadores de texto tradicionales,
permite a quien escribe un documento centrarse exclusivamente en el contenido, sin tener
que preocuparse de los detalles del formato. Ademés de sus capacidades gréficas para re-
presentar ecuaciones, formulas complicadas, notacion cientifica e incluso musical, permite
estructurar facilmente el documento (con capitulos, secciones, notas, bibliografia, indices
analiticos, etc.) lo cual brinda comodidad y lo hace util para articulos académicos y libros

técnicos.

4.7.5. Solver CPLEX

CPLEX es un software de optimizacion desarrollado por la compania ILOG [1]. Su
nombre viene dado por el lenguaje de programacion C y el método simplex, a pesar de
que hoy en dia implementa el método de puntos interiores y tiene interfaces para los
lenguajes de programacion C++ , C# y Java.

CPLEX fue originalmente desarrollado por Robert E. Bixby y comercializado por
CPLEX Optimization Inc., la cual fue adquirida por ILOG en 1997. ILOG fue reciente-
mente comprada por IBM en Enero de 2009.



Capitulo 5

Resultados Experimentales

En este capitulo se describiran los experimentos realizados para comprobar la calidad

de las soluciones que los distintos algoritmos ofrecen.

5.1. Conjunto de instancias de evaluaciéon

Para las pruebas se utilizaron dos conjuntos de problemas: uno aleatorio generado
mediante una pequena aplicacion desarrollada para tal fin y otro conjunto llamado “Sma-
llinstances” que fueron introducidas en [9]. Cada uno de estos problemas recibe el nombre

de instancia.

» Instancias aleatorias: Este conjunto de pruebas esta formado por 13 grafos, cuyo
ntmero de vértices, va desde 12 hasta 24. Este grupo de problemas se cre6 para ser
el banco de pruebas durante el desarrollo del PFC. Cada vez que un algoritmo era
implementado, o se alcanzaba una nueva version, se utilizaba este banco de pruebas
para comprobar tanto la correccion de la ejecucion, como el rendimiento de dicha

version.

= Smalllnstances: Este conjunto de pruebas esta formado por 84 grafos, cuyo nimero
de vértices, va desde los 16 del mas pequeno hasta los 24 del mas grande. Este
conjunto es el empleado para medir, tanto el rendimiento de cada una de las versiones
finales de las distintas técnicas algoritmicas, como del solver CPLEX, permitiendo

asi tener un marco comparativo.

5.2. Resultados experimentales

A continuacién se expondran los resultados experimentales en dos tablas resumen que
permitiran comparar el rendimiento de los distintos algoritmos. En la primera de ellas la

solucion inicial sera lexicografica, mientras que en la segunda se empleara un algoritmo

45
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heuristico para alcanzar la soluciéon inicial. Los datos que pueden verse en las Tablas 5.1 y
5.2 son la media aritmética del conjunto total de problemas. Este estudio estadistico de los
resultados permite que las anomalias que puedan darse en los resultados sean filtradas y
los datos muestren la tendencia general de los distintos algoritmos. Los datos individuales
de las distintas instancias pueden consultarse en el Anexo A. Para este experimento se ha

empleado el conjunto de instancias Smalllnstances con un tiempo méaximo de una hora.

Small Instances BT BT* | B&DB; B&B, | CPLEX
# Optimos 0 56 69 62 62
Gap Absoluto 16,833 5,083 1,238 3,405 0,369
Gap Relativo 0,867 0,235 0,100 0,166 0,035
CPU Time (s) 3600 | 1526,389 | 825,180 | 1138,925 | 1194,320

Tabla 5.1: Algoritmos con solucién inicial lexicogréfica

Small Instances | BTheur | BTheur* | B&Biheur | B&Bsheur | CPLEX
# Optimos 0 62 71 63 62
Gap Absoluto 15,191 3,917 0,786 3,321 0,369
Gap Relativo 0,782 0,178 0,061 0,160 0,035
CPU Time (S) 3600 | 1199,460 733,952 1161,214 | 1194,320

Tabla 5.2: Algoritmos con solucién inicial heuristica
La nomenclatura de los algoritmos es la siguiente:
= BT: Vuelta atras basico con solucién inicial lexicografica.
s BTheur: Vuelta atrés basico con solucién inicial heuristica.
» BT*: Vuelta atras con poda, estimacion y solucion inicial lexicogréfica.
s BTheur*: Vuelta atras con poda, estimaciéon y solucién inicial heuristica.

» B& B;: Ramificaciéon y acotaciéon con recorrido en orden y soluciéon inicial lexico-

grafica.

s B& B heur: Ramificaciéon y acotaciéon con recorrido en orden y soluciéon inicial

heuristica.

» B& B,: Ramificacion y acotacion con recorrido inverso y solucion inicial lexicogra-

fica.

» B& Bsheur: Ramificacion y acotacion con recorrido inverso y solucién inicial heu-

ristica.

» CPLEX: Uso de la formulacion mateméatica mediante el solver CPLEX.
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Los valores de las tablas deben ser interpretados de la siguiente manera:

» #Optimos: Es el namero total de soluciones exactas que el algoritmo ha sido capaz

de obtener en el tiempo maximo de 1 hora.

= Gap Absoluto: Es la diferencia en valor absoluto entre el valor de la mejor solucion
que el algoritmo ha sido capaz de encontrar en el tiempo méaximo de 1 hora (cota
inferior) y el mejor valor que el algoritmo estima (cota superior) podria ser el valor
de la mejor solucién, es decir, la diferencia en valor absoluto entre la cota inferior y

la cota superior. Cuando una soluciéon es 6ptima este valor es 0.

» Gap Relativo: Mateméaticamente es el valor del gap absoluto dividido entre la cota
superior. Esto representa un porcentaje de cuanto se acerca la cota inferior obtenida
a la solucion 6ptima estimada. En una soluciéon 6ptima este valor es 0. Por ejemplo,
para una instancia cuya cota inferior es 7000 y cuya cota superior es 8000, su gap
absoluto es 1000. Este valor puede parecer muy alto, sin embargo si lo medimos
en términos de gap relativo obtenemos un valor de 0,14. Teniendo en cuenta que
el gap relativo de una solucién 6ptima es 0, podemos observar que el valor 7000 se
encuentra mucho més cerca del valor 6ptimo de lo que se podria pensar al observar

el gap absoluto.

» CPU Time (s): Es el tiempo medio que ha empleado el algoritmo para la ejecucion

de los problemas planteados.

5.3. Analisis de los resultados

En este apartado se realizard un anélisis de los resultados obtenidos utilizando como

marco de referencia el solver CPLEX.

5.3.1. Descripcion de las tablas de datos

Los datos que se muestran en las tablas de la seccién anterior corresponden a la
experimentacion realizada usando el conjunto de problemas denominado Smalllnstances.
En ambas tablas se muestran los resultados obtenidos por el solver CPLEX para poder
realizar una comparacion.

En la Tabla 5.1 se muestran los resultados de los algoritmos que utilizaban una solucién
inicial lexicografica, mientras que en la Tabla 5.2 estan los datos de los algoritmos que

utilizaban una solucién inicial heuristica.
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5.3.2. Comparacién de los algoritmos desarrollados

Como se pueden observar en las tablas resumen, aquellos algoritmos que utilizan una
solucion inicial heuristica ven sustancialmente reducido su tiempo de ejecuciéon asi como
los valores del gap tanto absoluto como relativo, a la vez que obtienen una mayor cantidad
de soluciones 6ptimas. Esto se debe a que la soluciéon inicial heuristica permite a los
algoritmos empezar a podar utilizando un cota inferior més alta que la que aporta una
solucion inicial lexicografica.

Una vez centrados en los algoritmos que usan soluciones heuristicas observamos que
el mejor algoritmo de los implementados es el algoritmo de ramificaciéon y acotacion que
hace uso de la cola de prioridad con recorrido en orden y volcado a disco. Este método
es capaz de resolver el 85 % de las instancias en un tiempo medio de 12 minutos y 15
segundos, ademéas de tener el gap absoluto y relativo mas bajo de todos los algoritmos

desarrollados.

5.3.3. Comparaciéon con CPLEX

Como se expuso en el apartado anterior el mejor algoritmo de los desarrollados es el
que usa la técnica de ramificacion y acotacion haciendo uso de la cola de prioridad con
recorrido en orden, B& Bsheur siguiendo con la nomenclatura de la Tabla 5.2.

Al compararlo con el solver CPLEX se puede observar que el algoritmo B& Bsheur
es capaz de resolver un nimero mayor de instancias. CPLEX consigue resolver el 74 %
de las instancias, mientras que el algoritmo B& Boheur consigue resolver el 85 % de estas
instancias. También se puede destacar que el tiempo de ejecucion medio es sustancialmente
menor: 7 minutos 40 segundos menos.

Sin embargo se puede apreciar que tanto el gap absoluto como el relativo es menor
utilizando el solver CPLEX. Esto significa que, en las soluciones que no consigue alcanzar
el 6ptimo, la solucién que proporciona CPLEX se acerca més al resultado 6ptimo que la

solucién que proporcionaria el algoritmo B& Bsheur.
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Conclusiones y trabajos futuros

A continuacién se expondran los hitos conseguido asi como las propuestas para trabajos

futuros.

6.1.

Objetivos alcanzados

Como resultado de la elaboracion de este PFC se han alcanzado los siguientes hitos:

Desarrollo de un algoritmo basico: Se ha implementado un versién inicial con

las funcionalidades mas bésicas, a partir de la cual se ha desarrollado el proyecto.

Proposicion de cotas: Se han propuesto una serie de cotas para el problema del
AB.

Desarrollo de un algoritmo mejorado: Mediante la aplicacion de las cotas se

consiguié desarrollar un algoritmo recursivo mejorado de ramificacion y acotacion.

Desarrollo de un algoritmo iterativo: Se ha logrado desarrollar un algoritmo
iterativo de ramificacion y acotacién que, mediante el uso de las cotas, permite un

recorrido mas eficiente del arbol de exploracién.

CPLEX: Se ha utilizado el solver CPLEX para implementar la formulaciéon mate-

matica descrita en la Seccion 1.4.

Con todo esto se puede concluir que se ha logrado el objetivo principal de desarrollar

diferentes versiones de algoritmos exactos capaces de resolver el problema del AB de

manera satisfactoria.

6.2.

Resultados

Mediante la realizacion de este PFC se ha realizado un estudio de distintas técnicas

algoritmicas capaces de resolver el problema del AB de manera exacta. La posterior ex-
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perimentaciéon con un conjunto de instancias de pruebas estandar ha conseguido resolver

instancias de hasta veintitin vértices para el problema del AB de manera 6ptima.

6.3. Trabajos futuros

En esta seccion se expondran algunas ideas sobre posibles trabajos futuros de este
PFC.

6.3.1. Procesamiento en paralelo

En este PFC se han desarrollado algoritmos monohilo, es decir, algoritmos que sélo
ejecutan sobre un proceso y consecuentemente sobre un tnico procesador. Sin embargo
serfa factible y muy interesante implementar estos algoritmos para que hagan uso de las
técnicas de computacion distribuida para mejorar su rendimiento.

Hasta hace poco, un ordenador no albergaba més de un procesador en su interior
y los centros de célculo utilizaban clusters de ordenadores interconectados en red. Sin
embargo, actualmente la mayoria de ordenadores que se comercializan poseen dos o mas
procesadores y se puede tener acceso a un sistema de computacion distribuida de manera

relativamente econdémica.

Mediante una implementacion distribuida de los distintos algoritmos, se podria mul-
tiplicar, teéricamente, la capacidad de exploracion de los algoritmos por el ntimero de
procesadores que la maquina poseyese. Esto permitiria ,en los casos en los cuales los algo-
ritmos monohilo son capaces de encontrar la soluciéon 6ptima, reducir considerablemente
el tiempo de ejecucion, o, en aquellos problemas en los cuales el algoritmo no consigue

una solucién 6ptima, reducir el espacio de busqueda explorado.



Anexo A

Tablas de datos completas

A.1. Vuelta atras basico

A.1.1. Solucién inicial lexicografica (BT)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 4 15 11 0,733 3600,000
pl8 16 21 1 15 14 0,933 3600,000
pl9 16 19 6 15 9 0,600 3600,000
p20 16 18 5 15 10 0,667 3600,000
p21 17 20 1 16 15 0,938 3600,000
p22 17 19 6 16 10 0,625 3600,000
p23 17 23 5 16 11 0,688 3600,000
p24 17 29 1 16 15 0,938 3600,000
p25 17 20 1 16 15 0,938 3600,000
p26_17 19 1 16 12 0,750 3600,000
p27 17 19 1 16 15 0,938 3600,000
p28 17 18 4 16 12 0,750 3600,000
p29 17 18 1 16 15 0,938 3600,000
p30 17 19 3 16 13 0,813 3600,000
p3l 18 21 6 17 11 0,647 3600,000
p32 18 20 1 17 16 0,941 3600,000
p33 18 21 1 17 16 0,941 3600,000
p34 18 21 6 17 11 0,647 3600,000
p35 18 19 5 17 12 0,706 3600,000
p36_18 20 2 17 15 0,882 3600,000
p37 18 20 5 17 12 0,706 3600,000
p38 18 19 6 17 11 0,647 3600,000
p39 18 19 6 17 11 0,647 3600,000
p40 18 32 2 17 15 0,882 3600,000
pdl 19 20 6 18 12 0,667 3600,000
p42 19 24 1 18 17 0,944 3600,000
p43 19 22 2 18 16 0,889 3600,000
pdd 19 25 1 18 17 0,944 3600,000
p45 19 25 4 18 14 0,778 3600,000
p46 19 20 1 18 17 0,944 3600,000
pd7_19 21 1 18 17 0,944 3600,000
p48 19 21 6 18 12 0,667 3600,000
p49 19 22 6 18 12 0,667 3600,000
p50 19 25 2 18 16 0,889 3600,000
p5l 20 28 1 19 18 0,947 3600,000
p52 20 27 1 19 18 0,947 3600,000
p53 20 22 1 19 18 0,947 3600,000
p54 20 28 5 19 14 0,737 3600,000
p55 20 24 1 19 18 0,947 3600,000
p56_ 20 23 2 19 17 0,895 3600,000
p57 20 24 1 19 18 0,947 3600,000
p58 20 21 1 19 18 0,947 3600,000
p59_20 23 1 19 18 0,047 3600,000
p60 20 22 1 19 18 0,947 3600,000
p6l 21 22 1 20 19 0,950 3600,000
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A.1.2.

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p63_21_42 2 20 18 0,000 3600,000
p64 21 22 6 20 14 0,700 3600,000
p65 21 24 1 20 19 0,950 3600,000
p66 21 28 3 20 17 0,850 3600,000
p67 21 22 2 20 18 0,900 3600,000
p68 21 27 1 20 19 0,950 3600,000
p69 21 23 5 20 15 0,750 3600,000
p70 21 25 1 20 19 0,950 3600,000
p7l_ 22 29 1 21 20 0,952 3600,000
p72_ 22 49 1 21 20 0,952 3600,000
p73_ 22 29 1 21 20 0,952 3600,000
p74 22 30 2 21 19 0,905 3600,000
p75 22 25 2 21 19 0,905 3600,000
p76_ 22 30 1 21 20 0,952 3600,000
p77_ 22 37 1 21 20 0,952 3600,000
p78 22 31 1 21 20 0,952 3600,000
p79 22 29 3 21 18 0,857 3600,000
p80 22 30 2 21 19 0,905 3600,000
p8l 23 46 1 22 21 0,955 3600,000
p82 23 24 6 22 16 0,727 3600,000
p83 23 24 2 22 20 0,909 3600,000
p81_23 26 1 22 18 0,818 3600,000
p85 23 26 1 22 21 0,955 3600,000
p86 23 24 1 22 21 0,955 3600,000
p87 23 30 1 22 21 0,955 3600,000
p88 23 26 2 22 20 0,909 3600,000
p89 23 27 1 22 21 0,955 3600,000
p90 23 35 2 22 20 0,909 3600,000
p91 24 33 4 23 19 0,826 3600,000
p92 24 26 3 23 20 0,870 3600,000
p93_ 24 27 2 23 21 0,913 3600,000
p9%4 24 31 1 23 22 0,957 3600,000
p95 24 27 2 23 21 0,913 3600,000
p96 24 27 2 23 21 0,913 3600,000
p97 24 26 1 23 22 0,957 3600,000
p98 24 29 1 23 22 0,957 3600,000
p99 24 27 2 23 21 0,913 3600,000
pl00 24 34 1 23 22 0,957 3600,000

Solucidn inicial heuristica (BTheur)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 3 15 12 0,800 3600,000
pl8 16 21 5 15 10 0,667 3600,000
pl9 16 19 5 15 10 0,667 3600,000
p20_16_18 Z 15 11 0,733 3600,000
p2l_17_20 5 16 1 0,638 3600,000
p22 17 19 6 16 10 0,625 3600,000
p23 17 23 5 16 11 0,688 3600,000
p24 17 29 1 16 15 0,938 3600,000
p25_ 17 20 2 16 14 0,875 3600,000
p26_ 17 19 4 16 12 0,750 3600,000
p27 17 19 5 16 11 0,688 3600,000
p28 17 18 5 16 11 0,688 3600,000
p29 17 18 5 16 11 0,688 3600,000
p30 17 19 4 16 12 0,750 3600,000
p31_18 21 5 17 2 0,706 3600,000
p32_18 20 6 17 11 0,647 3600,000
p33_18 21 5 17 12 0,706 3600,000
p34 18 21 6 17 11 0,647 3600,000
p35 18 19 5 17 12 0,706 3600,000
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Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p36_18 20 4 17 13 0,765 3600,000
p37 18 20 5 17 12 0,706 3600,000
p38 18 19 5 17 12 0,706 3600,000
p39 18 19 5 17 12 0,706 3600,000
p40 18 32 3 17 14 0,824 3600,000
p4l 19 20 5 18 13 0,722 3600,000
p42 19 24 4 18 14 0,778 3600,000
p43 19 22 2 18 16 0,889 3600,000
pdd 19 25 4 18 14 0,778 3600,000
p45 19 25 4 18 14 0,778 3600,000
p46 19 20 4 18 14 0,778 3600,000
p47 19 21 5 18 13 0,722 3600,000
p48 19 21 6 18 12 0,667 3600,000
p49 19 22 5 18 13 0,722 3600,000
p50 19 25 2 18 16 0,889 3600,000
p5l 20 28 4 19 15 0,789 3600,000
p52 20 27 4 19 15 0,789 3600,000
p53 20 22 5 19 14 0,737 3600,000
p54 20 28 5 19 14 0,737 3600,000
p55 20 24 5 19 14 0,737 3600,000
p56_ 20 23 4 19 15 0,789 3600,000
p57 20 24 5 19 14 0,737 3600,000
p58 20 21 5 19 14 0,737 3600,000
p59 20 23 5 19 14 0,737 3600,000
p60 20 22 5 19 14 0,737 3600,000
p6l 21 22 5 20 15 0,750 3600,000
p62 21 30 4 20 16 0,800 3600,000
p63 21 42 2 20 18 0,900 3600,000
p64 21 22 5 20 15 0,750 3600,000
p65 21 24 5 20 15 0,750 3600,000
p66_ 21 28 4 20 16 0,800 3600,000
p67 21 22 4 20 16 0,800 3600,000
p68 21 27 4 20 16 0,800 3600,000
p69 21 23 5 20 15 0,750 3600,000
p70_ 21 25 4 20 16 0,800 3600,000
p7l 22 29 4 21 17 0,810 3600,000
pr2 22 49 1 21 20 0,952 3600,000
p73 22 29 4 21 17 0,810 3600,000
p74 22 30 2 21 19 0,905 3600,000
p75 22 25 2 21 19 0,905 3600,000
p76_22 30 1 21 20 0,952 3600,000
p77_ 22 37 3 21 18 0,857 3600,000
p78_22 31 1 21 20 0,952 3600,000
p79_ 22 29 5 21 16 0,762 3600,000
p80 22 30 3 21 18 0,857 3600,000
p81l 23 46 1 22 21 0,955 3600,000
p82 23 24 6 22 16 0,727 3600,000
p83 23 24 2 22 20 0,909 3600,000
p84 23 26 3 22 19 0,864 3600,000
p85 23 26 5 22 17 0,773 3600,000
p86 23 24 6 22 16 0,727 3600,000
p87 23 30 4 22 18 0,818 3600,000
p88 23 26 5 22 17 0,773 3600,000
p89 23 27 4 22 18 0,818 3600,000
p90 23 35 4 22 18 0,818 3600,000
p9l 24 33 3 23 20 0,870 3600,000
p92 24 26 4 23 19 0,826 3600,000
p93 24 27 5 23 18 0,783 3600,000
p94 24 31 5 23 18 0,783 3600,000
p95 24 27 6 23 17 0,739 3600,000
p96 24 27 4 23 19 0,826 3600,000
p97 24 26 5 23 18 0,783 3600,000
p98 24 29 1 23 22 0,957 3600,000
p99 24 27 5 23 18 0,783 3600,000
pl00_24 34 2 23 21 0,913 3600,000
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A.2. Vuelta atras con poda

A.2.1. Solucion inicial lexicografica (BT)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 5 5 0 0,000 4,048
pi8_16 21 6 6 0 0,000 2,328
pl9_16 19 7 7 0 0,000 1,204
p20 16 18 6 6 0 0,000 9,220
p21 17 20 7 7 0 0,000 127,767
p22 17 19 7 7 0 0,000 12,548
p23 17 23 6 6 0 0,000 64,368
p24 17 29 5 5 0 0,000 8,408
p25 17 20 7 7 0 0,000 0,110
p26 17 19 7 7 0 0,000 16,721
p27 17 19 8 8 0 0,000 3,360
p28 17 18 8 8 0 0,000 16,049
p29 17 18 7 7 0 0,000 262,270
p30 17 19 7 7 0 0,000 36,927
p3l 18 21 7 7 0 0,000 9,923
p32 18 20 8 8 0 0,000 35,865
p33 18 21 8 8 0 0,000 105,202
p34 18 21 7 7 0 0,000 29,660
p35 18 19 7 7 0 0,000 88,168
p36_ 18 20 8 8 0 0,000 286,366
p37 18 20 8 8 0 0,000 30,520
p38 18 19 8 8 0 0,000 48,272
p39_18 19 B B 0 0,000 34,208
pd0_18 32 6 6 0 0,000 0,782
p4l 19 20 8 8 0 0,000 786,700
p42 19 24 7 7 0 0,000 805,358
p43 19 22 7 7 0 0,000 30,208
p44d 19 25 8 8 0 0,000 2629,994
p45 19 25 7 7 0 0,000 11,767
p46 19 20 9 9 0 0,000 255,503
pd7 19 21 8 8 0 0,000 80,246
p48 19 21 8 8 0 0,000 132,877
p49 19 22 8 8 0 0,000 60,367
p50_19 25 7 7 0 0,000 30,426
p51 20 28 8 8 0 0,000 778,089
p52 20 27 8 8 0 0,000 905,700
p53 20 22 9 9 0 0,000 786,169
p54 20 28 8 8 0 0,000 55,320
pb5 20 24 9 9 0 0,000 5,532
p56 20 23 9 9 0 0,000 33,474
p57 20 24 8 8 0 0,000 189,932
p58 20 21 8 19 11 0,579 3600,000
p59 20 23 8 19 11 0,579 3600,000
p60_ 20 22 4 19 15 0,789 3600,000
p6l1 21 22 4 20 16 0,800 3600,000
p62 21 30 9 9 0 0,000 812,032
p63 21 42 6 6 0 0,000 1062,187
p64 21 22 9 20 11 0,550 3600,000
p65 21 24 9 20 11 0,550 3600,000
p66 21 28 8 8 0 0,000 163,578
p67 21 22 3 20 17 0,850 3600,000
p68 21 27 8 8 0 0,000 656,078
p69 21 23 9 9 0 0,000 598,703
p70_21_25 9 9 0 0,000 2262,022
p7l_22 29 9 20 11 0,550 3600,000
pr2 22 49 6 21 15 0,714 3600,000
p73_ 22 29 9 9 0 0,000 2506,422
p74 22 30 8 8 0 0,000 1191,156
p75 22 25 9 9 0 0,000 1366,343
p76_22 30 8 8 0 0,000 624,687
p77_22 37 8 8 0 0,000 488,093
p78 22 31 8 8 0 0,000 1394,359
p79 22 29 9 9 0 0,000 2953,563
p80 22 30 8 21 13 0,619 3600,000
p8l 23 46 7 22 15 0,682 3600,000
p82 23 24 3 22 19 0,864 3600,000
p83 23 24 8 22 14 0,636 3600,000
p84 23 26 4 22 18 0,818 3600,000
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A.2.2.

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p85 23 26 3 22 19 0,864 3600,000
p86 23 24 6 22 16 0,727 3600,000
p87 23 30 8 22 14 0,636 3600,000
p88 23 26 6 22 16 0,727 3600,000
p89 23 27 5 22 17 0,773 3600,000
p90 23 35 9 9 0 0,000 901,234
p9l 24 33 9 23 14 0,609 3600,000
p92 24 26 7 23 16 0,696 3600,000
p93 24 27 7 23 16 0,696 3600,000
p94 24 31 9 23 14 0,609 3600,000
p95 24 27 3 23 20 0,870 3600,000
p96 24 27 2 23 21 0,913 3600,000
p97 24 26 6 23 17 0,739 3600,000
p98 24 29 10 10 0 0,000 1623,328
p99 24 27 10 23 13 0,565 3600,000
pl00 24 34 6 23 17 0,739 3600,000

Solucion inicial heuristica (BTheur*)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 5 5 0 0,000 1,481
pl8 16 21 6 6 0 0,000 0,814
pl9 16 19 7 7 0 0,000 0,374
p20 16 18 6 6 0 0,000 2,815
p21 17 20 7 7 0 0,000 32,770
p22 17 19 7 7 0 0,000 4,021
p23 17 23 6 6 0 0,000 19,734
p24 17 29 5 5 0 0,000 2,636
p25_17_20 7 7 0 0,000 0,056
p26_17_19 7 7 0 0,000 12,704
p27 17 19 8 8 0 0,000 1,092
p28 17 18 8 8 0 0,000 5,143
p29 17 18 7 7 0 0,000 9,277
p30 17 19 7 7 0 0,000 13,237
p3l 18 21 7 7 0 0,000 3,195
p32 18 20 8 8 0 0,000 10,907
p33 18 21 8 8 0 0,000 35,750
p34 18 21 7 7 0 0,000 9,868
p35 18 19 7 7 0 0,000 27,921
p36_18 20 B B 0 0,000 90,234
p37 18 20 8 8 0 0,000 3,726
p38 18 19 8 8 0 0,000 15,207
p39 18 19 8 8 0 0,000 11,234
p40 18 32 6 6 0 0,000 0,274
pdl 19 20 8 8 0 0,000 259,427
p42 19 24 7 7 0 0,000 275,284
p43 19 22 7 7 0 0,000 10,151
pdd 19 25 8 8 0 0,000 849,280
p45 19 25 7 7 0 0,000 3,481
pd6_19 20 9 9 0 0,000 115,384
pd7_19 21 B B 0 0,000 1,074
p48 19 21 8 8 0 0,000 26,638
p49 19 22 8 8 0 0,000 20,578
p50 19 25 7 7 0 0,000 10,181
p5l 20 28 8 8 0 0,000 261,119
p52 20 27 8 8 0 0,000 174,804
p53 20 22 9 9 0 0,000 265,129
p54 20 28 8 8 0 0,000 19,332
p55 20 24 9 9 0 0,000 1,854
p56_20 23 9 9 0 0,000 11,212
p57_20 24 B B 0 0,000 54,131
p58 20 21 8 8 0 0,000 1762,795
p59 20 23 8 8 0 0,000 1487,978
p60 20 22 9 9 0 0,000 656,685
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A.3.

A.3.1.

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p61_21_22 10 20 0 0,500 3600,000
p62 21 30 4 20 16 0,800 3600,000
p63 21 42 6 6 0 0,000 365,544
p64 21 22 9 20 11 0,550 3600,000
p65 21 24 9 9 0 0,000 1880,620
p66 21 28 8 8 0 0,000 50,614
p67 21 22 7 20 13 0,650 3600,000
p68 21 27 8 8 0 0,000 209,308
p69 21 23 9 9 0 0,000 186,940
p70_ 21 25 9 9 0 0,000 747,557
p71_22 29 9 9 0 0,000 1486,558
p72_22_49 6 21 15 0,714 3600,000
p73_22_29 9 9 0 0,000 854,379
p74 22 30 8 8 0 0,000 424,888
p75 22 25 9 9 0 0,000 474,857
p76 22 30 8 8 0 0,000 205,873
p77_22 37 8 8 0 0,000 163,392
p78 22 31 8 8 0 0,000 488,370
p79 22 29 9 9 0 0,000 993,727
p80_22 30 3 21 18 0,857 3600,000
pS1_23_46 7 7 0 0,000 1078,541
p82_23 24 6 22 16 0,727 3600,000
p83 23 24 8 22 14 0,636 3600,000
p84 23 26 9 9 0 0,000 3595,776
p85 23 26 5 22 17 0,773 3600,000
p86 23 24 8 22 14 0,636 3600,000
p87 23 30 9 22 13 0,591 3600,000
p88 23 26 9 22 13 0,591 3600,000
p89 23 27 5 22 17 0,773 3600,000
p90_ 23 35 9 9 0 0,000 307,309
p9l 24 33 9 23 14 0,609 3600,000
p92 24 26 7 23 16 0,696 3600,000
p93 24 27 7 23 16 0,696 3600,000
p9%4 24 31 10 23 13 0,565 3600,000
p95_ 24 27 5 23 18 0,783 3600,000
p96 24 27 4 23 19 0,826 3600,000
p97 24 26 6 23 17 0,739 3600,000
p98 24 29 10 10 0 0,000 559,363
p99 24 27 10 23 13 0,565 3600,000
pl00_24 34 7 23 16 0,696 3600,000

. o , o 4
Ramificacién y Acotacion
Solucidn inicial lexicografica (B&B)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 5 5 0 0,000 1,682
p18_16_21 6 6 0 0,000 0,284
pl9 16 19 7 7 0 0,000 0,205
p20_16_18 6 6 0 0,000 7,003
p21_17 20 7 7 0 0,000 14,070
p22_17_19 7 7 0 0,000 1,993
p23 17 23 6 6 0 0,000 4,085
p24 17 29 5 5 0 0,000 1,116
p25_ 17 20 7 7 0 0,000 2,331
p26_ 17 19 7 7 0 0,000 3,681
p27 17 19 8 8 0 0,000 1,460
p28_17_18 3 3 0 0,000 6,823
p29_17 18 7 7 0 0,000 3,501
p30_17 19 7 7 0 0,000 1,048
p31_18 21 7 7 0 0,000 2,060
p32_18 20 B B 0 0,000 2,629
p33_18 21 8 8 0 0,000 23,102
p34 18 21 7 7 0 0,000 10,294
p35 18 19 7 7 0 0,000 8,881
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Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p36_18_20 B B 0 0,000 12,871
p37_18 20 B B 0 0,000 0,465
p38 18 19 8 8 0 0,000 19,768
p39 18 19 8 8 0 0,000 0,272
p40 18 32 6 6 0 0,000 0,149
p4l 19 20 8 8 0 0,000 23,006
p42 19 24 8 8 0 0,000 91,643
p43 19 22 7 7 0 0,000 43,545
pdd 19 25 8 8 0 0,000 106,945
p45 19 25 7 7 0 0,000 2,380
p46 19 20 9 9 0 0,000 22,603
pd7_19 21 B B 0 0,000 0,735
pd8_19 21 B B 0 0,000 23,217
p49 19 22 8 8 0 0,000 99,774
p50 19 25 7 7 0 0,000 11,797
p5l 20 28 8 8 0 0,000 87,706
p52 20 27 8 8 0 0,000 191,401
p53 20 22 9 9 0 0,000 6,889
p54 20 28 8 8 0 0,000 10,105
p55 20 24 9 9 0 0,000 13,997
p56_ 20 23 9 9 0 0,000 256,234
p57 20 24 8 8 0 0,000 8,495
p58 20 21 8 8 0 0,000 1215,872
p59 20 23 8 8 0 0,000 155,797
p60 20 22 9 9 0 0,000 31,666
p6l 21 22 10 10 0 0,000 181,198
p62 21 30 9 9 0 0,000 68,661
p63 21 42 6 6 0 0,000 114,338
p64 21 22 9 9 0 0,000 27,869
p65 21 24 9 9 0 0,000 539,406
p66_ 21 28 8 8 0 0,000 39,692
p67 21 22 8 9 1 0,111 3600,000
p68_21_27 B B 0 0,000 65,251
p69 21 23 9 9 0 0,000 21,277
p70_ 21 25 9 9 0 0,000 939,552
p7l 22 29 1 12 11 0,917 3600,000
pr2 22 49 1 8 7 0,875 3600,000
p73 22 29 1 12 11 0,917 3600,000
p74 22 30 8 8 0 0,000 398,180
p75 22 25 9 9 0 0,000 36,575
p76_22 30 8 8 0 0,000 34,209
p77_ 22 37 8 8 0 0,000 1798,318
p78_22 31 1 11 10 0,900 3600,000
p79_22_29 9 9 0 0,000 824,619
p80 22 30 8 8 0 0,000 38,776
p81l 23 46 7 7 0 0,000 399,691
p82 23 24 10 10 0 0,000 839,039
p83 23 24 9 10 1 0,100 3600,000
p84 23 26 9 9 0 0,000 322,235
p85 23 26 9 11 2 0,182 3600,000
p86 23 24 11 13 2 0,154 3600,000
p87 23 30 9 9 0 0,000 1384,611
p88 23 26 9 10 1 0,100 3600,000
p89 23 27 1 12 11 0,917 3600,000
p90_ 23 35 9 9 0 0,000 931,779
p9l 24 33 1 12 11 0,917 3600,000
p92 24 26 10 10 0 0,000 16,414
p93 24 27 12 14 2 0,143 3600,000
p94 24 31 10 10 0 0,000 326,866
p95 24 27 10 10 0 0,000 2946,105
p96 24 27 1 17 16 0,941 3600,000
p97 24 26 1 15 14 0,933 3600,000
p98 24 29 10 10 0 0,000 286,781
p99 24 27 10 4 1 0,286 3600,000
pl00_24 34 10 10 0 0,000 197,004
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A.3.2. Solucién inicial heuristica (B& B;heur)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 5 5 0 0,000 1,607
pi8_16 21 6 6 0 0,000 3,446
pl9_16 19 7 7 0 0,000 0,186
p20 16 18 6 6 0 0,000 61,525
p21 17 20 7 7 0 0,000 13,585
p22 17 19 7 7 0 0,000 2,932
p23 17 23 6 6 0 0,000 3,301
p24 17 29 5 5 0 0,000 1,165
p25 17 20 7 7 0 0,000 0,117
p26 17 19 7 7 0 0,000 3,312
p27 17 19 8 8 0 0,000 0,331
p28_17 18 B B 0 0,000 1,811
p29_17 18 7 7 0 0,000 3,196
p30 17 19 7 7 0 0,000 6,989
p3l 18 21 7 7 0 0,000 1,344
p32 18 20 8 8 0 0,000 4,607
p33 18 21 8 8 0 0,000 22,203
p34 18 21 7 7 0 0,000 8,769
p35 18 19 7 7 0 0,000 6,129
p36_ 18 20 8 8 0 0,000 27,925
p37 18 20 8 8 0 0,000 0,321
p38 18 19 8 8 0 0,000 16,014
p39_18 19 B B 0 0,000 12,494
pd0_18 32 6 6 0 0,000 3,100
p4l 19 20 8 8 0 0,000 21,989
p42 19 24 8 8 0 0,000 83,341
p43 19 22 7 7 0 0,000 84,723
p44d 19 25 8 8 0 0,000 121,025
p45 19 25 7 7 0 0,000 2,021
p46 19 20 9 9 0 0,000 19,991
pd7 19 21 8 8 0 0,000 0,524
p48 19 21 8 8 0 0,000 16,433
pd9 19 22 B B 0 0,000 5,036
p50_19 25 7 7 0 0,000 8,125
p51 20 28 8 8 0 0,000 78,186
p52 20 27 8 8 0 0,000 2,669
p53 20 22 9 9 0 0,000 0,959
p54 20 28 8 8 0 0,000 7,773
p55 20 24 9 9 0 0,000 1,857
p56 20 23 9 9 0 0,000 2,605
p57 20 24 8 8 0 0,000 24,197
p58 20 21 8 8 0 0,000 1174,276
p59 20 23 8 8 0 0,000 148,057
p60_20 22 9 9 0 0,000 24,164
p6l1 21 22 10 10 0 0,000 204,715
p62 21 30 9 9 0 0,000 54,625
p63 21 42 6 6 0 0,000 106,662
p64 21 22 9 9 0 0,000 10,262
p65 21 24 9 9 0 0,000 634,228
p66 21 28 8 8 0 0,000 41,025
p67 21 22 8 9 1 0,111 3600,000
p68 21 27 8 8 0 0,000 55,326
p69 21 23 9 9 0 0,000 18,324
p70_21_25 9 9 0 0,000 656,015
p7l_22_29 1 11 7 0,636 3600,000
p72 22 49 6 6 0 0,000 154,031
p73_ 22 29 9 9 0 0,000 2206,956
p74 22 30 8 8 0 0,000 19,809
p75 22 25 9 9 0 0,000 34,543
p76_22 30 8 8 0 0,000 35,260
p77_22 37 8 8 0 0,000 1106,589
p78 22 31 1 11 10 0,909 3600,000
p79 22 29 9 9 0 0,000 569,916
p80 22 30 8 8 0 0,000 34,362
p81_23_46 7 7 0 0,000 102,944
p82 23 24 10 10 0 0,000 815,540
p83 23 24 9 10 1 0,100 3600,000
p84 23 26 9 9 0 0,000 394,950
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AA4.

A.4.1.

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p85_23_26 9 11 2 0,182 3600,000
p86 23 24 11 13 2 0,154 3600,000
p87 23 30 9 9 0 0,000 1024,374
p88 23 26 9 12 3 0,250 3600,000
p89 23 27 4 13 9 0,692 3600,000
p90 23 35 9 9 0 0,000 349,731
p9l 24 33 5 11 6 0,545 3600,000
p92 24 26 10 10 0 0,000 15,951
p93 24 27 11 15 4 0,267 3600,000
p94 24 31 10 10 0 0,000 879,025
p95 24 27 10 10 0 0,000 2569,378
p96_24 27 6 17 1 0,647 3600,000
p97 24 26 10 15 5 0,333 3600,000
p98 24 29 10 10 0 0,000 391,950
p99 24 27 10 15 5 0,333 3600,000
pl00 24 34 10 10 0 0,000 297,207

Ramificaciébn y Acotacién con recorrido inverso
del arbol de exploraciéon

Solucidn inicial lexicografica (B&Bs)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7_16 24 5 5 0 0,000 2,840
pls_16 21 6 6 0 0,000 0,815
pl9 16 _19 7 7 0 0,000 0,438
p20_16_18 6 6 0 0,000 0,769
p2l_17_20 7 7 0 0,000 40,826
p22_17 19 7 7 0 0,000 6,494
p23_ 17 23 6 6 0 0,000 15,413
p24_17_29 5 5 0 0,000 7,280
p25_ 17 20 7 7 0 0,000 0,062
p26_ 17 19 7 7 0 0,000 18,151
p27 17 19 3 3 0 0,000 1,769
p28_17_18 3 3 0 0,000 3,634
p29 17 18 7 7 0 0,000 6,245
p30_17 19 7 7 0 0,000 7 782
p3l_18 21 7 7 0 0,000 1,396
p32_18 20 8 8 0 0,000 0,713
p33_18 21 8 8 0 0,000 142,951
p34_18 21 7 7 0 0,000 20,504
p35 18 19 7 7 0 0,000 90,328
p36_ 18 20 8 8 0 0,000 193,906
p37_18_20 3 3 0 0,000 28,156
p33_18 19 3 3 0 0,000 46,450
p39_18 19 3 3 0 0,000 3,018
pd0_18_32 6 6 0 0,000 2,207
pdl_19_20 B B 0 0,000 148,874
pd2_19 24 B B 0 0,000 33,987
pd3 19 22 7 7 0 0,000 12,431
p44 19 25 4 17 13 0,765 3600,000
p45 19 25 7 7 0 0,000 2,996
p46_ 19 20 9 9 0 0,000 81,249
pd7_19_21 8 8 0 0,000 0,189
pd8_19 21 8 8 0 0,000 55,317
p49 19 22 8 8 0 0,000 31,828
p50_19_25 7 7 0 0,000 25,810
p51_20_28 3 3 0 0,000 126,082
p52 20 27 5 18 13 0,722 3600,000
p53_ 20 22 9 9 0 0,000 2,067
p54 20 28 8 8 0 0,000 67,422
pd55 20 24 9 9 0 0,000 8,168
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A.4.2.

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p56_20_23 9 9 0 0,000 50,571
p57 20 24 5 16 11 0,688 3600,000
p58 20 21 8 18 10 0,556 3600,000
p59 20 23 8 8 0 0,000 286,024
p60 20 22 9 9 0 0,000 218,537
p6l1 21 22 7 19 12 0,632 3600,000
p62 21 30 9 9 0 0,000 124,143
p63 21 42 6 6 0 0,000 75,102
p6d_21_22 9 9 0 0,000 34,347
p65 21 24 9 9 0 0,000 460,260
p66_21_28 3 3 0 0,000 90,625
p67 21 22 9 9 0 0,000 556,377
p68_21_27 B B 0 0,000 153,769
p69 21 23 9 9 0 0,000 114,813
p70 21 25 9 9 0 0,000 977,899
p7l_ 22 29 9 9 0 0,000 253,754
p72 22 49 5 20 15 0,750 3600,000
p73_22 29 7 20 13 0,650 3600,000
p74_ 22 30 8 8 0 0,000 96,152
p75 22 25 9 9 0 0,000 116,627
p76_22 30 7 20 13 0,650 3600,000
p77_22 37 5 20 5 0,750 3600,000
p78_22 31 B B 0 0,000 144,052
p79 22 29 9 9 0 0,000 1292,501
p80_ 22 30 8 8 0 0,000 157,148
p8l 23 46 7 7 0 0,000 1086,609
p82 23 24 10 10 0 0,000 3417,679
p83 23 24 8 22 14 0,636 3600,000
p84 23 26 9 9 0 0,000 714,413
p85 23 26 10 22 12 0,545 3600,000
p86 23 24 9 21 12 0,571 3600,000
p87 23 30 8 20 12 0,600 3600,000
p88 23 26 8 21 13 0,619 3600,000
p89 23 27 9 22 13 0,591 3600,000
p90 23 35 9 9 0 0,000 67,214
p9l 24 33 10 10 0 0,000 2087,141
p92 24 26 10 10 0 0,000 173,887
p93 24 27 12 22 10 0,455 3600,000
p94 24 31 10 10 0 0,000 2473,496
p95 24 27 10 22 12 0,545 3600,000
p96 24 27 7 23 16 0,696 3600,000
p97 24 26 7 22 15 0,682 3600,000
p98_24 29 9 23 14 0,600 3600,000
p99 24 27 10 23 13 0,565 3600,000
plO0_24 34 7 22 15 0,682 3600,000

Solucidn inicial heuristica (B& Bsheur)

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 5 5 0 0,000 2,814
pls_16_21 6 6 0 0,000 0,838
pl9 16 19 7 7 0 0,000 0,480
p20_16_18 6 6 0 0,000 0,794
p2l_17_20 7 7 0 0,000 41,556
p22_17_19 7 7 0 0,000 6,544
p23 17 23 6 6 0 0,000 15,701
p24 17 29 5 5 0 0,000 7,496
p25_ 17 20 7 7 0 0,000 0,074
p26_ 17 19 7 7 0 0,000 18,554
p27 17 19 3 3 0 0,000 1,911
p28_17_18 3 3 0 0,000 8,002
p29_17 18 7 7 0 0,000 6,327
p30_17 19 7 7 0 0,000 7,930
p31_18 21 7 7 0 0,000 1,492
p32_18 20 B B 0 0,000 0,745
p33_18 21 8 8 0 0,000 146,285
p34 18 21 7 7 0 0,000 20,231
p35 18 19 7 7 0 0,000 83,038
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Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p36_18 20 8 8 0 0,000 223,924
p37_18 20 B B 0 0,000 30,362
p38 18 19 8 8 0 0,000 47,314
p39 18 19 8 8 0 0,000 3,068
p40 18 32 6 6 0 0,000 2,359
p4l 19 20 8 8 0 0,000 149,081
p42 19 24 8 8 0 0,000 32,628
p43 19 22 7 7 0 0,000 12,676
pdd 19 25 4 17 13 0,765 3600,000
p45 19 25 7 7 0 0,000 3,065
p46 19 20 9 9 0 0,000 82,751
pd7_19 21 B B 0 0,000 1,252
pd8_19 21 B B 0 0,000 83,442
p49 19 22 8 8 0 0,000 32,033
p50 19 25 7 7 0 0,000 26,038
p5l 20 28 8 8 0 0,000 122,606
p52 20 27 4 18 14 0,778 3600,000
p53 20 22 9 9 0 0,000 2,110
p54 20 28 8 8 0 0,000 61,666
p55 20 24 9 9 0 0,000 3,404
p56_ 20 23 9 9 0 0,000 48,296
p57 20 24 8 8 0 0,000 3146,428
p58 20 21 8 18 10 0,556 3600,000
p59 20 23 8 8 0 0,000 288,690
p60 20 22 9 9 0 0,000 220,308
p6l 21 22 7 19 12 0,632 3600,000
p62 21 30 9 9 0 0,000 126,635
p63 21 42 6 6 0 0,000 76,268
p64 21 22 9 9 0 0,000 34,985
p65 21 24 9 9 0 0,000 522,024
p66_ 21 28 8 8 0 0,000 90,354
p67 21 22 9 9 0 0,000 642,831
p68_21_27 B B 0 0,000 155,896
p69 21 23 9 9 0 0,000 115,027
p70_ 21 25 9 9 0 0,000 824,647
p7l 22 29 4 20 16 0,800 3600,000
pr2 22 49 5 20 15 0,750 3600,000
p73 22 29 7 20 13 0,650 3600,000
p74 22 30 8 8 0 0,000 50,180
p75 22 25 9 9 0 0,000 119,223
p76_22 30 7 20 13 0,650 3600,000
p77_ 22 37 8 8 0 0,000 3585,657
p78_22 31 B B 0 0,000 146,700
p79_22_29 9 9 0 0,000 590,325
p80 22 30 8 8 0 0,000 159,427
p81l 23 46 7 7 0 0,000 1123,761
p82 23 24 10 10 0 0,000 3522,377
p83 23 24 8 22 14 0,636 3600,000
p84 23 26 9 9 0 0,000 728,299
p85 23 26 10 22 12 0,545 3600,000
p86 23 24 6 21 15 0,714 3600,000
p87 23 30 8 20 12 0,600 3600,000
p88 23 26 8 21 13 0,619 3600,000
p89 23 27 9 22 13 0,591 3600,000
p90_ 23 35 9 9 0 0,000 68,952
p9l 24 33 10 10 0 0,000 2107,051
p92 24 26 10 10 0 0,000 30,340
p93 24 27 12 22 10 0,455 3600,000
p94 24 31 10 10 0 0,000 2122,802
p95 24 27 10 22 12 0,545 3600,000
p96 24 27 7 23 16 0,696 3600,000
p97 24 26 8 22 14 0,636 3600,000
p98 24 29 9 23 14 0,609 3600,000
p99 24 27 10 23 13 0,565 3600,000
pl00_24 34 7 22 15 0,682 3600,000
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A.5. CPLEX

Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
pl7 16 24 5 5 0 0 235,201
pl8 16 21 6 6 0 0 13,620
pl9_16 19 7 7 0 0 0,281
p20 16 18 6 6 0 0 4,228
p21 17 20 7 7 0 0 55,927
p22 17 19 7 7 0 0 248,338
p23 17 23 6 6 0 0 209,603
p24 17 24 5 5 0 0 3,230
p25 17 24 7 7 0 0 0,641
p26 17 24 7 7 0 0 61,417
p27 17 24 8 8 0 0 810,500
p28_17 24 B B 0 0 2,402
p29_17 24 7 7 0 0 33,993
p30_17 24 7 7 0 0 61,637
p3l 18 24 7 7 0 0 66,114
p32 18 24 8 8 0 0 4,104
p33 18 24 8 8 0 0 704,591
p34 18 24 7 7 0 0 171,070
p35 18 24 7 7 0 0 3513,642
p36_ 18 24 8 8 0 0 1101,097
p37 18 24 8 8 0 0 2,372
p38 18 24 8 8 0 0 1762,336
p39 18 24 8 9 1 0,111 3600
pd0_18 24 6 6 0 0 2,524
pdl 19 24 8 8 0 0 1218,748
p42 19 24 8 8 0 0 31,267
p43 19 24 7 7 0 0 126,864
pdd 19 24 8 8 0 0 15,580
pd5 19 24 7 7 0 0 1834,944
p46 19 24 9 9 0 0 2,781
pd7 19 24 8 8 0 0 1,027
p48 19 24 8 8 0 0 350,700
pd9 19 24 B B 0 0 3,702
p50_19 24 7 7 0 0 17,795
p5l 16 24 8 8 0 0 1346,619
p52 16 24 8 8 0 0 148,736
p53 16 24 9 10 1 0,100 3600
p54 16 24 8 8 0 0 25,801
p55 16 24 9 9 0 0 1,502
p56 16 24 9 9 0 0 213,918
p57 16 24 8 8 0 0 34,445
p58 16 24 8 9 1 0,111 3600
p59 16 24 8 8 0 0 698,734
p60 16 24 9 10 1 0,100 3600
p6l 16 24 10 10 0 0 2124,210
p62 16 24 9 10 1 0,100 3600
p63 16 24 6 7 1 0,143 3600
p64 16 24 9 9 0 0 81,605
p65 16 24 9 9 0 0 153,630
p66 16 24 8 8 0 0 520,791
p67 16 24 8 10 2 0,200 3600
p68 16 24 8 8 0 0 2248,152
p69 16 24 9 9 0 0 5,912
p70 16 24 9 10 1 0,100 3600
p7l_16 24 9 9 0 0 35,834
p72 16 24 6 7 1 0,143 3600
p73_ 16 24 9 9 0 0 6,288
pr4 16 24 8 8 0 0 7,473
p75 16 24 9 9 0 0 3,948
p76_16 24 8 8 0 0 84,366
p77_16 24 8 8 0 0 18,019
p78 16 24 8 8 0 0 86,814
p79 16 24 9 9 0 0 28,081
p80_16_24 B B 0 0 152,101
p8l 16 24 7 9 2 0,222 3600
p82 16 24 10 11 1 0,091 3600
p83 16 24 9 10 1 0,100 3600
p84 16 24 9 10 1 0,100 3600
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Small Instances | Cota Inferior | Cota Superior | Gap Absoluto | Gap Relativo | Tiempo (s)
p85 16 24 10 11 1 0,091 3600
p86 16 24 11 12 1 0,083 3600
p87 16 24 9 9 0 0 251,363
p88 16 24 9 12 3 0,250 3600
p89 16 24 9 10 1 0,100 3600
p90 16 24 9 9 0 0 17,503
p9l 16 24 10 10 0 0 74,006
p92 16 24 10 12 2 0,167 3600
p93_16_24 12 12 0 0 48,348
p94 16 24 10 10 0 0 16,624
p95 16 24 10 12 2 0,167 3600
p9%6 16 24 10 11 1 0,091 3600
p97 16 24 10 12 2 0,167 3600
p98 16 24 10 10 0 0 4,646
p99 16 24 10 13 3 0,231 3600
pl00_16 24 10 10 0 0 10,624
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Contenido del CD

Codigo fuente

Documentacién

e Memoria

e Presentaciéon

Resultados experimentales

e Ejecucion de los algoritmos

e Datos tabulados

Conjunto de instancias de prueba

e Smalllnstances

e Instancias aleatorias
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