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El horario de la jornada ha sido el siguiente:

9:00 Inauguracidon: Abraham Duarte Mufioz, Esther Garcia, Clara Simén de Blas (URJC)

9:30 Optimizacion Matematica para la mejora de la gestion industrial. Antonio Alonso
(URJC)

10:00 Andlisis Bayesiano de Imagenes Médicas. Raquel Montes (URJC)

10:30 Cuantificacion de la incertidumbre, también sobre los modelos. Maria Eugenia
Castellanos (URJC)

11:00 Coffee break.

11:30 Una mirada a las algebras no asociativas. Esther Garcia (URJC)

12:00 Un mundo sin la RSME. David Martin de Diego (RSME)

12:30 Anélisis de redes complejas: Del cerebro a Google. Miguel Romance (URIC)

13:00 Mas humanos que los humanos. Sistemas discriminativos que no discriminan.
Alfredo Cuesta (URJC)

13:30 Modelizacion de sistemas dinamicos y evolutivos. Michael Christian Stich (URJC)

14:00 Una introduccidn a las ecuaciones de difusion no lineal. Razvan Gabriel lagar
(URJC)

14:30 Lunch break

16:00 Taller: Logica y programacion funcional: dos caras de la misma moneda. Juan
Manuel Serrano (URJC)

17:00 Taller: Desafios matematicos. Adridn Bacelo Polo (URIC)

18:00 Clausura
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Optimizacién Matematica para la mejora
de la gestion industrial

Antonio Alonso-Ayuso, Maria Sierra Paradinas
Universidad Rey Juan Carlos

antonio.alonso@urjc.es,msierra@idom.es

Resumen

Desde que en 1047 George Dantzig publicara su algoritmo del SimplexfT] la
optimizaciéon matemaética se ha convertido en una herramienta
fundamental en la gestiéon 6ptima de recursos. El desarrollo de la
informéatica y las mejoras en los métodos de resolucién han hecho posible
que hoy en dia sea posible resolver de modelos con millones de variables
(muchas enteras) y restricciones en tiempos razonables.

El DSLAB, grupo de investigacion de alto rendimiento de la URJC, lleva
anos colaborando con empresas de diversos sectores en la aplicacién de esta
disciplina para la mejora de sus procesos.. En esta charla introduciremos
dos de las tltimas colaboraciones:

e Planificacion de la red de distribucién de Repsol en Perti: esta compaiia
dispone de una refineria en Pertd que suministra més del 50% de los
productos petroliferos del pais. Su distribucién se hace diariamente
por barco de a uno de los seis centros de distribucién costeros o por
tren a los dos centros situados en el interior. Ademads, se sirve de
miles de camiones que, ademas de ayudar en esta distribucién, hacen

*Seleccionado como uno de los diez algoritmos més decisivos del siglo XX, “The top
ten algorithms of the century”, suplemento a Computing in Science and Enginnering, 1,
6, IEEE, 2000.


antonio.alonso@urjc.es, msierra@idom.es

el reparto capilar a los clientes finales (entre los que se incluyen las
mas de 800 gasolineras de Repsol en Peru).

El DSLAB ha desarrollado dos modelos de optimizacién. El primero
ayuda a la planificacién estratégica: decidir cudntos barcos tiene disponibles
cada mes del ano y qué necesidades de importaciéon van a necesitar
Repsol para cubrir la demanda esperada. El resultado de este promer
modelo se utiliza como entrada en el segundo modelo, que con un hor-
izonte de planificaciéon de varias semanas, determina el recorrido que
debe hacer y la carga que debe llevar cada medio de transporte para
satisfacer la demanda y minimizar los costes logisticos.

Optimizacion de la operacién de corte: en colaboraciéon con la em-
presa Cortichapa, hemos desarrollado un modelo de optimizacién que
permite decidir cémo deben cortarse las bobinas de acero con las que
trabaja la empresa con el fin de poder atender la demanda solicitada,
pero reduciendo el sobrante no utilizado de las bobinas. El modelo
permite aprovechar el 80% del material utilizado, cuando la operativa
actual reduce este porcentaje a algo menos del 60%.
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“Mas humanos que los humanos”.
Sistemas discriminativos que no
discriminan

Alfredo Cuesta Infante
E.T.S. Ing. Informética, URJC

alfredo.cuesta@urjc.es

Resumen

En la actualidad, la cantidad de datos disponible, el incremento y
abaratamiento de la potencia de calculo y la irrupcién de las técnicas de
aprendizaje profundo han posibilitado una nueva generacién de algoritmos
con un rendimiento superior al humano en muchas tareas donde antes era
casi impensable, espacialmente en el campo del aprendizaje automéatico; es
decir la rama de la inteligencia artificial que tiene como objetivo crear
algoritmos a partir de conjuntos de datos o experiencias.

En este tipo de problemas se suele decir que la maquina aprende; y dados
los buenos resultados es natural imaginar que la posibilidad de méquinas
realmente inteligentes estda cada vez mas cerca.

Pero la realidad es muy distinta y menos fantasiosa. Una gran parte de los
problemas de aprendizaje automatico se reducen a construir una funcién
matematica que sea capaz de discriminar la entrada entre varias opciones o
clases posibles. Estas maquinas no son mas que funciones con miles de
parametros, que no hacen otra cosa que interpolar a partir de los datos
dados minimizando una cierta pérdida.

Estos datos, en muchas ocasiones, son un reflejo de la sociedad porque
estan extraidos directamente de ella. Si creamos algoritmos que afectan a
la vida de la gente como la concesién de un crédito, la admisién en un
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programa, la probabilidad de reincidencia, y los entrenamos con estos
datos, es muy probable que los resultados hereden los sesgos que llevan los
datos.

La comunidad de aprendizaje automatico ha tomado conciencia de este
problema recientemente y se ha realizado un gran esfuerzo para modelar la
equidad (fairness) y asi incorporarla al problema de minimizacion.
Muy brevemente, la equidad se puede modelar a dos niveles: individual y
grupal. La equidad individual se resume en el lema “individuos similares
deben recibir tratos similares”. Por otro lado, la equidad grupal pretende
imponer que “todos los grupos reciban un trato similar”. Por
contraintuitivo que pueda parecer se puede demostrar que ninguna de las
dos es completamente justa. En esta charla se expondrén estos y otros
conceptos basicos, asi como problemas actuales abiertos sobre esta linea de
investigacién. También se hace una breve demostracién con la herramienta
de Google research disponible en
https://research.google.com/bigpicture/

attacking-discrimination-in-ml/.

Referencias:

1. Cynthia Dwork, Moritz Hardt, Toniann Pitassi, Omer Rein-gold, and
Richard Zemel. “Fairness through awareness”. In Proc. of the 3rd
Innovations in Theoretical Computer Sci-ence Confe., ITCS ’12, pp.
214-226, 2012.

2. Moritz Hardt, Eric Price, and Nathan Srebro. “FEquality ofopportunity
in supervised learning”. In NeurIPS, 29, pp.3315-3323, 2016.

3. Muhammad Bilal Zafar, Isabel Valera, Manuel Gomez-Rodriguez, and
Krishna P. Gummadi. “Fairness beyond dis-parate treatment and dis-
parate impact: Learning classifica-tion without disparate mistreatment.
In Proc. of the 26th Int. Conf. on World Wide Web, pp. 1171-1180,
2017.


https://research.google.com/bigpicture/attacking-discrimination-in-ml/
https://research.google.com/bigpicture/attacking-discrimination-in-ml/
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Una mirada a las algebras no asociativas

Esther Garcia
Departamento MACIMTE, URJC

esther.garciaQurjc.es

Resumen

En esta charla haremos una breve incursion en el campo de las dlgebras no
asociativas. Nos apoyaremos en los conjuntos de matrices simétricas y
matrices antisimétricas sobre un cuerpo para definir dos productos no

asociativos, el producto Jordan y el producto Lie. Una vez definidos estos

dos productos no asociativos, remarcaremos las principales identidades que
se satisfacen, y a partir de aqui abstraeremos las definiciones de dlgebra de

Jordan y algebra de Lie. Aunque hay muchos més ejemplos de estructuras

no asociativas (octoniones, dlgebras alternativas, Poisson algebras,...) en

esta charla nos centraremos en estos dos modelos de dlgebras no
asociativas.

Haremos una introduccién historica de cada una de estas dos estructuras,
mencionando a destacados matemaéticos que han trabajado con ellas
(algunos de ellos, premiados con una medalla Fields o con un premio

Abel), y comentaremos la situacién actual.

Aunque sus origenes fueron independientes, hablaremos de distintas
construcciones que conectan ambas estructuras, destacando el cuadrado
magico de Tits, que permitié dar ejemplos explicitos de algunos modelos
de éalgebras de Lie utilizando como ingredientes a las algebras de Jordan,

asi como la construccion de Tits-Kantor-Koecher que construye un algebra
de Lie con una 3-graduacién a partir de cualquier algebra de Jordan.

Para concretar algo més mi trabajo y mis aportaciones en estos dos

campos, hablaré de dos generalizaciones de la construccion de



Tits-Kantor-Koecher que permiten asociar estructuras de Jordan a
algebras de Lie que tienen elementos o subconjuntos destacados. El
principal objetivo de introducir estas conexiones entre los “mundos” Lie y
Jordan es intentar aprovechar resultados del ambito Jordan para conocer
mejor las dlgebras de Lie, especialmente en el caso de dimensién infinita
donde todavia queda mucho por hacer.

Referencias:

1. A. Fernandez Lépez. Jordan structures in Lie algebras, vol. 240
in Mathematical Surveys and Monographs. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2019.

2. K. McCrimmon. A taste of Jordan algebras. Universitext. Springer-
Verlag, New York, 2004.

3. N. Jacobson. Lie algebras, vol. 10 in Interscience Tracts in Pure
and Applied Mathematics. Interscience Publishers, New York-London
1962.

4. N. Jacobson. Lectures on quadratic Jordan algebras, vol. 45 in Tata
Institute of Fundamental Research Lectures on Mathematics. Tata
Institute of Fundamental Research, Bombay, 1969.

5. H. Strade. Simple Lie algebras over fields of positive characteristic (I)
and (II), vols. 38 and 42 in De Gruyter Expositions in Mathematics.
De Gruyter, Berlin, 2017.
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Una introduccidn a las ecuaciones de
difusién no lineal

Razvan Gabriel lagar
Universidad Rey Juan Carlos, Madrid

razvan.iagarQurjc.es

Resumen

Las ecuaciones de difusién no lineal aparecen de forma natural en
numerosos modelos de la naturaleza. En esta conferencia se introducen
algunos modelos clasicos de ecuaciones de difusiéon no lineal, en forma de
variaciones no lineales de la ecuacion del calor, presentando su motivacién
y modelizacién: la ecuacion de los medios porosos y de difusién réapida

Oyu = Au™, m > 1 medios porosos, m € (0,1) difusién répida,
y respectivamente la ecuaciéon parabdlica p-Laplaciana
Ou = Apu, Apu(z,t) = div(|Vu[P2Vu)(z,t), p> 1.

Hablaré sobre los problemas maés interesantes en relacién a esta clase de
ecuaciones, en particular aquellos relacionados con la dindmica de las
ecuaciones y los modelos de comportamiento a largo plazo de sus
soluciones. Se presentaran también muy brevemente los efectos de reaccion
o absorcién y su influencia sobre la dindmica de las ecuaciones incluyendo
términos de este tipo.
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Légica y programacién funcional - dos
caras de la misma moneda

Juan Manuel Serrano
Universidad Rey Juan Carlos, Madrid

juanmanuel.serrano@urjc.es

Resumen

., Qué tiene que ver la légica con la computacion? ;Qué tienen que ver las
conectivas proposicionales y las demostraciones légicas, con los tipos de
datos y los programas? Aparentemente, se trata de mundos
completamente distintos, y de hecho fueron descubiertos y desarrollados de
forma independiente. Pero la correspondencia de Curry-Howard nos
ensena que la légica proposicional intuicionista y el calculo lambda que
subyace a los lenguajes de programacion funcioanl, son esencialmente la
misma teoria: que cuando programamos estamos haciendo demostraciones,
y que cuando estamos demostrando teoremas, programamos. Ilustraremos
este hecho mostrando céomo utilizar el lenguaje de programacion Scala para
formalizar y demostrar acertijos 1égicos.

Referencias:

1. Juan Manuel Serrano. Slides y c6digo. https://github.com/jserranohidalgo/
lahoradelambda

2. Philip Wadler, Propositions as types. Commun. ACM 58(12): 75-84
(2015)


https://github.com/jserranohidalgo/lahoradelambda
https://github.com/jserranohidalgo/lahoradelambda
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Los sonidos de PI

Clara Simén de Blas! y Julio Flores?

URJC. Deparamento de Ciencias de la Computacién, Arquitectura de
Computadores, Lenguajes y Sistemas Informaticos y Estadistica e Investigacion
Operativa. Matemética Aplicada, Ciencia e Ingenieria de los Materiales y
Tecnologia Electronica

clara.simon@urjc.es; julio.flores@Qurjc.es

Resumen

En este trabajo se presenta y analiza la composicién ideada por David
Macdonald sobre el nimero PI. Este muisico, ideé una manera de asociar
numeros a las teclas de un piano para interpretar melodias basadas en
secuencias numéricas. El piano que cre6 Bartolomeo Cristofori contaba con
54 teclas. Segtin la misica de piano fue evolucionando, el rango del teclado
fue creciendo para satisfacer las necesidades de los compositores que
buscaban ampliar su potencial expresivo. En torno a 1890, el rango actual
de 88 teclas era ya un estdndar, con 7 1/4 (de A0 a C8; 27,5 Haz a
4.186Hz*). ;Porqué no se aumentdé la longitud del teclado? El oido
humano puede detectar sonidos entre 20Hz y 20.000Hz, aunque el limite de
frecuencias que el cerebro humano puede identificar estd en el mejor de los
casos sobre 4.000Hz. Incluso si considerdasemos ampliar el rango del teclado
(como hizo la mitica Bosendorfer con el modelo Imperial que cuenta con 97
teclas, 8 octavas completas y casi 3 metros de longitud), las teclas graves
adicionales serian poco mas que un murmullo ininteligible, mientras que las
teclas agudas serian percibidas como disonancias desagradables. El método
ideado por David Macdonald se basa en teclados de 88 teclas. Una vez
creada la melodia principal, el acompanamiento se construye basandose en
la teoria de armonia musical, utilizando la escala armoénica de La menor.
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Se finaliza este trabajo presentando algunas curiosidades sobre el nimero
PI a lo largo de la historia y presentando una interpretaciéon por los
musicos Nicolds Flores y Julio Alberto Flores de la composicién ideada por
David Macdonald sobre el nimero PI.

Referencias:

1. https://www.hooktheory.com/theorytab/view/david-macdonald/
song-from-pi?node=1.364.6

2. https://rolloid.net/descubre-como-suena-el-numero-pi/
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Modelizacién de sistemas dinamicos y
evolutivos

Michael Stich
Departamento MACIMTE, URJC
michael.stich@urjc.es

Resumen

Las propiedades fundamentales de la vida, las reacciones quimicas, y los
procesos fisicos que organizan nuestro mundo dependen del paso del
tiempo. Por tanto, la modelizacién matematica de estos sistemas
dindmicos y evolutivos es un campo de interés fundamental para entender
nuestro mundo y cambiarlo a través de las ingenierias.

Uno de los métodos mas utilizados en este contexto son las ecuaciones
diferenciales, tanto ecuaciones diferenciales ordinarias como en derivadas
parciales. En esta contribucién, revisamos varios ejemplos de relevancia y
ponemos el énfasis en una aplicacion en el drea entre fisica, quimica y las
ingenierias: la de entender, controlar y optimizar una reaccién quimica, en
concreto la oxidacién de CO en el catalizador de platino (p.ej. utilizado en
los coches de gasolina). La modelizacién matematica nos lleva a un modelo
de tres ecuaciones en derivadas parciales no lineales que describe
cualitativamente, y en algunos rangos de parametros incluso
cuantitativamente, las propiedades fundamentales del experimento, entre
ellas la dinamica periddica de la reacciéon quimica. Este modelo se puede
modificar segin el planteamiento del método de control. Si, por ejemplo,
se aplica una subida local de temperatura (p.ej., con un laser), la
frecuencia de las oscilaciones cambia locamente y se observa la aparicién
de ondas concéntricas. En otro rango de pardmetros se observa un
acoplamiento global a través de la fase gaseosa y el sistema se

homogeneiza, tanto en el experimento como en las simulaciones.
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Cuantificacion de la incertidumbre, también
sobre los modelos

Maria Eugenia Castellanos
maria.castellanos@urjc.es

Dia de Pi. Moéstoles. 12 marzo 2021



Esquema de la presentacion

Varios ejemplos motivadores

Procedimiento de seleccion de modelos (seleccién de
variables)

Verosimilitud: 4como se construye con datos censurados?
Cuestiones abiertas en los problemas con censura

Resultados en el ejemplo real



Numero p de genes,
mucho mayor a n, numero
de individuos.

Objetivo: qué genes
aparecen diferentemente
expresados por grupos:
sanos/enfermos; o
asociados a una variable
continua.

Aplicacién a un desorden,
la Beta-thalassemia, en
una muestra bastante
aislada de Talana, en
Cerdena (Italia).

Sy La variable respuesta en
este caso.es MCV=media




Supervivencia cancer de mama en Castellén

» n= 2116 mujeres
2004-2013.

» 1 = tiempo hasta el
fallecimiento (en anos) o
censurado final estudio,
afortunadamente la
mayoria!l

Relacion de estas

covariables con la
supervivencia:

> N2 nodos afectados;
Edad;
Recurrencia;
Metéastasis;
Receptor hormonal de
Estrogeno;

Receﬁtor hormonal de

VvVVYVYY

v



“All models are
wrong but some
of them are
useful”

George E.P. Box (1919-2013)




Construyendo Modelos Estadisticos

Y = £(X,0) + ¢




Marco teérico

PROBLEMA DE SELECCION DE VARIABLES: disponemos de un
conjunto inicial de potenciales variables explicativas

X=X, Xo, ..., X)

OBJETIVO: Seleccionar las variables (genes) mas relevantes
para explicar la variabilidad en la respuesta, Y.

MODELOS DE REGRESION:

Y =1(X,0)+¢e= 0o+ B1X1 + BoXo + ...+ Bk Xk + €



Seleccién de modelos

Muchos nombres:
» Feature selection.
» Métodos de regularizacion.
» Seleccion de variables.
» Seleccion de modelos.



Partir del modelo mas complejo, y forzar que algunos
coeficientes sean cero (LASSO, Ridge Regression).

f(0,X) = Bo+ B1 X1 + PoXo+ f3Xz + €

I
f(H,X) = B+ 0Xi + B2Xo + B3 X3 + ¢

Considerar todos los posibles modelos, 2%, y seleccionar
el mejor(es) modelos.



Dos enfoques:

» Partir del modelo mas complejo, y forzar que algunos
coeficientes sean cero (LASSO, Ridge Regression).

f(0,X) = Bo + B1 X1 + BoXo + 3 X3 + €

» Considerar todos los posibles modelos, 2%, y seleccionar
el mejor(es) modelos.

k = 3 variables




Problema de seleccion de variables —

Ajustamos los 2% modelos de regresién.
M1 :YI:50+51X1J+05I7 Ej f()a I: 17"'7”7

(podemos escribir todos los posibles modelos con
variables indicadoras)

Distintas densidades sobre ¢; ~ f(-) nos permiten definir
diferentes modelos paramétricos: normal, skew-normal,
etc.;

Usados en supervivencia: Weibull, Gamma, Lognormal,
etc.



¢, Por qué inferencia Bayesiana? (cont.)

» Simplificamos, y consideramos por ahora sélo dos
modelos:

My : Y=p0yg+¢
My @ Y=030+pB1Xs+e€

> Alternativamente
Mo o ﬁ1 =0
My 31 #0



Desde un punto de vista Bayesiano podemos calcular las
probabilidades a posteriori de cada modelo:
P(data | M;)P(My)

P(data)

p(M; | data) =

De cara a seleccionar variables: USAMOS UN CRITERIO
PARA SELECCIONAR MODELOS (por ejemplo el modelo con
mayor probabilidad a posteriori).

Mas interesante aun: Realizar PROMEDIADO DE MODELOS,
usando las PROBABILIDADES A POSTERIORI SOBRE CADA
MODELO sin quedarnos con un unico modelo.



No elegir un s6lo modelo, realizar el promedio de todos
con respecto a la probabilidad a posteriori.
Numerosas ramas de la ciencia estan incorporando esta
forma de realizar predicciones (forecasting):
Dentro de la investigacion médica, un grupo de trabajo en
incertidumbre sobre los modelos dentro de la iniciativa
STRATOS.
En ciencias sociales, mucha atencion en este problema: En
la revista European Economic Review en 2016 nimero
especial titulado Model uncertainty in economics,
actualmente en Econometrics nimero especial llamado
Bayesian and frequentist model averaging.
Dentro de la simulacién de modelos, por ejemplo en
previsiones meteorologias también se realiza promediado
de modelos. (Li y otros 2017)



En nuestro caso, Y es el tiempo hasta que se experimenta el
suceso y como hemos comentado esta
y es observada si y solo si:

Y <c (ctiempo en el que finaliza el estudio).

De esta forma, en nuestro estudio, en el que tenemos n
pacientes, la “informacién” contenida en cada unidad
i€{1,2,...,n} varia:
Simplificando:
c; pequeno — y; tiene menos opciones de ser observada,
y por tanto el sujeto i contribuira menos a la verosimilitud.
Segun c¢; es mayor, observamos durante mas tiempo a
este paciente, el sujeto / contribuirda mas a la verosimilitud.



Tipos de pacientes y censura

Pacientes

t=0 =tiin

Tiempo observacion



Cada observacioén contribuye a la verosimilitud segun:
Para los sujetos donde se observa el tiempo, y;:
En el caso de pacientes censurados, sabemos que
y; > c;:la contribucion a la verosimilitud es:

La verosimilitud se calcula como:
n
L=T]f)%S(e)' ",
i=1

con ¢; un indicador que toma los valores:

1 siy; <cj, observamos el evento

0j = . .,
0 siy; > cj, observacién censurada




Construccién de la distribucion inicial sobre los 3 desde un
punto de vista objetivo o “por defecto” para la seleccién de
variables.

Definicién del tamano efectivo de la muestra, n.5. En los
€asos con censura, n no es el tamano efectivo, tampoco lo
es ny...

Aproximacion numérica de las probabilidades a posteriori,
es necesario realizar integraciones en espacios de gran
dimensién para calcular el denominador en la probabilidad
a posteriori.

Proponer métodos de exploracién del espacio de modelos
mediante muestreo, ya que no se pueden visitar todos si k
es muy, muy grande.



Recordemos que teniamos:
n = 2116 mujeres diagnosticadas,
y; = log(1;), t; = tiempo hasta el fallecimiento desde el
diagnéstico, censurado muchas veces,
k = 6 covariables: nimero de nodos afectados, edad,
recurrencia (0/1); metastasis (0/1); receptor hormonal de
estrogeno (0/1); receptor hormonal de progesterona (0/1).

n, = 360 completamente observadas, 83 % censura.

i



0000 0002 0004 0006 0008 0010 0012 0014

r
650

T
750

e Promediado de la distribu-
cién a posteriori del tama-
no efectivo de la muestra ngy
(E(neff | data) = 714).

e Resumen: n, = 1756
‘cuentan’ como E(nes |
data) — n, = 354 (20% de
la informacién total)



{nodos, edad, metastasis, recurrencia, ER, PGR} 0.473
{nodos, edad, metastasis, recurrencia, ER} 0.467

Probabilidad a posteriori para los dos modelos mas
probables.

Variable \nodes age metasta recurrence ER PGR

Probability‘ 1.00 1.00 1.00 0.98 0.96 0.52

Probabilidades de inclusién de cada varaible



Model averaging estimators

Figura: Distribucion a posteriori para los coeficientes de regresion,
promediada sobre todos los modelos.




Prob. superv. al

recurrencia metastasis nodos edad ER PGR 1 5
+ + 0 40 - - 0.958 0.646
+ + 0 70 - - 0.678 0.178

- - 0 40 + + 1 1
- - 0 70 + + 0.996 0.917
+ + 10 40 - - 0.921 0.520
+ + 10 70 - - 0.550 0.107
- - 10 40 + + 1 0.990
- - 10 70 + + 0.992 0.854
\ 0.999 0.941

Ultima fila es un caso promedio (valores de las covariables
en la media)



Problemas con datos faltantes en las covariables. Estamos
empezando, no hay practicamente nada hecho.

Modelos construidos desde un punto de vista
fisico/biol6gico/matematico de simulacion de una situacion
real, pueden haber muchos posibles modelos, ¢ por qué
quedarse s6lo con uno? — mucho mejor realizar
promediado de modelos con probabilidades a posteriori

Modelos de regresion con k gigante, k >> n, adaptar la
metodologia propuesta: busqueda de modelos, definicion
distribuciones iniciales, etc.



GRACIAS!!

Mas sobre mi y mi trabajo en:
https://mecastellanos.wordpress.com/

This work has been supported by Ministerio de Ciencia e Innovacién
grant PID2019-104790GB-100.
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Aprendizaje automatico con sistemas discriminativos

Pero s6lo es un modelo paramétrico
que optimiza una pérdida

Asi se vende



¢ CoOmo se construye un sistema discriminativo?

Modelo parametrizado

. Etiqueta estimada Etiqueta real
Conjunto de datos ~15121000000/ . . 100%

etiquetados 8- 8- 8- - 8:0: 00550 0 90

S oo |
F";&:@m@

52%
48% -

il 0%
Muffin ~ Chihuahua @ Muffin  Chihuahua
W * <{=| Optimizacién

Conjunto dptimo
de parametros

A My
it o
N




Los datos
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Artificial Intelligence Dec 20,2019
A US government study confirms most face
recognition systems are racist

MAY 2014
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Important social justice concern the 2U14 report nighlignhtea was the potential ot encoding &% REUTERS
discrimination in automated decisions” —that is, that discrimination may “be the inadvertent
outcome of the way big data technologies are structured and used.” Building on these prior Amazon scraps secret Al recruiting tool that

reports and the 2014 study conducted by the President’s Council of Advisors on Science and showed bias against women




Hay un algoritmo,
gue afecta a la vida de |la gente,
gue esta sesgado
contra un grupo de poblacion,



v tu
perteneces
a ese grupo




d¢podemos disefar sistemas discriminativos que
no discriminen a grupos de poblacion,

a pesar de los sesgos en los datos?

Mas humanos
que los humanos,
ese es nuestro lema

Blade Runner, R. Scott 1982



Si modelamos
la justicia, la equidad,
(fairness)
podemos incorporarla
al problema de

optimizacion




Fairness individual Fairness grupa|
). Statistical parity
0. Through unawareness 3. Predictive parity
4. Predictive equality
1. Through awareness 5. Equal opportunity

6. Equalized odds




—

Notacion ne los grupos de poblacion

G def
o Grupo naranja

G Atributo protegido o sensible

» Grupo azul

X Resto de atributos X

Cada individuo es un par (X,G)

d Asignacion que genera el
sistema discriminativo

Y “Etiqueta” = valor real asociado a (X,G)

( también se le denomina target )




0. Fairness individual —through unawareness

Eliminar los atributos sensibles

* |ntuitiva pero sin

. c;;ro'pCISS
modelo matematico
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1. Fairness individual —through awareness

“Individuos similares, tratos similares” A
— necesitamos medir la similitud \.

e Similitud = Distancia

 Ladistancia depende de los atributos

—> incurrimos en otro sesgo mas y s




Fairness grupal

“Trato similar a cada grupo”™
e Similitud
e Podemos utilizar los ratios derivados de |la matriz de confusion

valores estadisticos = ratios sobre los resultados

Condition
(as determined by "Gold standard")

Total population Condition positive Condition negative

Test
outcome True positive
Seaie

False positive
(Type | error)
Test

outcome
Test

- False negative
negative (Type Il error) True negative




Condition

(as determined by "Gold standard")

Prevalence =

| tion positive
it itive Condition negative ¥ Condition p .
e 5 Total population

Total population
False discovery rate

(FDR) =
I False positive

Positive predictive value (PPV,

foe False positive Precision) =
outcome True positive (Type | error) 5 True positive

positive T Test outcome positive ¥ Test outcome positive

: Negative predictive value
Test False omission rate (FOR) =
False negative

_ (NPV) =
outcome True negative Z False negative _
(Type Il error) 2 True negative

negative Z Test outcome negative .
Z Test outcome negative

Positive likelihood ratio True positive rate (TPR, False positive rate (FPR, Fall- Accuracy (ACC) =
LRel Sensitivity, Recall) = out) = Z True positive + Z True
TPREPR Z True positive I False positive negative

I Condition positive Z Condition negative

2 Total population

Negative likelihood ratio]  False negative rate (FNR) = True negative rate (TNR,
(LR-) = Z False negative Specificity, SPC) =
— - “Tregdive

FNR/TNR Z Condition positive Z True negative

Z Condition negative

Diagnostic odds ratio
(DOR) =
LA+/LR-




2. Fairness grupal — statistical parity

* l|gualar |la probabilidad de ser asignado a la clase positiva

Pr(d=1| G=a )=Pr(d=1| G=n)

o Variante: Conditional statistical parity




3. Fairness grupal — predictive parity

lgualar Predictive Positive Values  (PPV)

Pr(Y=1|d=1, G=a ) = Pr (Y=1|d=1, G=n )

Equivale a igualar False Discovery Rates (FDR)

Pr (¥=0|d=1, -2 ) = Pr (Y=0|d=1, G=n )




4. Fairness grupal — predictive equality

* l|gualar False Positive Rates (FPR)

Pr(d=1|Y=0, G=a ) =Pr(d=1|Y=0, G=n)

 Equivale aigualar True Negative Rates  (TNR)

Pr (d=0|Y=0, ©-2 ) =Pr(d=0|Y=0, G=n)




5. Fairness grupal —equal opportunity

* |gualar False Negative Rates (FNR)

Pr(d=0|Y=1, G=a ) =Pr (d=0]|Y=1, G=n)

 Equivale aigualar True Positive Rates (TPR)




6. Fairness grupal —equalized odds

* |gualar True Positive Rates y False Positive Rates (TPRy FPR)

Pr(d=1|Y=y, G=a )= Pr (d=0]|Y=y, G=n)
para'y =10,1}
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Research =

Attacking discrimination with
smarter machine learning i



https://research.google.com/bigpicture/attacking-discrimination-in-ml/
https://research.google.com/bigpicture/attacking-discrimination-in-ml/
https://research.google.com/bigpicture/attacking-discrimination-in-ml/

Fairness gru pal

Independencia d L G \
2. Statistical parity

Suficiencia Y L G | d ——————— 5 pdicsive parity

4. Predictive equality

Separacion d

¢ Es posible cumplir las tres?



Teorema de imposibilidad

Las tres definiciones son excluyentes dos a dos.
Si Y v G nosonindependientes, entonces o bien se logra
e dl1G obien YLG]|d
e dlG obien dLG]|Y d.lG
e dLG|Y obien YLG]|

pero no los dos a la vez

Y1G|d

d | G ] V/




Contribucion

¢ Ysi..
* Los clasificadores que vamos a utilizar no se pueden modificar,
* los individuos llegan uno tras otro
* vy la etiqueta no esta disponible hasta después de la prediccidn

Esto ocurre en servicios en la nube que ofrecen MLaaS (Machine Learning as a Service)

“Towards Reducing Biases in Combining Multiple Experts Online

YiSun, Ivan Ramirez , Aljreao Cuesta , Kalyan Veeramachaneni
MIT, URIC

Enviado al 1JCAI 2021



Conclusiones

o ML es un problema actual, abierto'y

Fairness en algoritmos d
ctorio” _ counterfactual

. Buscar un modelado “+otalmente satisfa

+ Resolver problemas “reales”
* Con datos perdidos

* Con series temporales

De asignacion de recursos

Visado 0
rzo...
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Una mirada a las dlgebras no asociativas

Esther Garcia

Universidad Rey Juan Carlos
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i Qué es un algebra?

Si F es un cuerpo, un dlgebra A sobre F es un espacio vectorial
con un “producto bilineal” (compatible con + y con -f)

AxXxA—=A
m los elementos de A se pueden multiplicar entre si

Ej: las matrices M,(F), donde F es un cuerpo:
A+ B, M, A-B

(el producto de matrices es asociativo: (A-B)-C=A-(B-())

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos

Una mirada a las dlgebras no asociativas



Ejemplos de productos no asociativos

Si 3 € F toda matriz A € M,(F) se puede escribir como

1 1
A= —(A—i—A) — (A—At)
2 —— 2 ——
simétrica antisimétrica
es decir
M, (F) = Sym(M,(F (})Skew M, (F), t)
H K

mABcH=ABecH
mABcK=ABeK

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Un producto bilineal en H

ABeH

1

m obs 1: si A= Af, B = B" entonces (AB + BA)! = AB + BA

m obs 2: si A= At entonces Ae | = %(A/ + IA) = A donde | es
la matriz identidad

moobs 3:si A=A, A2=Ae A
(H,e) es un algebra con elemento identidad

iOjo!: el producto e no es asociativo: Ae (Be C) # (AeB)e C

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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El producto no es asociativo

Contraejemplo:

(17 (39 (3 9)

Ae(Be ()= 1 (1)>
3
(A.B)OC:<§ (2)

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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H con el producto e

Propiedades del dlgebra (H, e):
m No es asociativa
m Es conmutativa: Ae B=Be A

m Verifica la siguiente identidad (no muy intuitiva)
(AeB)e(AeA)=Ae(Be(AeA)))

(identidad de Jordan)

En realidad (H,e) es un ejemplo de dlgebra de Jordan

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Los “inventores”: P. Jordan, J. Von Neumann, E. Wigner

“On an algebraic generalization of the quantum mechanical
formalism”. P. Jordan, J. V. Neumann, E. Wigner. Annals of
Mathematics (1934)

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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i Para qué se definen las dlgebras de Jordan?

(1930’) se busca estructura para expresar la Mecdnica Cudntica

m los “observables”se representan mediante matrices simétricas

m jqué propiedades de los observables se pueden abstraer?

propiedad conmutativa + identidad de Jordan

Objetivo: encontrar objetos matematicos (dim. infinita) nuevos

m Mejor si no estan relacionados con productos asociativos

m jHabrd algebras de Jordan que no vengan de dlgebras
asociativas?

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos

Una mirada a las dlgebras no asociativas



Desde el principio... esta es una historia de fracaso

En 1934 A. Albert encuentra un algebra de Jordan no asociativa,
pero demasiado pequefia (dimensién 27).
“On a Certain Algebra of Quantum Mechanics”. A. Albert. Annals of Mathematics

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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y... termina como una historia de fracaso (Fisica)

E. Zelmanov, Medalla Fields 1994.

m Clasifica las dlgebras de Jordan (1980') y las usa para resolver un
problema de teoria de grupos (pr. Restringido de Burnside).

m Demuestra que el dlgebra de Albert es la tnica “no asociativa”.

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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En Matematicas... las dlgebras de Jordan si tienen éxito

Desde su introduccién (1930') llaman la atencién de los algebristas
m N. Jacobson: primer acercamiento infinito-dimensional
m K. McCrimmon: define las algebras de Jordan cuadraticas
m E. Zelmanov: las clasifica en general

m J. Tits: las relaciona con las algebras de Lie

£y

da

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Otro producto no asociativo

Volvamos a las matrices M,(F) y, en particular, a las antisimétricas

Un producto bilineal en K

A BeK

[A, B] := AB — BA

m obs: si A= —A!, B = —B! entonces
(AB — BA)t = —(AB — BA)
(K,[, ]) es un algebra

iOjo!: el producto [ , ] no es asociativo

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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K con el producto [, |

Propiedades del algebra (K, [, ]) :
m No es asociativa
m Es anti-conmutativa: [A, B] = —[B, A]

m Verifica la siguiente identidad:
[A,[B, Cll = [[A, Bl (1 + [B, [A, C]]

(identidad de Jacobi)

En realidad (K, [, ]) es un ejemplo de digebra de Lie

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Origen de las dlgebras de Lie

m Sophus Lie (1842-1899): grupos de Lie — &lgebras de Lie
m Wilhelm Killing (1847-1923) (de modo independiente)

clasificacién (aprox.) de las dlgebras de Lie de dim. finita sobre C

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Situacién actual en algebras de Jordan y de Lie

Algebras de Jordan

m Las dlgebras de Jordan se conocen mejor que las Lie

m Clasificacion completa en dimensién infinita

Algebras de Lie

m Clasificacién completa en dimensién finita (reciente)

m Intentos de generalizacién a dim. infinita

m No se conoce la descripcidn de las simples en dim. infinita

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Referencias destacadas en Jordan y en Lie

m N. Jacobson. Lije algebras. Interscience Publishers, New
York-London 1962.

m N. Jacobson. Lectures on quadratic Jordan algebras. Tata
Institute of Fundamental Research, Bombay, 1969.

m K. McCrimmon. A taste of Jordan algebras. Universitext.
Springer-Verlag, New York, 2004.

m H. Strade. Simple Lie algebras over fields of positive
characteristic (1) and (I1). De Gruyter, Berlin, 2017.

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Cuadrado mdgico de Freudenthal-Tits

Usando como ‘“ingredientes” dlgebras de Jordan se consiguen modelos de
dlgebras de Lie en dimensién finita. Destacamos E7 y Eg.

TuE FREUDENTHAL-TITs MaAcic Square: F7(C,J)
C\ J[R[H:®)] H3(C) [Hs(MH)[H3(K)
0] A As Cs Fy
0] A2 [AcdAs| As Es
A Cs As As | E7
Go| Fy Eg E; Eg

==k Qllz=]

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Conexidn Lie-Jordan: construccion TKK

Se debe a J. Tits, |. Kantor y M. Koecher (1962, 1964, 1967)

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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La construccion TKK

Si J es un dlgebra de Jordan, entonces

L=L_ 19 Ly & L
— ~— ~~
J U J

se convierte en un algebra de Lie (3-graduada)
Y reciprocamente...

L=L 1 Lo® L

los extremos (L_1, L1) tienen una estructura Jordan (par de Jordan)

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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iEn qué temas trabajo yo?

Conexiones Lie-Jordan t|p0 TKK (en los extremos de un &lgebra de Lie graduada hay una

estructura Jordan)

Estructuras de Jordan asociadas a élgebras de Lie
m asociadas a elementos ad-nilpotentes

m asociadas a ideales internos abelianos

colaboradores: E. Neher, A. Ferndndez Lépez, M. Gémez Lozano

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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Otras estructuras no asociativas

Algebras alternativas (ej: octoniones)
Algebras “power-associative” (ej: sedeniones)

|
|
] Algebras genéticas
|
|

Generalizaciones del producto bilineal a otros “productos”:

m Generalizaciones de dlgebras de Jordan: pares y sistemas triples
Generalizaciones de Lie: triples de Lie

Pares de Kantor

Algebras de Poisson

Algebras de Jordan-Lie

Esther Garcia Universidad Rey Juan Carlos
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o La ecuacion de los medios porosos

e Otros ejemplos notables de ecuaciones de difusién no lineal

o Los principales problemas que se estudian
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La ecuacion de los medios porosos

@ Todos hemos estudiado la ecuacién del calor
O = Au,

usando métodos diversos de resolucidn (separacién de variable, transformada
de Fourier etc.). Esta ecuacién modeliza la difusién del calor (Fourier, 1822) y
es el ejemplo fundamental de ecuacién de difusion (lineal). Una solucién de la
misma es una funcién u(x, r) que satisface la ecuacién en cierto sentido
(cldsico, fuerte, débil etc.) conx € R¥ (ox € Q Cc RY) yt>0.

@ Entre las soluciones de la ecuacion del calor, una muy destacada es el nicleo de
Gauss

1 12
G(x,t):we W%/ xeRY, >0,

y con la ayuda de esta solucidn, se puede resolver de forma semi-explicita la

ecuacion del calor mediante convolucién.
@ Observamos que esta solucidn tiene una forma particular muy importante, mds

precisamente

- _ N 1
G(x,1) =t *f(|x]r "), dondea = 5 B=3

Las soluciones de esta forma reciben el nombre de soluciones
auto-semejantes.
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La ecuacion de los medios porosos

@ El primer ejemplo muy importante de ecuacién de difusién no lineal es la
ecuacion de los medios porosos (abreviado PME)

O = Au",
con m > 1. Observamos que para m = 1 recuperamos la ecuacién del calor,

mientras que para m < 1 se conoce como la ecuacién de difusion rapida.

@ Modelizacion: describe el flujo de gas a través de un medio poroso (Leibenzon
1930, Muskat 1937). Este flujo se puede expresar en términos de la densidad en
cada punto o(x, t), la presién p(x, r) y el campo vectorial de las velocidades
V(x,1).

@ La primera ley que se usa es la ley de continuidad de la mecdnica de fluidos:
€0+ div(pV) =0,

donde € € (0, 1) es la porosidad del medio.
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La ecuacion de los medios porosos

@ La segunda ley fundamental usada en la teorfa de la filtracion de fluidos (y
también muy ttil en muchos otros fendmenos como modelos matemadticos del
cancer etc.) es la ley de Darcy (obtenida experimentalmente por primera vez
por Darcy, 1856)

pV = —kVp,

donde & es la permeabilidad del medio, u es la viscosidad del fluido. Es la
ecuacioén que sustituye las ecuaciones de Navier-Stokes para este tipo de medio.

@ La ecuacion de estado, p = poe”, donde v > 1 es el exponente de la
transformacion del gas ideal, isotérma si v = 1 o adiabdtica si y > 1.

@ Juntando todas estas ecuaciones, obtenemos la PME (con la incégnita u = o la
densidad del fluido), donde en este caso m = 1 4 « y en términos matematicos
simplificamos las constantes del medio poniéndolas iguales a 1.

@ Otras aplicaciones muy conocidas: la propagacién del calor por radiacién en
plasma (Zeldovich, Raizer, 1966), la filtracién de un fluido a través de un medio
poroso, tipicamente la infiltracién del agua en la tierra (problema de
Boussinesq, 1903, y modelo de Polubarinova-Kochina, 1962), modelos de la
dindmica de poblacién etc.
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La ecuacion de los medios porosos

@ Observacion matemdtica importante: si escribimos la ecuacion en la forma
"estdndar" como
Ou = div(a(u)Vu),

vemos que a(u) = mu™~"'. Esta funcién se anula en los puntos donde u = 0 si
m > 1 o explota en los puntos donde u = 0 si m < 1. Observamos que la
ecuacién del calor (1 = 1) no tiene ninguno de estos problemas.

@ Las ecuaciones donde la funcién a(u) se puede anular se conocen como
degeneradas, mientras que si la funcién puede explotar (tomar valor +co en
algun punto) se conocen como singulares. La PME es degenerada, mientras
que la ecuacién de difusion rapida es singular.

@ Esta caracteristica (degenerada o singular) influye mucho en la teoria
matemadtica de la PME.

@ Soluciones fundamentales: las soluciones de Barenblatt (o
Zeldovich-Kompaneets-Barenblatt, ZKB, 1950-1952)

N

_ (m=1Dalxf?
Nm—1)+2

1/(m—1)
B(x,t) =t (D 2mNt2ﬁ>+ ,cona =N =
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La ecuacion de los medios porosos

@ Observamos que las soluciones ZKB son también auto-semejantes y a la vez
con soporte compacto en cualquier instante de tiempo. Difieren del niicleo de
Gauss que tiene soporte infinito (cola decreciente cuando |x| — 00).

@ Eso refleja el frente de avance de la difusion (del gas, calor, agua infiltrada
etc.): el soporte significa la zona con densidad positiva (ha llegado el frente)
mientras que la zona donde vale O es la zona todavia "no infiltrada".

@ En general, tratando de resolver la PME con un cierto dato inicial uo (la
densidad inicial del fluido cuya difusion se estudia), nos encontramos con un
problema de frontera libre: la frontera de la zona ocupada por el fluido varia
en cada instante del tiempo y su frontera no se conoce de antemano (es a su vez
una incégnita del problema).

@ Siendo una ecuacién no lineal, todos los métodos lineales usados para resolver
la ecuacién del calor no se pueden usar para la PME y la ecuacién no se puede
resolver de forma explicita. Lo que se hace es estudiar las propiedades
(funcionales, analiticas, geométricas, asintdticas) de las soluciones.
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La ecuacion de difusion p-Laplaciana

@ Se trata de otra ecuacién de difusién no lineal muy conocida y estudiada
(abreviada PLE)

Ou = Apu, Apu(x, 1) = div(|Vul” > Vu)(x, 1),

el operador A,u se conoce como el operador p-Laplaciano. Aquip > 1y
para p = 2 reconocemos la ecuacién del calor.

@ Aparece en modelos geométricos y en el estudio de los fluidos
non-Newtonianos, es decir aquellos fluidos cuya viscosidad varia con la
temperatura y la tensién (por ejemplo la sangre, plastilina, polimeros de todo
tipo como resinas etc.)

@ Es una ecuacioén de difusion no lineal que solo depende del gradiente: se
escribe como

O = div(a(|Vu|)Vu), a(|Vul) = |Vul"~>.

@ De nuevo, para p € (1,2) se conoce como difusién rapida p-Laplaciana y es
una ecuacién singular. Para p > 2 es una ecuacion degenerada, y el cardcter
degenerado o singular se observa esta vez en los puntos criticos de sus
soluciones.
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La ecuacion de difusion p-Laplaciana

@ Soluciones fundamentales de la ecuacién de difusion p-Laplaciana, similares a
las ZKB (se suelen llamar de la misma forma):

- \x| p/(p—1)\ P=D/(p=2)
Ux,t) =t D—k([—ﬁ) ,

+
donde « = N3 =N/(Np — 2N +p)

@ También son soluciones auto-semejantes y con soporte compacto. De la misma
forma que para la PME, la ecuacidon p-Laplaciana da lugar a problemas de
frontera libre.

@ Se ha observado que muchas propiedades funcionales y ejemplos de soluciones
notables de la PLE se parecen a las de la PME. Eso se ha podido justificar por
la existencia de una transformacion (cambio de variable) entre soluciones
radialmente simétricas de la PME y de la PLE (R.I., A. Sanchez, J. L. Vazquez,
2008). Es una transformacion que asocia p de la PLE con m + 1 de la PME
pero con cambio de dimension espacial y de la variable independiente.

@ Las propiedades funcionales (regularidad etc.) son mds "ricas" en el caso de la
PLE.
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Ecuaciones de reaccion-difusion

@ Se trata de ecuaciones "competitivas" entre un término de difusién y un término
de reaccidn, teniendo como prototipo

O = Au" + f(x,u),
donde lo mds habitual es considerar f(x, u) = «” (y mds recientemente
S u) = |x|°v”) of (u) = u(1l — u”) (Fisher-KPP)
@ La reaccién introduce ""masa' en la ecuaciéon. Matemédticamente, la "masa"
de la solucién significa

M(t) = /RN u(x, r) dx.

@ En las ecuaciones de difusion no lineal estindar (PME, PLE) la masa se
conserva a lo largo de la evolucién: M(z) = cte. Si tenemos reaccion, la masa
crece.

@ Modelizan reacciones quimicas (donde los reactantes no entran en la reaccién
de forma completa, sino que una parte se mueve en el medio de reaccién debido
a la difusion) y también dindmica de poblaciones (ecuacion logistica o
Fisher-KPP parap = 1).

@ Las de tipo Fisher-KPP suelen tener soluciones en forma de ondas viajeras

u(x,t) =f(x —ct), ¢ = velocidad de la onda.
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Ecuaciones de absorcion-difusion

@ Se trata de ecuaciones "competitivas" entre un término de difusién y un término
de absorcidn, teniendo como modelo

O = Au" — f(x,u),

donde lo mds habitual es considerar f(x, u) = u?.

@ En este caso la absorcion quita "'masa" de la ecuacién: la masa total M (¢)
decrece con el tiempo.

@ Un problema importante es si las soluciones llegan a "desaparecer": el
decaimiento de la masa es tan fuerte que en algiin momento, la solucién con
dato inicial up # 0 se cancela: existe 7 > 0 tal que u(7) = 0. Esta situacion se
conoce como extincion en tiempo finito.

@ Aparecen en muchos modelos de dindmica de poblaciones o en modelos
matemadticos de evolucién de tumores, y también en el estudio de reacciones
quimicas.
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Ecuaciones de absorcion-difusion y reaccion-difusion con
gradientes

@ Se trata de otra clase de ecuaciones de difusion no lineal "competitivas", donde
el término de absorcién o de reaccién es de la forma

[Vul’.

@ Se han estudiado mucho en conjuncién con la ecuacién p-Laplaciana debido a
propiedades funcionales similares (siendo una ecuacién que depende solo del
gradiente):

Ou = Npu+ |Vul?, 0 Ou = Apu — |Vul?

@ Modelos importantes de tipo "pilas de arena" (sandpiles) y una
"fenomenologia" matemadtica muy interesante y sorprendente motivan estos
estudios.
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El flujo de la variacion total

@ El flujo de la variacion total (total variation flow) se refiere a la ecuacién
1-Laplaciana (es decir, la ecuacién p-Laplaciana con p = 1), que se escribe

como v
O = div (lv—z‘)

@ Vicent Caselles y (muchos) colaboradores han propuesto algoritmos de
procesamiento de imdgenes basados en las propiedades de esta ecuacién, que se
han vuelto muy usados en la préctica corriente (imdgenes médicas,
recuperacion de imédgenes borrosas o con defectos etc.), por ello es una
ecuacién que se ha vuelto muy famosa.

@ FEl estudio matematico es muy complicado técnicamente debido a su
singularidad: no regulariza "esquinas" (es decir, por ejemplo funciones
caracteristicas de una figura con esquinas, como una imagen) y sus soluciones
son muy débiles.

@ También en imédgenes se usan modelos basados en ecuaciones de difusién no
lineal todavia mds singulares (Perona-Malik, PME con m < 0 etc.).
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Los principales problemas que se
estudian
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Existencia, unicidad y regularidad de soluciones

@ Se trata de considerar el problema de Cauchy (para la PME, PLE u otra
ecuacién) con un dato inicial o con ciertas propiedades uo € L' (R") es lo més
habitual, también se suelen elegir datos iniciales mds regulares (continuas, de
clase C', solamente acotadas etc.) o el problema de Cauchy-Dirichlet en
dominios acotados con una condicién de frontera.

@ Se quiere demostrar que dado un dato inicial, existe una solucién de la ecuacién
u(x, t) (al menos para un corto intervalo de tiempo ¢ € (0, T)) tal que
u(x,0) = uo(x) para todo x.

@ Habitualmente tenemos que definir el sentido de las soluciones (débiles,
fuertes, clésicas, de viscosidad etc.). Eso es porque en general, las soluciones
no admiten en todos los puntos tantas derivadas como para satisfacer la
ecuacion en sentido cldsico.

@ Ejemplo: las soluciones ZKB de la PME no son derivables hasta orden 2 en los
puntos de interfase (frontera libre), por tanto en sentido cldsico, en este punto
no se puede calcular Au". Por tanto, hay que introducir conceptos funcionales
de soluciones (débiles, muy débiles, fuertes, de viscosidad, mild etc.) y tratar de
probar la existencia y unicidad en estas clases de soluciones.
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Regularidad de soluciones

@ El problema de la regularidad de soluciones significa establecer si, empezando
con un dato inicial uo en cierto espacio funcional, la funcién u(¢) para todo
tiempo ¢ > 0 mejora en cuanto a regularidad. Por ejemplo: si up € L' (RY) pero
u(r) € C*(RY), 1a solucién a tiempos posteriores ha mejorado mucho (desde
una funcién solamente integrable hasta 2 veces derivable).

@ Por ejemplo, en el caso de la PLE, se prueba que si ug € L' (R"), entonces las
soluciones a tiempo ¢ > 0 son de clase C e es decir, derivables hasta orden 1
con derivadas parciales continuas en el sentido Holder.

@ Los teoremas de regularidad suelen ser muy complicados técnicamente, pero
muy Utiles para poder trabajar con ciertas clases de soluciones.



La ecuaci6n de los medios porosos Otros ejemplos notables de ecuaciones de difusién no lineal Los principales problemas que se estudian
0000000 0000000 00080000

Comportamiento a largo plazo

@ Es el problema probablemente mds interesante y estudiado en relacién a las
ecuaciones de difusién no lineal. Necesitamos hacer "predicciones" sobre la
forma y el recorrido que va a tener la difusion del gas, fluido etc. cuando
dejamos pasar el tiempo. En matematicas, se trata de estudiar el siguiente limite

- _
tlggot [Ju(t) — U(®)|| oo,

donde U() es un perfil (modelo) especial al que las soluciones se aproximan (y
también, si es posible, encontrar de la forma mds precisa posible la velocidad
de convergencia).
@ Por ejemplo, en el caso de la PME, las soluciones ZKB son los perfiles
asintéticos de las soluciones
lim 7*|u(x, 1) — B(x,1)| = 0,

t—o00

con convergencia uniforme, donde B(x, ) es la tinica solucién ZKB cuya masa
total (que se conserva) es igual a la masa del dato inicial uo.

@ Las siguientes figuras muestran la convergencia asintética para la ecuacion de
los medios porosos no homogénea critica

x| 2w = Au™, m > 1
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Comportamiento a largo plazo
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Estudio de soluciones especiales

@ En relacién al comportamiento a largo plazo, se deben primero encontrar las
soluciones "candidatas" a ser perfiles de comportamientos.

@ Suelen tener ciertas simetrias especiales, y en las ecuaciones de difusion no

lineal es habitual que tengan forma auto-semejante

U(x, 1) =t *f(|x|?), forward self — similarity,

U(x,1) = (T — ) (Ix|(T — 1)?), backward self — similarity,

y en algunos casos (bastante interesantes)
U(x, 1) = e™f(|x]e™), exponential self — similarity.

@ En muchos casos (sobre todo de ecuaciones "competitivas" o de difusion
rapida) la clasificacion de los perfiles (en forma auto-semejante) de
comportamientos asintéticos es un problema muy complejo y serio, en cuyo
estudio se utilizan técnicas de sistemas dinamicos, ya que muchos perfiles no
son explicitos.
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Explosion o extincidn en tiempo finito

@ Finalmente, un problema muy importante en las ecuaciones "competitivas" de
reaccion-difusion o absorpcién-difusion es ver si pasan los siguientes
fenémenos sobre las soluciones.

@ Explosion en tiempo finito: partimos con ug acotada, y existe 7 € (0, co) tal
que u(T) ya no estd acotada en este tiempo: tiende a infinito en al menos un
punto. Aparece con frecuencia en las ecuaciones de reaccién-difusién: por
ejemplo se sabe que todas las soluciones de

u = Au" + o, m<p<m+%

explotan en tiempo finito.

@ Extincion en tiempo finito: la propiedad de que una solucién con dato inicial
up positivo (al menos en cierto conjunto) se cancele en un tiempo finito 77 > 0
(es decir u(T) = 0). Aparece con cierta frecuencia en el caso de ecuaciones de
reaccién-absorcién, pero también, por ejemplo, se sabe que las soluciones de la
PME con 0 < m < m. = (N — 2)/N tienen extincion, debido a la difusién muy
rapida.

@ En estos casos, se quiere estudiar cudndo surgen (explosion o extincién), en qué
conjuntos, con qué tasa y con qué perfiles (suelen ser auto-semejantes de tipo
"backward"). Son problemas bastante complicados pero muy interesantes.



La ecuacién de los medios porosos Otros ejemplos notables de ecuaciones de difusién no lineal Los principales problemas que se estudian
0000000 0000000 0O000000e

FIN
Muchisimas gracias por
vuestra asistencia.
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¢ Que pasa si asociamos numeros a las teclas de un

piano?
David Macdonald 1deo una manera de asociar
numeros a las teclas de un piano para interpretar

melodias con numeros.
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Escala menor armonicaen La

Es una escala menor a la cual Ile subimos

el séptimo grado medio tono (en nuestro caso Sol)

transformando la escala menor.
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Nota de Paso Nota Nota

de Paso de Paso
de Paso

Nota Nota Nota
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Do Mavor
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Re Menor Mi Menor
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Algunas curiosidades

J Su origen se remonta al ano 2000 a.C

J Se emplea la letra griega pi (la decimosexta letra del alfabeto
griego)

J Leonhard Euler, hacia 1734, fue el primero en saber su valor

J Arquimedes fue uno de los primeros en aproximarse al valor del
numero pi.

1 William Shanks consiguié obtener 707 decimales del niUmero pi tras

un trabajo de investigacion de casi 20 anos.
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Algunas curiosidades

1 Pegasus (1957) para calcular decimales de pi

- IBM 7090 (1961) logro llegar a 100.000 decimales de pi.

1 1999, Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi logran
206.158.430.000 decimales del numero pi

1 Se aplica a la fabricacion de neumaticos, botellas, vasos o relojes.

 En astronomia, para calcular la cantidad de hidrogeno que se
requiere en las misiones espaciales o para calcular las extensiones

de territorio de los diferentes planetas.

Dia de P1 2020 10



L] RE i Eirios |_os sonidos de =t

Ya podemos Interpretar ©
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Nuestros artistas

Nicolas Flores

Julio Alberto Flores
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