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1. Ecuaciones no lineales: resolucion

, numerica
Indice
Motivacion
1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal:

a. Método de biseccion.
b. Método de aproximaciones sucesivas.
c. Método de Newton-Raphson y variantes.

d. Comentarios acerca de la convergencia de
metodos iterativos.

2. Métodos para resolver un sistema de ecuaciones
no lineales:

a. Metodo de aproximaciones sucesivas
b. Metodo de Newton-Raphson

3. Resolucion con Octave



Motivacion

Lineal en 1 variable

ar + 60 = [

Métodos directos

Solucion exacta en un numero
finito de pasos

No lineal en 1 variable
r° +sin(zr)—3 =10

Métodos iterativos

Proporcionan una sucesion que
converge a la solucion o una de
las soluciones



Ejemplo 1.1. (Hanna et al.[9)): La ecuacion de Peng-Robinson es una ecuacion de
estado que proporciona la presion P de un gas mediante:

R-T a

P:V-b‘v-(V+b)+b-(V-b)

donde a y b son constantes, T es la temperatura absoluta a lo que se encuen-
tra el gas, V' es el volumen especifico y R es la constante de lds gases perfectos
(8.31}41]/(mol°K))). Para el COy las constantes a y b toman los valores a = 364.61
ml.kPa / (kg.mol)? y b = 0.0266} m* /kg.mol. Supongamos que se desea encontrar
lo densidad (es decir 1/V) del COy a una presion de 1-10* kPa y a una temperatura
de 340PK usando la ecuacion de Peng-Robinson. Ello implicaria tener que encontrar
el valor de V para el que:

i R 364,61
V002664 V- (V +0,02664) + 0,02664 - (V - 0,02664)



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal:
1.a. Método de biseccion
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Ejercicio. Hallar una aproximacion x* de la 1inica raiz real de la ecuacion
r® + 32? — 8 = 0 utilizando el método de hiseccién con un error inferior a 1072,

Solucion.

Lo primero que tenemos que hacer es encontrar un intervalo (a,b) que con-
tenga la raiz, esto es equivalente a que se verifique f(a)f(b) < 0. Observamos

que f(1.3)f(1.4) < 0, por tanto podemos tomar a = 1.3 y b = 1.4. Considerando
este intervalo de partida, calculamos las iteraciones necesarias para cumplir la
condicién de que el error sea inferior a 102,

In((b—a)/0.01)  2.30
In(2) ~ 0.693

por tanto realizaremos n = 4 iteraciones:

n = = 3.3189

(1.3,1.4) — z; = 1.35, f(1.35) < 0 — (1.35,1.4)
(1.35,1.4) — o = 1.375, f(1.375) > 0 — (1.35,1.375)
(1.35,1.375) — 23 = 1.3625, £(1.3625) > 0 — (1.35,1.3625)
(1.35,1.3625) — 4 = 1.35625.



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.b. Método de aproximaciones sucesivas (del punto fijo)

Primer paso:

reescribir la ecuacion f(z) =0 en la forma z = g(z)

flz)=0  — z=g(x)

Dado un valor 7y se genera la sucesion {z;4; = g(z;)} .~

{i—l—l))

lini(x"Y) = lmi_og(x") & x*=gx)



[nteresara por tanto trabajar con funciones g que posean un punto fijo. Un tipo de
tales funciones son las que se denominan contracciones y que pasamos a definir a
continuacion;

Definicion 2.8. Sean (E, d) y (V, d) dos espacios métricos y sea g E =V
una aplicacion definida en E y con valores en V. Se dice que g es una aplicacion
lipschatciana cuando existe una constante real k>0 tal que:

d(g(z).gy) <k-d(zy) Yoyl

A lo menor constante k que verifica la condicion anterior se la denomina constante
de Lipschitz (o razon) de la aplicacion.



Definicion 2.9. A toda aplicacion lipschitciana que verifique las dos condiciones
siquientes:

1¢) Estar definida en un espacio métrico (E,d) sobre st mismo: g: E — E.

2°) Tener una constante de Lipschitz estrictamente inferior a 1

se la denomina contraceion sobre E.

Teorema 2.1 (del punto fijo). Toda contraccion definida sobre un espacio métrico
completo admite un tinico punto fijo.



xH) —g(x®¥),  i=0,1,2,,...

. , o . #
Para la sucesion {x{‘}}é_ﬂ se verificara:

dx,x%) = d(g(x), g(xV)) < k- d(x,x)

[}
L






Teorema 3.2. Si g(z) es una aplicacion de clase C*(ja,b]), que toma valores en
a,b] y verificando la condicion:

k<1 |g(z)| <k, Yrelb

entonces lo sucesion {z;}.", generada, o partir de cualquier z5 € Ja,b), converye
hacia la tinica solucion de lo ecuacion © = g(z) en |a,b].

Demostracion: Por aplicacion del teorema del valor medio se verificara que:
Vz,y € [a,b] 3z €lab/ g(z) —g(y) =g'(2).(z - y)

v por haber supuesto que la primera derivada estaba acotada en valor absoluto se
tendra que:

Vr,y € [a,b]: |g(z)—gy)| <k -|lz—y| <|z—1y



1. Bajo las hipotesis del teorema precedente, si se desea asequrar que el error
cometido es menor que un cierto valor £ la expresion anterior nos conduce que
deben realizarse un nimero N de iteraciones tal que:

a o I{E#N}lﬂg(il—ﬁ)
-F log k)




1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.b. Metodo de aproximaciones sucesivas. Ejemplo.

Ejercicio 2.7 Considera la ecuacion f(x) = 2x — sen(x) — cos(x).
(a) Demostrar que f(x) tiene una raiz en [0, 1].

(b) Resolver la ecuacion f(z) =0 utilizando un método del punto fijo

Lo
Int1 = Q’(ETH)

verificando que la funcion g(x) elegida es contractiva en las prorimidades de la
raiz y hallando un nimero de iteraciones suficiente para que |xv; —z;_1| < 10~2,

Solucion.

(a) Basta comprobar que f(x) es continua y que f(0)f(1) < 0. En efecto, f
es continua puesto que los polinomios, sen(x) y cos(z) son funciones continuas,
vy cualquier combinacion lineal de ellas también lo es. Ademas, se tiene que
f(0) = =1y f(1) = 0.61822, por tanto, por el Teorema de Bolzano existe al
menos un valor z*, tal que f(z*) =0, es decir, una solucion de la ecuacion.



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.b. Metodo de aproximaciones sucesivas. Ejemplo.

(b) Definimos g(z) = 2(s n(z ) + cos(x)), que resulta ser contractiva en el in-
tervalo [0,1] ya que ¢'(z) = (ms( ) —sin(z)), ¢'(0) = 0.5, ¢'(1) = —0.1505
v ¢"(z) no se anula en [0, 1] (en este caso ¢’ es monétona decreciente en dicho
intervalo). Por tanto puede tomarse como constante de Lipschitz k = 0.5 < 1,
con lo cual g es contractiva en [0, 1]. Eligiendo como semilla el punto medio del

intervalo, zy = 0.5, se tienen las siguientes iteraciones del punto fijo:
r1 = g(zg) = 0.678504, 29 = g(x1) = 0.703070, 23 = g(x9) = 0.704711.

y como el enuciado nos dice que iteremos hasta que se verifique la condicion
T — Ti_1| < 1072, v 29 v 3 la satisfacen, tomamos como aproximacién de la
solucion z = 0.70.



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.c. Método de Newton-Raphson y variantes: Método de Newton




1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.c. Método de Newton-Raphson y variantes: Método de Newton

o I D
Proposicion 1.3.2 Si la funcidn gzx) = I% es una contraccion definida
I
en |, b Lo sucesidn dada por
)T

Lifl = & = 77—
\ f!(‘rf) ) 1=()

.
Sy

obtenida o partir de cualquier punto xy € |a,b| converge hacia la tinica solucidn

de [ ecuacion flz) =0 en |a,b).



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.c. Método de Newton-Raphson y variantes:
Metodo de la secante

a) Meétodo de la secante.

Este método aproxima el valor de f'(x;) mediante:

con lo que el esquema 1terativo del método de Newton-Raphson se ve mod-

R /(i) :if-f—lf(élfi)—él?-sif(i’-z'—ﬂ
Yl T T e S (i) f(zi) = flziz)

Li=li-1

ficado a:




1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.c. Método de Newton-Raphson y variantes:
Método de regula-falsi

Este método es una combinacion del método de biparticion y el método de
la secante. En él se considera una ecuacion f(x) =0y un intervalo [a,b] en el
que f(x) sea continua y ademas se verifique que f(a)f(b) < 0. Con ello, segtiin
se indico al analizar el método de biparticion se puede estar seguro de que en
(a, b] existe al menos una raiz. Tras ello se denomina 1 al punto de corte con el
eje de abscisas de la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)), (b, f(b)),
es decir, que serd el punto:

_ af(b) —bf(a)
f(b) — fla)

Si f(x1)f(a) < 0 se puede asegurar que en el intervalo (a. 1) existird una

1

solucion de la ecuacion. En el caso de que f(x1)f(a) > 0 se puede afirmar
lo mismo para el intervalo (x1,0). Y en el caso de que f(x1) = 0 se habra
determinado va la solucion. En todo caso o se tiene la solucion de la ecuacion
o se dispone de un intervalo mas pequeno en el que volver a repetir el proceso.



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.c. Método de Newton-Raphson y variantes:
Metodo de Newton. Ejemplo

Ejercicio 2.4 Hallar una aprozimacion z* de la unica raiz real de la ecuacion
3+ 32% - 8 = 0 utilizando:

(a) el método de biseccion,
(b) el método de Newton-Raphson,

con un error inferior a 1072 en ambos casos.

Solucion.
(a) Comencemos por el método de hiseccion. Lo primero que tenemos que hacer
es encontrar un intervalo (a,b) que contenga la raiz, esto es equivalente a que



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.c. Método de Newton-Raphson y variantes:
Metodo de Newton. Ejemplo

se verifiqgue f(a)f(b) < 0. Observamos que f(1.3)f(1.4) < 0, por tanto podemos
tomar a = 1.3 v b= 1.4.

Considerando este intervalo de partida, calculamos las iteraciones necesarias
para cumplir la condicién de que el error sea inferior a 102,

In((b —a)/0.01)  2.30

"= In(2) = Doz o189
por tanto realizaremos n = 4 iteraciones:
In = (1.3, 1.4) 1 = 1.35 f(1.35) <0
I =(1.35,1.4) xo = 1.375 f(1.375) = 0

Io = (1.35,1.375) x4 = 13625  f(1.3625) > 0
I3 = (1.35,1.3625) x4 = 1.35625.

(b) Para resolverlo con el método de Newton, dado por el esquema

flzn)
Iptl = Ln — &
" f{zn)
donde f(x) = z* + 32?2 — 8 v f'(x) = 322 + 6x, consideramos como semilla
rp = 1.35. Y se obtiene que x; = 1.3553 ¥ como |z — x2| = 0.0053160 ya es

inferior a 10~ 2 tenemos que el método de Newton-Raphson termina en una sola
1teracion.



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.d. Comentarios acerca de la convergencia de metodos iterativos:
Orden de convergencia

Definicién 1.3.1 Siendo {z;}.-, una sucesion convergente hacia x* en la que
r; # 2% para todo valor del indice i, se dice que la sucesion converge hacia
r* con orden p y con una constante de error asintético 5 cuando existen
dos nimeros reales positivos p y 3 tales que:

En este sentido se dice que un método iterativo de la forma x4 = g(z;)
es de orden p cuando la sucesion {x;}.—, converja hacia una solucion de
r = g(x) con orden p. En el caso de que p sea iqual a 1 se dice que el método
converge linealmente. Y si p = 2 se dice que el método converge cuadrdti-
camente. Cuando p > 1 se dird que la convergencia es superlineal.



Proposicion 1.3.4 Si g(z) es una contraccidn en |a,b], el mélodo de aprozi-
maciones sucesivas es, al menos, de convergencia lineal

Proposicion 1.3.5 En las condiciones de convergencia del método de Newton-
Raphson, s 2* es una solucidn simple de la ecuacion f(z) =0,y f(z) es de
clase C*([a,b]). este método es, m’ menos, de convergencia cuadrdtica.

Proposicion 1.3.6 Siendo f una funcion de clase C3([a,B)). el método de o
secante para la bisqueda de raices simples de lo ecuacidn f(z) = 0, cuando

1+2\/5 ) |

onverge, presenta una converyencia de orden (



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.d. Comentarios acerca de la convergencia de metodos iterativos:
Técnica de sobreiteracion

g(x)+ px

r=gqgr)er+pr=qga)+prsr="- = h(x
g(x) pr=g(r) +/ T, ()
a (1 (1 (1
. Ty — 2 LOs — s TQy — s eenen
P —a=0srmr=a1r=—=gx) O 20 20" 2
x
a 1 h(zp) 17 8.5
" ; “’.1 = ;TO = — =
g(z")=— 2
g (z7) (;1‘-*)2
88.25

1y = h(ry) = === = 5191176470
v = 4,136664722
r4 = 4,002257525

xry = 4.000000637

= —(z+ ;) r¢ = 4,000000001

rg = 4,000000000



1. Métodos para resolver una ecuacion no lineal.
1.d. Comentarios acerca de la convergencia de métodos iterativos.
Aceleracion de la convergencia: Método de Aitken

k1) _ (k) _ (Pp(xF)) — (k)2

— - . k>0
O(Pp(x®))) — 2¢(x*)) + x(k)’

2

Teorema 2.1 Considérense las iteraciones de punto fijo (2.17) con
o(x) = = — f(x) para calcular las raices de f. Entonces si f es
suficientemente reqular tenemos:

- st las iteraciones de punto fijo convergen linealmente a una
raiz simple de f, entonces el método de Aitken converge
cuadrdticamente a la misma raiz;

- si las iteraciones de punto fijo convergen con orden p > 2 a una
raiz simple de f, entonces el método de Aitken converge a la
misma raiz con orden 2p — 1;

- st las iteraciones de punto fijo convergen linealmente a una raiz de
f con multiplicidad m > 2, entonces el método de Aitken con-
verge linealmente a la misma raiz con un factor de convergencia
asintotico de C'=1—1/m.

En particular, si p =1 y la raiz de f es simple, el método de extra-
polacion de Aitken converge incluso si las correspondientes iteracio-
nes de punto fijo divergen.



2. Métodos para resolver un sistema de ecuaciones no
lineales

Los métodos de aproximaciones sucesivas, Newton-IRaphson v sus variantes,
presentados en el apartado anterior para el caso de una nnica ecuacion pueden
cxtenderse tacilmente al caso de sistemas de noecunaciones no lineales con n
incognitas.

Fste tipo de sistemas los escribiremos en la torma:

fi(zy,za,.cyzy) =0
< fa(xy, T, .ccyTy) =0
| falzy, 29,y mpy) =0
o mas brevemente como f(x) = 0 donde 0 es el vector nulo de n comn-

ponentes, x es un vector de IR™ v £ es la funcion vectorial dependiente de n
variables reales dada por:

t:R" — [R"

Ji(zq, T2 Ty )
x:{:TL-IQ.....In}Tﬁ-f(K]: d f'?(fl.fz Tn)
\ fn{:ﬂ‘"j_--l‘"':l Iﬂjl




2. Métodos para resolver un sistema de ecuaciones no lineales:
2. a. Método de aproximaciones sucesivas

i+1 ) (@ i) (i) i
/ 'rg ) - q1(15) :rg),... :rﬁllﬁglﬁ).;rgll, ;1?}(1)) \
:rgﬂ) _ gg(lgf) :rg)q.--- ngiu(f)-mgilf 1}(;))
o =01
i+1 2 1 l 1 l L
I-E; ) gj(z,g) ;1?5), 1‘5_)1,;1‘.5)‘ rgll l;&))




2. Métodos para resolver un sistema de ecuaciones no lineales:
2. a. Método de aproximaciones sucesivas. Variante.

i+1 1) (i I i) (i l
[ ;1?(1+ ) :gl(:rg).xg) .‘;1:‘5._)1.15) rﬁil ‘x.&_)) \
;rgm):gg(;rgm).;rg) 1“91 fﬁi)ﬁg’ir" h(f))
S S | (i=0.1..)
i+1 i+1) (141 1) (1) f
:rfi- ) _ J( g ).;rg ),. 1“5_1) rg).;vgll 13(1))




2. Métodos para resolver un sistema de ecuaciones no lineales:
2. b. Método de Newton-Raphson

{x@“) ) _ Pf(x(z‘)

o0

| )]

1=

Ejercicio 2.11 Utilizar el método de Newton-Raphson para encontrar la solu-

cion del sistema:

{

0
0

3r° —
3ry? —at —1

partiendo del vector semilla (1,1)" y realizando 2 iteraciones del método.

Solucion.

Denotemos por fi(z,y) = 32* —y* v fo(x,y) = 3zy? — 2° — 1. Siguiendo el
esquema de Newton-Raphson para sistemas se tiene que:

XL L
Al Yo

)-(

afi ) (‘f}fl ) —1
@(*I?Ufyo) @(Ioﬁyt)) (fl(:l?oxyo)>
% 0, o) %—;(iﬁoa'yo) f2(0,90)



2. Métodos para resolver un sistema de ecuaciones no lineales:
2. b. Método de Newton-Raphson

(-6 3 (- (%)

Ahora calculamos la segunda iteracion:
) ) -1
(Iz> _ (Il) B %(Ilyl) %(Ilyl) (fl(l‘lm))
Y2 A %(Ilyl) %(Ildﬂ) fal1,11)

(0612 (3672 -1.667 (0425 {0504
- 0833 0.962  3.055 0.044) \0.085)



3. Resolucion con Octave

Método de la biseccion

Se eligen a v b de manera que f contenga una unica raiz en el intervalo
[a, b] ¥ se ejecuta el comando:

> [sol,itera] = metbiseccion(fecu,a,b,errorper,maxitera)

Método de Newton.

Se define la derivada dfecu de fecu como otra funcion inline, se elige el
valor inicial x0 y se ejecuta el comando:

> [sol,itera] = metnewtonlec(fecu,dfecu,x0,errorper,maxitera)

Meétodo de la secante.
Se eligen los valores iniciales x0, x1, y se ejecuta el comando:

> [sol,itera] = metsecante(fecu,x0,xl,errorper,maxitera)

Método de ‘regula falsi”.

Se eligen a v b de manera que f contenga una tunica raiz en el intervalo
[a, b] v se ejecuta el comando:

> [sol,itera] = metregulafalsi(fecu,a,b,errorper,maxitera)



3. Resolucion con Octave

Meétodo del punto fijo y método de Aitken.

Si queremos resolver el problema de punto fijo g(x) = z, primeramente se define
g como una funcién inline (o anénima) con el comando

> g = inline(’...”,’x’) o
> g =0(x) ...
Se elige el valor inicial r v se ejecutan los comando:
> [sol,itera] = metpuntofijo(g,x0,tol,maxitera)
> [sol,itera] =metodoaitken(g,x0,tol,maxitera)

sl queremos aplicar el método del punto fijo o el método de aceleracion de Ait-
ken respectivamente.

En la salida de ambos, sol contiene la aproximacion buscada, e itera el niimero
de 1teraciones que ha tardado el método en alcanzar sol.



3. Resolucion con Octave

Método de Newton-Raphson para sistemas

Sea el sistema de ecuaciones no lineales:

fl(mlﬂmﬂw . "J'Tn) - 01

f?L($11$23 cae -,3311} = 0.

Para encontrar aproximaciones de un vector solucion por el método de Newton-

e 0 0
Raphson, se toma como dato mnicial el vector columna xg = (3:{1 }, ... :3:51 })T =
R"™, v creamos 2 archivos .m auxiliares:

1. Archivo fecusistema.m que contiene al vector columna f = (f1,...., fn)?,
2. Archivo jacobiana.m que contene la matriz Jacobiana .J¢,

donde las variables x1,...,x, se denotan por z(1),...,z(n). y se ejecuta el
comando:

> [vectorsol,itera] = metnewtonsistema(@fecusistema,@jacobiana,...
> vectorx0,errorper,maxitera)



2 —10r+y? +8=0 )
vy +7r—10y+8=0 2
tomando como vector semilla xo = (0.5,0.5)7 tenemos que

2 - 2
(=10 +y= + 8 _ (2x — 10 2y
f_(myz—l—I—IOy—l—S)}thx)_(yg—l—l 2ry — 10
por lo que creamos los archivos fecusistema.m y jacobiana.m de la siguiente
forma:

Ejemplo: Sea el sistema de ecuaciones no lineales {

Archivo fecusistema.m

function F=fecusistema(x,y)
F(1,1) = x"2-10*x+y"2+8;
F(2,1) = xxy"2+x-10%y+8;
endfunction

VV VYV

Archivo jacobiana.m

function J=jacobiana(x,y)
J(1,1) = 2%x-10;

J(1,2) = 2xy;

J(2,1) = y"2+1;

J(2,2) = 2%x*xy-10;
endfunction

VVVVVY

> vectorx0 = [0.5;0.5]; errorper=1.e-6; maxiter=1000;
> [vectorsol,itera]l = metnewtonsistema(@fecusistema,@jacobiana,...
> vectorx0,errorper,maxitera)



2. Problemas de valor inicial para ecuaciones
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1. Introduccion

Sea I un intervalo abierto de la recta real, no reducido a un tinico punto, v
sea tg un punto fijado de él. Supongamos ademds que f es una funcion definida
v continua en [ x IR v con valores en IR, v sea yp un valor dado de [R. En estas
condiciones nos planteamos el siguiente problema:

Hallar una funcion continua y diferenciable y(t) definida en I y con val-
ores en IR verificando:

y'(t) = [fltyt), Vtel,

PEY N st) = wemr

(2.1)

Fste tipo de problemas se conoce con el nombre de problema de Cauchy
para la ecuacion diferencial (2.1). La condicion asociada se denomina condi-
cion de Cauchy. Toda funcién y(t) verificando la EDO del problema de
Cauchy se denomina integral de la EDO o solucion particular de la EDO.

y(t) = yo + /f{:c, y(z))dz.



Teorema 2.1.1 (de Cauchy-Lipschitz) Suponiendo que lo funcion f(t,y)
es una funcion continua sobre I X IR 1y que es lipschiteiana respecto a la sequnda
de sus varwables, es decir:

>0 /| f(t,y) - f(t,2)| <Hly—2l| Ve, VyzeR

entonces el problema de Cauchy (P.C.) definido en (2.1) admite una inica
solucion.

Los P.V.L. pueden formularse de una forma maéas general para sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden. Més concretamente, siendo I un
intervalo de IR de la forma [to,to+7] v siendo f una funcién continua definida
en I x IR™ v con valores en IR™ puede considerarse el problema siguiente:

Hallar una funcion continua y diferenciable y(t) definida en I 1y con valores
en IR™ verificando:

yi(t) = f(ty(t), Vel

PVI.
( ) y(to) = y'e€ R™.



Cabe senalar ademas que numerosos problemas de valor inicial se formulan
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior a 1 de la torma:

(y®(t) = ft,y@). ¥ (@), y"(t), ...,y P~ (t)). t € [to,to+ T
y(to) = Yo
J(to) = yi"
2
y"(to) =y
L yP () = y Y

Tales tipos de P.V.I de orden superior a 1 pueden ser reducidos a sistemas
de p ecuaciones diferenciales de primer orden denominando:

Z1 (t) — y(t)? Zg(t) — y!(t)a Eg(t) — yn(t)? seuy Ep(t) — y[p_l(t)

con lo que el problema anterior se reescribe como:

z'(t) = f(t,za(t)), Vtel,
Z(tﬂ) = zV ¢ R™

(P.V.I.) {

siendo:
2(t) = (21(1), 22(t); wwery 2p(t)7



Hallar una funcion y(z) verificando:

J y"(2) +y(@)y"(z) =0, 2>0
L Y0 =0, ¥(0)=0, y'(0)=a

Eiste problema es equivalente al P.V.I. de primer orden:

donde se ha denotado por z1(x) = y(z), 2(z) = y/(2), 23(z) = 1" (2).



1. Introduccion. Metodos para resolver PVI

a. Métodos graficos: metodo de las isoclinas
b. Métodos analiticos
c. Méetodos basados en desarrollos de Taylor

iy

y"(z) +y(@)y(z) =0, z>0

Cy(0)=0, y(0)=0, 3"(0)=047

\

fz tg Hit f_4 iv
y(t) = y(0)+1/(0) + Sy (0) + 57y (UHEy{ (0) +
t> 3 (

to . th o
+5797(0) + Gy (0) + 3 (0) + 5

5 - VL) + ...

y(0) =0, ¥(0)=0, ¥"(0)=047

y"(t) = —yt)y"(t) = ¥"(0)=—-y(0)y"(0) =(0)0,47 =0



d. Método de Picard yo(t)  =wo

t
(1) 9 ot y1(t) :yn+/f(i?,yn(;r))d;r
y(t) =2e —y t>0 J
{ y(0) =1 .

yo(t) =y(0) =1
t
y1(t) Zl-l—/(Ze‘r—l)d:c =2t —t—1
0
t
y2(t) :1+/(2€T—2EI—|—$—|—1)d$ :%4_1}4_1
0
t
z’ 3 2
0

y | |
=27 > Jim(=lin 3 =

i=0 i=0



e. Métodos numeéricos: méetodos en diferencias finitas

2. Métodos de Euler explicito, implicito y
theta-métodos (Crank-Nicolson)

Consideramos de nuevo el problema de valor inicial

{ y(t) = f(t,y(t), te€to,to+T]
y(to) =yo

v una subdivision del intervalo [to, to + T| mediante los puntos:
tg <t <ty <...<lp<tp1 <...<ty=tg+T

Designaremos por hy, a los valores (t,41—1t,) v por ¥, a las aproximaciones
(ue se vayan obteniendo de y(t,), (n=0,1,...,N).



Obtencion del método de Euler mediante férmulas de integracion
numeérica

Es conocido que la solucidén del problema de valor inicial verificara:

[ ()

tn

/ nt1 y"(t)dt _ /'n+1 fty(t)dt = y(tner) = y(tn) +

t--n, t'i'?. [

formula de integracion numérica a emplear podria ser la formula del rectangulo
con soporte en el extremo izquierdo del intervalo de mtegracion, es decir:

Y(tnt+1) = y(tn) + hn f(tn, Y(tn)) = Ynt1 = Yn + hn f(tn, yn)

Con ello puede plantearse el siguiente algoritmo de calculo:
Dado yo = y(to) :

Yn+1 = Yn + hn f(tn, Yn) (n=0,1,2,..,N - 1)

iste esquema de calculo de las soluciones aproximadas del P.V.1. se conoce
con el nombre método de Euler explicito en honor al matematico Leonard
Euler (nacido en Basilea (Suiza) en 1707 v muerto en San Petersburgo (Rusia)



en 1783). En el proceso de obtencion del método se ha utilizado una de las
multiples formas de aproximar la integral que aparece en la expresion formal
de la solucion. Pero podrian haberse considerado muchas otras. Por ejemplo, si
se hubiera utihzado la tormula del rectangulo soportada en el extremo derecho
del intervalo se obtendria:

y(tn+1) ~ y(tﬂ) —l_ hnf(tn+1;y(fn+1)) — yn.-|-1 — ]I'H_f(tﬂ__l_]_? yﬂ--l-l) — yﬂ

con lo que podria plantearse el denominado método de Euler implicito
(o retrégrado) consistente en:

Dado yo = y(to) :

Resolver: Yn+1 — b f(tnst1, Ynt1) =y (n=0,1,2,..,N-1)



Andlogamente, si se lubiera evaluado la integral anterior mediante el méto-
do del trapecio, se obtendria el esquema:

y(tn-ﬂj ~ y(tn) T (f(t-n: y(tn)) T f(tn-Jrl:y(tn-Jrl))) =

hy, h,
= Unt1— ?f(tﬂe-l-lj Unt1) = UYn + ?f(t,q.j Un)

del que se infiere el algoritmo de cdlculo:

Dado yo = y(to) :

hﬂ hn.

Resolver: Yn+1— ? f(tTH‘I? yﬂ--l-lj =Ynt ?f(tna yn) (ﬂ‘ - O 1 21 aa N - 1)

[l esquema, también implicito, dado por la expresion anterior se designa
habitualmente con el nombre de esquema de Crank-Nicholson.



Los esquemas de Euler explicito, de Euler implicito v de Crank-Nicholson
son un caso particular de la tamilia de esquemas que se obtienen ponderando
mediante un parametro 6 € [0,1] el peso dado a f(tn, y(tn)) frente al dado a
f(tns1,y(tns1)) en la formula de integracion numérica con lo que se obtendrian
las expresiones:

y(t-n-l-l) ~ y(tn) + hy ((1 - 9) f(t-n: y(tﬂ-)) T Hf(tnﬂry(tnﬂ))) =

= Yot — Ohn (f(tnsts Ynst) = Yn + (1= 0) haf(tn, Yn)

que corresponden a los métodos conocidos con el nombre de f-métodos. Para
el caso en que 6 = 0 se recupera el método de Euler explicito, para el caso
0 =1 el de Euler implicito v para 6 = 0,5 el de Crank-Nicholson. En general
si 0 # 0 el método es implicito v exige, en cada paso, la resolucion de una
ecuacion de tipo algebraico para determinar yn41.



2. Métodos de Euler explicito, implicito
y theta-métodos (Crank-Nicolson). Ejemplo 1

Con el objeto de poder comparar la solucion aproximada con la solucion
exacta comencemos considerando un problema de valor inicial sencillo: regido
por una EDO de variables separadas. Ello nos permitiva ilustrar la practica del
metodo v realizar algunas primeras consideraciones.

Considérese el PV L formmlado por:

y'(t) =2t+¢€, tel0, 1]
y(0) =0

La solucion analitica de este POV esta dada por:
. 2
y(t) = —1 4t + ¢

v con ella podremos comparar el comportamiento de los métodos plantead-
0s. lesolvamos el problema por el método de BEuler explicito determinando los
valores de la solucion aproximada en los mstantes £ = 0.0, £ = 0.1, {5 = 0.2,
ts =03, 4 =04, ..., o =09, v {1p = 1, siendo la longitud del paso de inte-
gracion en todas las etapas de cilenlo b = 0.1, Con ello el esquemna de caleulo,

seglln vimos anteriormente puede resmmirse en:

o =10
ynt1 =yn +0,1(2tn +€) (n=0,1.2,...9)



Yo =0
Yni1 = Yn + 0.1 (2tn + ) (n=0,1.2,...,9)

Por tanto los primeros valores caleulados seran:
yo =10
y1=yo + 0,1 (2t +e) =0+0,1(20+€") = 0,1
yo =1 +0,1(24; + ) =0,1+0,1(20,1+ ™) =0,23052
ys = ya + 0.1 (212 + €2) = 0,23052 + 0,1 (20,2 + "?) = 0,39265
ys = ya + 0.1 (2t3 + e’3) = 0,39265 + 0,1 (20,3 + €"3) = 0,58764

Con el mismo paso v para los mismos instantes de caleulo puede obtenerse
la soluciom mediante el método de Enler implicito:

Yo =0
Un+1 = yn+0;1 {Ztn-l—l +Etﬂ_1} {ﬂ': D:I:Z:"':g}

=1 +01(2t +€1)=040,1(20,1 + &™) =0,13052
go =y + 0,1 (2t +€2) = 0,1352 + 0,1 (20,2 + *?) = 0,29266
ys = ya + 0,1 (215 + €) = 0,20266 + 0,1 (20,3 + *3) = 0,48764
ys =ys + 0,1 (215 + ') = 048764 + 0,1 (20,4 + ™) = 0,65182

alores que son sensiblemente mayores que los obtenidos por el método
explicito.



Resolvaimos ahora por el método de Crank-Nicholson. Este esquemna, sobre
este PV se formmla:

Yo =0
Yn+1 = Yn + 0,05 (2, + e'n) + (2t,41 + eln+1)], (n=0,1,2.....9)

v los primeros valores a los que nos conduee son:

yo = 0

y1 = wyo—+ 0,05(2(tg+t1) + e + e't) =
= 0+005(0,2+1+€e") =0,11526

ya = 1+ 0,05(2(t; +12) + e +€"2) =
= 0,11526 + 0,05 (0,6 + ™! + &%?) = 0,26158

ys = y2+ 0,05(2(t2 +13) + €2 + ") =
—  0,26158 + 0,05 (1.0 + ™2 + "3} = 0,44015

ys = y3+ 0,05(2(tg +14) + €™ + ) =
— 0,26158 + 0,05 (1.4 + "3 + %) = 0,65182

Estos valores son intermedios entre los obtenidos por los métodos anteriores.
En este caso es sencillo verificar cudles son los valores mas precisos pues la
solucion analitica es conocida. Podemos representar los valores obtenidos junto
a la solucion exacta obteniendo:



+  Euler explicito

¢ Euler implicita

¢  Crank-Micholson .

U 02 04 0 08 1



2. Métodos de Euler explicito, implicito y theta-métodos
(Crank-Nicolson). Ejemplo 2: estabilidad de esquemas

d = —kult . ]
y(t) = —ky(t), t>0 y(t) = e H
y(0) = 1
a) Euler explicito:
Condicionalmente
Yn+1 =Yn +h(—Eyn) = ynt1 = (1 —kh) yn estable
YV OPOT recursion: ) 1
s = (1= kB g, " ]”‘ E[

b Euler implicito:

1
Yn+1=Yn t h(—=kYnt1) = ths1 = Thn)

1 n+1

vV DO TeCIrson: .
. Incondicionalmente estable




¢) B-métodos:
Untl = Yn—h((1-0)ky, +0ky,s1) =

(1= (1—0)khY
= lUn41 = 1+ 0kh Un

Y por recursion:

(1—(1—0)kR\""
Il =\ " T okh %0

Condicionalmente estable

kh I
I I—6)kh<l = h
rorn oL 7 UOkR<l = k<
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2. Métodos de Euler explicito, implicito y theta-métodos (Crank-
Nicolson). Ejemplo 3: posible no unicidad en esquemas implicitos

y'(t) = —y3(t), t>0 | 1

= —
| vt =177

B

—
—
P’

R

Si aplicamos al problema de este ejemplo el método de Enler implicito, con

paso de integracion constante (i), obtendremos:
2 1 & T
Ynt1+hy, 1=y (m=0,1,2,.N—1)

Tomemos, por ejemnplo, A = 0,1 v calenlemos el valor aproximado de la
solucion en £ = 0.1,

y +01y =1=01yf +4y,—1=0

conacion de segundo grado que admite por soluciones:

—1x41+04

0.2

n =

cs decir los valores:

—10.91607978...., 0,91607975._..



3. Métodos prediccidn-correccion

Fase de correccion mediante Enler mplicito (resolviendo por el meto-

Fase de prediccion mediante Ealer explicito:

o de aproximaciones sucesivas
(0)

Y =yo—hyg=1-01(1)>=09

. Y.
?ﬂszr-l-l) = - b (T;'.iiff?]) (?:-iff:‘.'!‘ =(,1,2 )

!

Fsta estrategia puede extenderse a esquemas muméricos muy diferentes,
combinando un esquema explicito de prediceion v un esquema implicito de
correccion. Por ejemplo, 81 se deseara utilizar un  -método con # > 0 para
la fase correctora v el método de Euler explicito para la fase predictora, el
esquemna de calenlo seria:

Fase predictora [ Euler explicito):

0 .
y?iz—gl = Yn + hn f{.tn-. yn]

Fase correctora (@ -método combinado con aproximaciones sucesi-

™ I"I
g
1:|..J|.

(iter+1 ) - | |
g (1= 0) b f(tnsyn) + Ohn flbngt, 3 T)  (iter =0,1,..)



Observacion 2.2.4 De hecho algunos métodos de calewlo muy utilizados en
la practica, y que posteriormente nos reencontraremos, podrian interpretarse
como un esqguema piedictor corrector en los que se realizan “pocas” iteraciones
del método de apromimaciones sucesivas en la fose de correccidn. Es el caso
por ejemplo de combinar el método de Euler explicito en la fase de prediccion y
realizar una sdla deracion en la fase correctora utilizando el método de Crank-

Nicholson. lo que nos conduce a:

' Lﬂil = Yn + hy, f{tnvyﬂ]

fin (0)
Un+l = Yn T+ 3 (f(tn,yn) + ftng, yn-l—l]:]
por lo que, resumiendo las dos elapas en una tinica expresion resullfa:

hn

9 (f(tnsyn) + f(tnt1.yn + hn ftn,un)))

Un+1 = Yn +

Este esquema de caleulo recibe el nombre de método de Heun y lo volver-
emos a deducir al examnar los métodos de Runge- Kutta.



4. Estudio general de un método de pasos libres

(P.V.I.}{ yt) =fty(t) t e ltotn] } Ynt1 = Yn + ha g(tn, Yn, Iin)

y(to) =yo
Ejemplo 2.3.1 En el método de Fuler explicito:
Yntl = Yn + by f{:tﬂ:‘. '.ij'ﬂ]'

se hiene que glt,y,h) = f(t,y).

Definicion 2.3.1 Se denomuna error de consistencia del método [2.5) en
el punto the al valor:

En+l — y{:tﬂ+1} - y(f‘n] - h’ﬂ .";'(f'ny y(f'n}-. hn]

Fsta definicion del error de consistencia nos permite observar que por tal
concepto se entiende el error que se cometeria con el meétodo sioen el nstante
fn se partiera de la solucion exacta en Ingar de la solucion aproximada v, por
tanto, sin tener en consideracion los errores cometidos en etapas anteriores del

método. Puesto que la solncion aproximada verifica:

Unt+1l — Yn — h'ﬂ- 5’{:tn:yn-_ h'n} =0



Definicion 2.3.2 Se dice que el método (2.7) es consistente con lo ecuaciin
diferencial del problema (PV.I.) cuando para toda solucion de dicha ecuacion
diferencial se verifica que:
N
limp,yo | Y [En| | =0

n=1

Asimismo se dice que el método [(2.3) es consistente de orden k con la
EDO del problema (P.VI.) cuando para todo valor de h pertencciente a un
intervalo |0, H| se verifica:

N
IC e R/ Y |E.|<CRF

n=1
donde la constante C depende solamente de y(t) y de f(t,y(t)).
Definicion 2.3.3 Se denommna error del método [2.7) en el punto t, al

'f-‘l’aﬂffiii".'

en=Y(tn) = Yo (n=0,1,...N)

Definicion 2.3.4 Se dice que el método (2.7) es convergente cuando se ver-
ifica que:

lmp_yg (SHPDEHEN {|en] }) =0



Definicion 2.3.5 Se dice que el método (2.3) es estable cuando para cualquier
ferna de sucesiones {yﬂ}n_n, {zn}\‘r_n i {E, }\‘Ll verificando las relaciones:

Untl =Y T+ hn 5’(%, Un, hn)

Intl = in T o g{tmzn;hn] + En-l-l
se puede encontrar una constante M tal que:

N
Sﬂpugngwﬂﬁn—ynH {_:M |31] _yﬂ|+Z|En‘ vh E]GvH]

n=1

Teorema 2.3.1 51 ¢l método defimdo en (2.3) es un método estable y consis-
tente entonces st el esquema de cdleulo se micializa con el valor y = y(to) el
método fambién es converyente.



5. Méetodos Runge-Kutta

Los meétodos de Runge-lutta representan el ejemplo mas clisico de los

metodos de pasos libres,

2.4.1. Descripcion.

Consideramos el problema de valor inicial (PV.I.) v la subdivision del
mtervalo [t[],t_mr] generando los puntos £y < &) < . <, < .. < fy, v con
subintervalos [ty tpeq] de longitud hy (=10, 1, .., N —1).

Siendo y(tn) el valor de la solucion en £y, el valor exacto de la solucidn en
fpa1 puede estimarse mediante la expresion:

tn+1

Y(tnt1) = y(tn) + f(t,y(t))dt (2.4)
tn

Una forma de obtener aproximaciones de dicho valor consistird en aproxi-
mar la integral que aparece en 2.4 mediante una formula de integracion numér-
el

p
Ynl = Yn + g Z @5 f(f'n.j-. 'y-n._j) (2.9)
j=1



El problema que plantea el nso de (2.5) es como evaluar yn ;. Para ello, de
forma similar a (2.4) se considerara que:

i

n.Jj
Y(tn;) = y(tn) + flt,y(t))dt, j=1,2s7p (2.6)
tn

por lo que una aproximacion de dichos valores puede obtenerse, meva-
mente, aproxunando la integral anterior. Y en los meétodos de Runge-lsutta
esta aproximacion se realiza utilizando los mismos puntos que en la expresion
(2.5, es decir:

P
Ynj — Un T h,, Z bj.,i Jtn, ﬂ.,z':' (=1, sp) (2.7)

i=1
donde h-nbj_k (4, & = 1, ..., p) esel peso otorgado al punto tnken la formula

de integracion munérica utilizada para aproximar el valor de y(t) en £, ;.

(2.5). Habitunalmente, los puntos {55 se snelen definir mediante una expresion

4

del tipo:

f‘?‘t_.j =i, T Cj Iy, Ii_jr =1, .... p]l



v el esquema se define mediante la tabla signiente:

ep | by bz s by,
cz2 | b1 b22 s bop

cp | bp1 bp2 s bpp
] i & iy

Un primer ejemplo.

Puede disenarse un método de Runge-Kutta en el que la formula que nos
proporcione y,4q utilice la formula de Simpson:

b — il , (i )
f o(x)dr r b - (¢(a] +4¢ (%b) +¢(b})

Para ello, se tomara p =3 v en el intervalo [tn.,tn+1] los puntos de integracion
SOTATL

tn,1 = 1In [—} C] = (]:I
tﬂ__ﬂ = tﬂ + [].5 h-n [_.:“ Ca = U.E:l
f’?‘t__:ﬂ = tp+ h'n [_} €3 = 1:'

v los pesos de integracion en la formula considerada serdn:

1 1
] = —, g = —, (g = —
1 6 2 6 3 6



1 4 1
Yn+l = Yn + I (E f‘[tn,l-, yn,l} + E f{tn.z-, yn,E} + E f{tn,ﬁy yﬂﬂ))

Para emplear la formula anterior es necesario evaluar: yny (= yYn)y Una ©
yn.3. Para ello se sabe que:

Yni1 = Un
tn,Q
Yn2 = Yn -+ f f{i‘-,y{t]] dt

tn

31'1,3
Yns = Yo [ f(t,y(t)) dt

in

v evalunando la primera de las integrales mediante la formula del trapecio:

L sy @ s PR () + St na)

_ fil_“ (f(tns tn) + f(tn2sUn2))

v la segunda mediante el método del punto medio:

tn.3
[ Flty®)dt = (tns — tn) ftnz ynz)
itn

— h'nf{tn.z-.yng}

resultara:

Un1
Un 2

Yn3

Un (=511 =0, b2 =0, by 3=0)
hn 1 1

Yn + T (f(tn,yn) + f(tn2,yn2)) (%’ bo = 1 bao = 1 b2z =0

UYn + hn f(tn2, Yn,2) (—+b31 =0, bazg =1, baza=0)




El método de Euler explicito

FEl método de Euler, estudiado en el apartado 3, puede considerarse como
un caso particular de los métodos de Runge-kuatta en el que p=1 v

El método de Euler modificado y el método de Heun.

=105, Método de Euler modificado
Siendo a un wunero real, el método dado por:
a =10, Método de Heun
0 0 0
o o 0

-1/ (2a) 1/(2a)

El método de Runge-Kutta clasico (de orden 4)

El método de Runge-Kutta clasico responde a la tabla:




6. Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.1 Se considera el problema de valor inicial (PVI):

{ y' = 2t cos*(y).
y(0) = 0.

En el intervalo temporal [0,0.5], obtener un wvalor aprorimado de la solucion
y(t) en el tiempo t = 0.5, considerando una longitud de paso constante h = 0.5
mediante:

(a) El esquema numeérico de Fuler implicito utilizando dos iteraciones del
método de Newton-Raphson para resolver la ecuacion no lineal que pueda
SUTQIT,

(b) El méetodo de Heun.

(¢) Hallar el error cometido en los apartados anteriores.



Solucion.

(a) Puesto que el tamano de discretizacion es h = 0.5, soélo tenemos que hacer
un paso. En tg = 0, tenemos yg = 0. Para t; = 0.5, seguimos el esquema de
Euler implicito v se tiene:

yr = yo + hf(ti.y1) = 0+ 0.5cos”(y1),
por tanto la solucién vy es raiz de la ecuacion no lineal

1
T — ECDSQ(;E) = 0,

que debemos resolver haciendo dos iteraciones con el método de Newton-Raphson.
Para ello primero debemos elegir una semilla con la que iniciar el esquema. Ob-
servamos que en el intervalo Ip = (0.4,0.5) se encuentra la raiz puesto que

f(0.4)f(0.5) < 0. Realizando 3 iteraciones con el método de biparticion tene-
mos =¥ = 0.4125 consiguiendo un error inferior a 0.02. Asi pues tomaremos
como semilla para el esquema de Newton-Raphson, zg = 0.4125. De este modo:

f(zo)
f'(zo)
f(xq)
f'(z1)

T =xp— = 0.41772151,

To=1T1— = 0.41771479.

Por tanto, tomamos 1y = 0.4177.
(b) Ahora lo resolvemos con Heun dado por el siguiente esquema prediceion
correceion, teniendo en cuenta que tg = 0, £ = 0.5 v yg = 0, tenemos que

h h
Y1 =10+ Ef(tﬂ'.' yo) + Ef(tls yo + hf(to,yo)) = 0.25.



(c) Caleulamos la solucion exacta integrando la EDO (de variables separadas),

para obtener que:
y(t) = arctan(t?).

Por tanto y(0.5) = arctan(0.25) = 0.2449. Por ltimo, calculamos el error co-
metido con cada uno de los métodos:

epr = [0.2449 — 0.4177| = 0.1728 (error con Euler implicito)
eg = [0.25 — 0.2449| = 0.0051 (error con Heun)

El método de Heun ha sido mas preciso, en cualquier caso hay que tener en
cuenta que h = 0.5 es un paso grande.

Ejercicio 3.5 Se considera el problema de valor inicial (PVI):

{ y' = 2te™Y,
y(0) =1,

En el intervalo temporal [0, 1], utilizar el esquema numérico dado por la siguiente
tabla Runge-Kutta,

0] 0 0
1| 1 0
05 05

para obtener un valor aproxrimado de la solucion y(t) en el tiempo t =1, consi-
derando una longitud de paso constante h = 0.5. Hallar el error cometido.



Solucion.

Primero caleularemos la solucion analitica para poder calcular posteriormente
el error cometido. Se trata de una EDO de variables separadas y por tanto se
resuelve como sigue,

y 2
z'_zjtdt — ey:%+0 —  y(t)=In(t* + K)
Y

donde la constante C' se tiene que elegir de modo que y(0) = 1. Entonces resulta
que C' = e y la solucién exacta es y(t) = In(t? 4 €). Por 1ltimo tenemos que
y(1) =In(1 +e) = 1.313261.

Pasemos ahora a calcular el valor aproximado con el método numeérico dado por
la tabla. Puesto que h = 0.5, tendremos que hacer dos iteraciones o pasos:

Paso 1 (t =0.5). Tenemos que tg =0 e yp = y(0) = 1. Aplicamos el esquema y
se obtiene que:

tu,1:tﬂ+0-h:fu:0 (—> C1:0),
tﬂ,Q:tﬂ+1'h:0.5 (= ca=1),

Yo.1 = Yo + bi1hf(to.1,v0.1) + biohf(to2,y0.2) = yo = 1,
Yo,2 = Yo + bathf(to1,90,1) + baohf(to2,02) = wo + hf(0,1) =1,

v finalmente, considerando los pesos de integracion ay = 0.5 y ap = 0.5,

y1 =wyo +arhf(to1,v0,1) + ashf(to2, yo2) = 1.091969.



Paso 2 (t = 1). Partimos de t; = 0.5 e y; = 1.091969. Aplicamos el esquema y
se obtiene que:

t1?1:t1—|—0-h:f1:{].5 (%6120},
tlrgztl—l—l-h:l (— 2 =1),

Y11 =y +ouhf(ti1,1,1) +biohf(t1 2. v12) = y1 = 1.091969,
Y10 =11 +borhf(ti1.y1,1) + baohf(t12,912) = v1 + hf(0.5,1.091969) = 1.259737,

v finalmente, considerando los pesos de integracion ay = 0.5 y as = 0.5,

Yo =y1 +arhf(ty 1, y11) +aghf(ti o, y10) = 1.317722.

El valor aproximado de y(0.5) obtenido por el método de Heun es yo = 1.317722,
Por ultimo, calculamos el error cometido

e = |ya — y(0.5)| = |1.317722 — 1.313261| = 4.46093 - 102,



Ejercicio 3.6 Se considera el problema de valor inicial (PVI):

{ v = 252+ 20),
y(0) = 1.

En el intervalo temporal [0,0.5], utilizar el esquema numérico dado por la si-
guiente tabla (tipo Runge -Kutta):

—_tl O

==l B B e Bl

o 1 T e R

para obtener un valor aprorimado de la solucion y(t) en el tiempo t = 0.5,
considerando una longitud de paso constante h = 0.5. Hallar el error cometido.

Solucion.
Puesto que h = 0.5, solo necesitaremos hacer un paso para llegar a t = 0.5, por

tanto, siguiendo el esquema, se tiene que el valor aproximado de la soluciéon en
t = 0.5, denotado por ¥, se caleula como sigue:

to1 = to = 0, »
too — to - h — 0.25 Obtenemos que la solucion exacta es:
Yo,1 = Yo = 1,
y(0.5) = (1.5)* = 5.0625,

1
Yoo = Yo + Ehf(tﬂ,la Yo,1) = 2,

yo,3 = Yo + (—h) f(to,1,v0,1) + 2hf(to2,y0,2) = 6.07106, e = [5.3931 — 5.0625| = 0.3036.

v finalmente

h
Y1 =vo + E(f(fu,h’yﬂ,l) +4f(to2.y0,2) + f(to3s.y03)) = 5.3937.



7. Resolucion con Octave

{ y! — f(ty} te [tﬂ:tﬁr]
Y(to) = Yo

primeramente definimos la funcién f(f,y) en la variables ¢, ¥y como una funcién
inline o andénima, el intervalo en en el que se presenta el problema [tg,tn] v la
condicion inicial yg como:

> f = inline(’...’,’t,y’)

> intienmpo = [t0,tN]

> yO=valorini =

Después se especifica el niimero de intervalos, npasos, del mallado utilizado, es
decir, el niimero de intervalos en los que se divide el intervalo [tg, ] una vez
conocido el paso de discretizacion h (que vamos a tomar siempre constante). Es
decir:
thN-t0

h

v resolvemos el PVI por medio de alguno de los siguientes métodos:

> npasos =

Meétodo de Euler Explicito
> [soluciont,soluciony] = eulerexplicito(f,intiempo,valorini,npasos)
Meétodo de Euler Implicito

> [soluciont,soluciony] =eulerimplicito(f,intiempo,valorini,npasos)

Método de Crank-Nicolson

> [soluciont,soluciony] = cranknicolson(f,intiempo,valorini,npasos
Método de Heun
> [soluciont,soluciony] = heun(f,intiempo,valorini,npasos)

Meétodo de Simpson

> [soluciont,soluciony] = rungekuttao3(f,intiempo,valorini,npasos)



Ejercicio 3.8 (Octave) Se considera el problema de valor inicial:

{ y' =y —sin(t) + cos(t)
y(0) = 1.

En el intervalo temporal [0, 2], utilizar los esquemas numéricos de Euler explici-
to, Euler implicito y Crank-Nicolson para resolver el problema de wvalor inicial
tomando un paso de discretizacion h = 0.1. Sabiendo que la solucién eracta es
y(t) = e' + sin(t), dibujar las soluciones obtenidas con los tres métodos y la
solucion exacta en un mismo plot. Comparar los resultados obtenidos. Fscribir
los valores de las distintas soluciones ent = 0.5 yt = 1.5.

> f = @(t,y) y-sin(t)+cos(t)
> intiempo = [0 2]; valorini= 1; npasos = 20;

para posteriormente ejecutar los codigos eulerexplicito.m (Euler explicito), eule-
rimplicito.m (Euler implicito) y cranknicolson.m (Crank-Nicolson) y asi obtener
las soluciones:

> [t,ul] = eulerexplicito(f,intiempo,valorini,npasos);
> [t,u2] = eulerimplicito(f,intiempo,valorini,npasos);
> [t,u3] = cranknicolson(f,intiempo,valorini,npasos);



> solexac = exp(t)+sin(t);
> figure;
> plot(t,ul,’ro’,t,u2,’b+’,t,ul, ’g*’,t,solexac,’k"’)

Finalmente escribimos los valores obtenidos con cada uno de los métodos para
t=05yt=1.5:

> t1 = min(find(t>=0.5));
> t2 = min(find(t>=1.5));
> ul(tl), u2(tl), u3d(tl)
> ul(t2), u2(t2), u3d(t2)

4
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Figura 3.3: Con circulos rojos aparecen representados los resultados obtenidos

con Euler explicito, con eruces azules los obtenidos con Euler implicito, con as-

teriscos verdes los correspondientes a Crank-Nicolson y la exacta con triangulos
} Degros.



Ejercicio 2. [Capa limite laminar| En el estudio de algunas capas limite de
flujos laminares aparece la denominada ecuacion de Blasius que es una EDO de
tercer orden de la forma:

y"(z) + ylx)y"(z) =0, =0

Notese que aqui hemos modificado la notacion de la variable independiente
llamandola = pues en esta ocasion la variable independiente no es el tiempo
sino que es una variable adimensional relacionada con la coordenada espacial.
La ecuacion de Blasius se acompana de las tres condiciones iniciales y(0) =
y'(0) =0, y"(0) = o donde & es un valor conocido (a = 0.47). Con ello se puede
plantear el problema de wvalor inicial de Blasius de la forma sigmente:

Hallar una funcién y(zx) verificando:

{ y"(x) + y(x)y" () =0, xz =0
»(0) =0, 3'(0)=0, y"(0) =0

Este problema es equivalente al P.V.I. de primer orden:

(1) = —2(z)sfz), 20

Z] (D} = u: 33{['} = l:l:- 33[[}} =a

,

donde e ha denotado por z,(x) = y(x), 2a(x) = ¥'(x), z3(z) = y"(z).



Abreviadamente el problema anterior puede escribirse entonces comao:

{ z'(r) =tz z(x)), xr =
z(0) = {0,0,a}"

donde:
z(x) = {21(x), 22(x)2a(x)}"

f(z,2(z)) = {22(2), 23(x), =21 (x)23(x)}

Se pide calcular y dibujar el perfil de la capa limite y(z), para = < [0, 10],
resolviendo el PVI asociado al sistema no lineal de EDO.

Solucion.

Resolveremos el problema utilizando el método de Euler explicito, para ello
creamos la funcion feulerejemplo.m:

> function [t,ulu2ud|=feulerejemplo(odefun! odefun2 odefund,...
= imiciall,inicial2,iniciald,Nh,tspan)

= h=(tspan)/Nh:

» n=Nh+1;



oy

t=omnes(n):
ul=ones(n);
u2=omnes(n);

ud=omnes(n):

ul(1)=iniciall;
u2(1)=inicial2:
ud(1)=iniciald:

t(1)=0;
for 1=2:n;

t(i)=h*(i-1);

ul(i)=ul(i-1)+h*odefun1(t(i-1),ul(i-1),u2(i-1).u3(i-1));

u2(1)=u2(i-1)+h*odefun2(t(1-1),ul(i-1)n2(i-1).u3(1-1)):

> ud(i)=ud(i-1)+ h¥odefund(t(i-1),ul (i-1),u2(i-1),u3(i-1));

= end

=

return

En esta funcion necesitamos introducir los siguientes datos:

m la descripcion del sistema de ecuaciones diferenciales a través de las fun-
ciones odefunl, odefun? v odefun3, que seran introducidas inline,

m el intervalo en el cual se va a resolver al problema [0, tspan],
m las condiciones iniciales para cada una de las variables, iniciall, inicial2 e
iniciald,

m v el mimero de pasos que se van a dar, Nh, relacionado con el tamano de
la discretizacion b, del modo sigmente tspan = Nh+h. En este caso vamos
a tomar un tamano de discretizacion bk = 10—, por tanto para llegar hasta
x = 10, necesitaremos dar Nh = 10° pasos.



En este ejercicio, los datos que tenemos que introducir son concretamente los

siguientes:
= odefunl=inline(’y’,'t".’x",'y",'2");

> odefun2=inline(’z’,'t",’x"."y",'z"):

> odefund=inline(’-x.*z’,'t",'x",'y’,’z’);

= miclall=0;
= micial2=0;
= inicial3=0.47;
= Nh=1000;

= tspan=10;

= [t,ul u2 udj=feulerejemplo{odefunl odefun2 odefund,... iniciall inicial2,inicial3,Nh,tspan);

En z = 10, la solucion toma el valor 8, 8244, En la siguiente figura mostramos

el perfil de la funcién y(x) en = € [0, 10].

10 -

Figura 4.2: Perfil de la solucién



8. Métodos multipaso

5.2.1. Métodos de Adams-Bashforth de (r+1) pasos.

Suponiendo conocidos los valores f,_, = f(t,_y ey )y facrst = Fllacrat Unorst)
vy Jn = [t 4 los métodos de Adams-Bashforth de (r + 1) pasos construyen el
polmomo p.n[t) como el polmomio mterpolador de Lagrange de la funcion f en el
soporte t,;. ..., tp. es decir como aquel polmomio de grado r que verthca:

pn( n— a) fﬂ,z (-: )



Definition 2. Se denominan métodos de Adams-Basforth a aquellos que se obtienen
al desarrollar la formula:

tn+1
Untl = Un + [ pn(f) -t

tn

donde p,(t) es el polinomio de grado r que verifica las igualdades:

pn(t-n—i') — fn—z' (? = U ?)

El polinomio p,,(t) anterior puede expresarse como:

pn(t) — Z fn—i ' L"H,i,?‘(t)
i=0



donde:

t—tp-
Lnix(t) = Hf -
j=0 n—t n—)
j#i

por lo que el método de Adams-Basforth de (r + 1) pasos puede escribirse como:

-

Un+1 = Un + h‘n ' bn,-i,-r ' f n—i

donde:



Obsérvese que los métodos de Adams-Bashforth son métodos explicitos y que nece-
sitan para ser aplicados conocer, al menos, los valores aprozimados vy, Uy, ..., Y.
Estos deberdan ser obtenidos por métodos que utilicen un menor nimero de pasos.

E}g___,,. bl..-r bgl__,,. bB,-r bf_l‘?, bgm E)S_;,-» Z ‘b-i,-r‘
1=0
r=>0 | 1
| 3 =1 |
=l 5] 3 :
23 —4 D
R = - . 200
" = 2 rlg :3{) lﬂg .J _:{)6
po— 9 2 - 1 __LJ W aTa
r=23 o4 o o 3 6.60. ..
T — 1387 0 —0a7 20
. 1th)1 ‘1'@; & ‘{{5; 2T ol
720 360 30 360 729
j 4207 —1Y25 4991 —504Y Yoy —95 o
=5 — | - — : 22 14.
1440 1440 720 720 A80) 288
6 TUST2L | =1I806a7 | 2250185 | =10704 | 155715 | —obUs | 1YST 137
T = . N N N - B} =25 TS I
GOAR() 2520 20160 045 20160 2520 1 60480 o




5.2.2. Métodos de Adams-Moulton de (r+1) pasos

En las mismas condiciones que en el apartado anterior, los metodos de Adams-
Moulton consideran el polinomio interpolador p,(t) de grado (r + 1) y verificando
ahora que:

pn(tn—a) = fni (3 =0.1.... ])

p-n(tm—l) — fn—l—l — f(tn—l—le yn—l—lj

r
Un41 — h‘-n ‘ Cn,—l,*r * f (thv ynﬂ) = Un + h‘ﬂ ' Z C-n,-i,-r ' f n—1
=0
1 tn+l
Crip = 7 / Lpir(t)-dt (1=-1,0,1,...7)
i, N i,

tn
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diferenciales en derivadas parciales:
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1. Introduccion y generalidades

Problema modelo:

Gilalx,t,un) - u(x,t))

: — Ve ([Dix,t,n)] Vul(x,t))+
ot x 02, tei(0,T)

4%V e ?{x: t,u).uw(x,t) +giz,t,u)uix,t)= fix,t,u)

uix,t) = upix,t) x e I'p x (0, T)

— [Di{x,t, u)] . Vuix,t) 4 Vix.t, u).ufx,t) T = gi(x,t, u) x € I'pg = (0,T)

u(x,0) = u?(x) x c 11

x = 0 C IRd, (d =1,2,3), 2 un abierto de frontera ' =T'p U Ty
a{x,t, u) es el “factor de retardo”, [D{x, t, u)}] es el tensor de “difusidn-dispersién”,

?(x: t,u) es el campo de velocidades de conveccidn, gi(x, ¢, u) es la funcidén de “reaccidén quimica”,

fix,t,u) es la funcidén de “términos fuentes”, T es el vector normal unitario exterior al dominio.



2. Formulas en diferencias

Obtencién de férmulas en diferencias finitas para la aproximacion de

derivadas de funciones.

A. Derivadas de funciones de una variable.

u(wt +1) = u@) e T @t o T ) 4 T ),
w(x® + h) = u(x®)+h- 32( ©) + h; : ji_z(.r*) + o+ i:: . 3:::(.1'*)
u(z®™ + h) = u(z™)+h- %(I*)
Formula en diferencias finitas progresiva:
%(3’*) N u(x® + h}i — u(x*)
By =2 T8 — B, = 0(n)



du h? d?u

w(z® —h) =u(z*) —h- E( ") + 3 I (€)

Formula en diferencias finitas regresiva:

du _u(x*) —u(x* —h)

i)~ I
h d?u

du, . h® [d*u
e 0= ulat 1) =2 b G+ o (€ + TEE) =

du, .. u(z*+h)—u(z*—h) h* du
1) = 2 h ~6 as®

Formula en diferencias finitas centrada:

du, ..  u(x*+h)—u(z*—h) B 5
dﬂ:(j:)m 2-h  Eur = O(R°)




B. Derivadas de funciones de varias variables.

. . du h? 0%u, h3 8%u
u(a™+h,y") = ule" g ) +heo- (2, y 4o 0y g )

Jrh‘l 0*u @y +
24 ggt T
u k2 % k3 8%u
k) = u(z k— et A Wi
u(z®, y* +k) = u(z®, y*)+ ay(fﬂ Y é‘y( Yt o S (@)
Bt 34
o (@5 ) +



Formula en diferencias finitas progresiva:

ou u(z* + h,y*) - u(z*,y’)

%(I 'Jy)E h

. B, =O0(h).

Formula en diferencias finitas regresiva.

ou,

ox

Formula centrada:

&

o u(ztyt) —ulxt = byt
M) )

du CEEN 'H-(;Tf* + hy*) o ’LI',-(.I'* o h y*) . 2
@$(£ Y )ﬁ‘” 2. h : Etf‘—o(h )




Progresiva:

ou u(z®,y* + k) —u(z”,y")

CENOE : - Eir=O(k)
Regresiva:
O w(z*,y*) —u(z*,y* — k)
o (.l? LY ) L By = O(k)
Centrada
ou, w(z*, y* + k) —u(z*,y* — k)




Formula centrada:

Pu e W hy) - 2w y) e by

o2 (I Y )N h2 ’
h? @41.5
Eip = _12 (S Y )
(‘_)Zu (:‘C ry* o h) o 2 ] H(.If*y*) +ﬂ($*y* _|_ k)
B —— (@7, y") = 2 ;
k2 0tu,
Et?z_lgaﬁy‘i(mgc)i
d%u (2 ) ~ w(z* + h,y* + k) —u(z* — h,y* + k)
oz~ Y 1-h-k
—u(z* +h,y* — k) +u(z* — h,y* — k)
4-h-k
h? k3

Eir = O(7, 1% h -k, k%, =)



3. Aproximacion mediante esquemas en
diferencias de problemas de transporte

estacionarios 1D.
Problemas con coeficientes constantes y esquemas con mallados
equidistantes.

Siendo D,V y q tres constantes conocidas con D > 0, siendo
conocida la funcion f(z) y estando dados los valores urzq y upgg,

encontrar una funcion u(x) que verifique:

f —D-u (2)+V-u'(2)+q-uz) =f(z), 0<z<L
u(0) = uyzq,

—_ .

u(L)=upgr.

\



Discretizacién espacial del dominio [0, L].
0= T < To < ... < Tj—1 <I; < Lit1 < ... <INy < LN+4+1 = L.
Nodos: z;, 1 =1,...., N + 1;

Valores nodales: wu;, u; ~ u(z;),i=1,....N + 1.

T
|
A4

Mallado equidistante: h =z;,y —z;, Vi, i =1,...,N.




D (fbﬂz) +V. '1.!-!(5"31'.) +q- H(-Ti) — f(Iz) (3 — 2?...,ﬂ?’)

—h)—2-u(x;) +u(z; +h) w(z; +h) —u(x; —h)
. +V.
h? 2-h

+0(h?)
_|_qu(__q‘.-_j-t) — f(le) (l = 2? ...,f\r)

D VN (2D N (DoVYL, .

2 o.p) T\ T ) p2 2 h) T

a-ui—1+F-ui+y-uip=fi (1=2,.,N)

B E—I— V g — 2 - D—I— [V D
==\ P\ T2 1 T\ T R




Ejemplo:

¢ £

—u (z)+Vu'(z)=0,0<z <1

- u(0) =0, u(l) =1,

Utilizar distintos valores de la velocidad V.

Parametro de discretizacion h = 0.1. Nodos:

I = 'U Lo — Dl I3 — 02 B — 03 I — 0—1

g = 0.53 Iy = Oiﬁ, g = 0.7, Tg = 0.8, I10 = U*g? 11 = 1.0

fi=0 (i=2,..,10). Como D =1, ¢ =0y V queda libre para
asignarle distintos valores, se tiene que:

a=—100 -5V, [B=200, ~=>5V —100



.‘|||\)‘||Ir
o o o o o o o oo o 9o -

L. -

Uy
U2
Uz
Uy
Us
Ug
U

U
Uy
U1p
Uil

4

0
0
0
1

v~ 0 0 0 0 0 0 0

3 4 0 0 0 0 0 0O
0
0
B

v 0 0 0 0 0 0 0 0
000 a B v 000 0 0

o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3
3

1

x

0

0 0 0 0 a B ~ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a B v

0 0 0 0 0 0 «a g

0O 0 0 0 0 0 0 0 a [ v
0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 O

0o 0 0 0 0 0 0 a f

0 0 «




V=1:

uyp = 0, uy = 0.06117989669, usz = 0.1287997825. u, = 0.2035375511,
us = 0.2861424532, ug = 0.3774426083, 17 = 0.4783533060.
ug = 0.5898861825, ug = 0.7131593618, 1y = 0.8494086650, uy; = 1.

et —1
ulr) =
() —

08
0
04+

0.2




V =25:

uy = 0, ug = —0.2867971998 - 107°, uz = 0.2294377598 -

uy = —0.2093619558 - 1076, u5; = 0.1881389630 - 1077,
wg = —0.1693537464 - 10™*, ur = 0.1524155037 - 1073,
ug = —0.1371742401 - 1072, ug = 0.1234567873 - 10~ 1,
wio = 0. —. 1111111114, uq; = 1.

u(z) =

0.5
i
0.4

0.2

1077,



V =100:

067
041
0.2

0.4
0.6

0.6

0.2




La justificacion “fisica” de lo anterior puede buscarse en que el
proceso de conveccién es un proceso “descentrado” mientras que la
formula empleada para aproximar el término convectivo (la primera
derivada u/(x)) era una férmula centrada. Por ello cuanto mayor
importancia cobra este término “peor” se vuelve la aproximacién
obtenida.

1 v
2 2.V
Si la velocidad es positiva p = 1 mientras que si la velocidad es

p:

negativa p = 0. Aproximaremos la primera derivada u'(z;) mediante:

U; — Uj— U — Uy
W(z) = p ———— (L= p) — =
il () o P Mimt F 2o pm )i+ (1= p) -t

es decir utilizando el valor nodal u; v el valor nodal “aguas arriba”.
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F. Condiciones de contorno sobre el flujo.

Hasta ahora en los extremos del intervalo (0, L) hemos considerado
condiciones de contorno de tipo Dirichlet mediante las cuales se
imponia el valor de la funcion en los nodos z; y xn+,. Pero podemos
encontrar también condiciones del tipo:

c11-w(0)+ec2-u0) =grzo0
Coq-U(L)+coo-w(l) =gprr

donde €1 1,¢1.2,¢2.1, €22 grzQ YV gper son constantes conocidas.

Si ey # 0y o # 0 (si no se tendrian condiciénes Dirichlet), la
imposicion de este tipo de condiciones de contorno lleva a plantearse
el esquema de calculo en los nodos x1 v £n+1. Pero para ello
deberian considerarse dos nodos ficticios (el zg v el zy42) que no
existen en nuestro mallado.



Procedimiento: Supongamos que hy = 9 — 1, se considera un
nodo ficticio xp en la posicién: xog = x1 — hy. La primera de las
condiciones de contorno puede reescribirse como:

(9120 —c1,2 - u(xy))

u'(xy) = o =11 + 81 - u(z)

que aproximaremos mediante:

’ 1720 —Cp 21Uy
ulz(g Q — ¢, ):TIJFSI_UI?
C11

siendo 1 = grzo/c1.1 V 81 = —c1.2/c1,1. Consideramos un polinomio
de segundo grado p(x) que en el nodo ficticio zy tome el valor
(ficticio) up, en xq el valor wy y en z3 el valor us,
p(z) =
(z — 1) (z — x2) (2 — o) (. — 22) (z — 20) (z — 1)
Up—+ uq+
(ﬂ?n—$1) (ﬂ:: —332) (331 —33@)(#1?1 —$2) (Ig —mn)(i?z—i?l)

Ua.



La primera derivada de p(x) en z; viene dada por:

1
2-hy

p'(z1) = (ug —up) .

Aproximamos la derivada de la funcién « en z; por la derivada de

p(z),
1

2'!11

:>’LI',-|]:—Q'h-l'Sl"H-l—|—'H-2—2'h1'?‘1

(ug —up) =r1+ 81U =

Una vez calculado el valor nodal ficticio en x5 podemos plantear el
esquema de calculo en z4:

—Dy-u" () + V1 (1) + g1 u(zy) = f1 =

Ug — 2 - U1 + U9

— Dy h%

+Vi-(ri+s1-u)+q-up = f1 =



COI1.

}.f

9.
h

1

D 2.,
1+h—1 +q1 ) - up + 2
91z [y, 2Dy

f1 . (1+ i, )

11 U+ a0y =by

2-Dy ¢y
T (V”h_l
1 €11 1
—2.,
12 =
2-D
- 912Q ( m 1)
C11 hi

")
+ 1

) o =



Ejercicio 4.3 Resolver el siguiente problema de transporte estacionario unidi-
mensional:

[l
L

{ (@) +30e) +ule) =241, ze (0]

utilizando un esquema en diferencias finitas centrado y un tamano de discreti-
zacion constante h = 0.5. Utiliza Octave con un paso de h = 0.05 para dibujar
la aprozimacion de u(zx) obtenida por el método y determina los valores x para
los que se obtienen aprorimaciones mayores a (0.2.

Solucion.
Puesto que z € [0,1] y h = 0.5, vamos a tener 3 nodos que seran

ry =0, x3=05, z3=1,
v tenemos que hallar los valores nodales

uy ~u(0), wug~u(0.5), ug~ul).



Por la condicion de contorno tipo Dirichlet, u(0) = 0, tenemos que u; = 0y por
tanto solo tenemos que calcular us v us.
Para calcular us, aplicamos el esquema en diferencias que nos piden en x5 vy

tenemos que:
Uy — 2Us + g Uz — Uy
— 3 up =05+1
(A ) +3 () + =05+

Teniendo en cuenta que w1 = 0 v h = 0.5, resulta la ecuacion,
Qus — uq = 1.5.

Como en 13 tenemos impuesta una condicion tipo Neumann, tenemos que apli-
car el esquema en diferencias en este nodo. Para aplicar el esquema hay que

utilizar un nodo ficticio que denotaremos por 2 con valor nodal uy. Entonees,

IDEUlt-El-
2 ! ! !

h? 2h



Puesto que u'(1) = 0, se tiene su aproximacién en diferencias <= también es

cero, === =0, y se obtiene
1 2 1
—Eug + (F + 1) Uz — Fuf = 2.

Eliminamos u utilizando la condicion de contorno u'(1) = 0, que implica que
U = up como hemos visto antes. Por tanto, tenemos que,

2 2
—Eug + (E + 1) uz = 2,

de donde se obtiene la ecuacion —8us + 9us = 2. Sélo queda resolver el sistema:

(& 9))=()

y obtenemos la solucion u; = 0, uz = 0.21233 v uz = 0.41096.



4. Esquemas para la ecuacion de difusion
evolutiva en 1D

Algunos esquemas explicitos e implicitos.
Consideremos el problema:

([ du 9%u
E(mjt)_ﬂ-m(m,t)j O<xz<L.t>0

M

w(0,t) = ur(t), w(L,t) =up(t), t >0,

u(xz,0) =u"(z), 0 <a < L,

D=cte, u(z,t) suficientemente regular, u;(0) = u”(0) y
up(0) = u"(L).

Valores de t: 1" =n - At (n=0,1,2,........)

L
ﬁmzﬁ y xz=(i-1)-Ax (i=1,2,...,N)



U = u(z;,t"), u" =~ u(z;,t"). Obsérvese que u) =~ u(z;,0) = u"(z;)
seran conocidos a traves de la condicion inicial. Asimismo seran
conocidos, a través en este caso de las condiciones de contorno, los
valores uf ~ uy(t") y ufy ., ~ up(t").

Planteemos un primer esquema explicito en diferencias finitas.

n+l . n

ou ) . ul

o Tt 8 = 1T € 6]
"ttty 0%u
& P et

Obtendremos un esquema explicito si t* = t", pues en ese caso la
solucion u”“ se hara depender de la solucion previamente calculada.

Con cualquier otra eleccion de t* seria implicito.



Comencemos considerando el caso explicito:

up ™t —ul 1. d*u O e 1™
At T 0x2 "

y puede aproximarse la derivada espacial segunda mediante un

esquema centrado resultando en este caso que:

u;.m-l—l o u? . _ 9. ’L-:” 1 uz—l—l _
At (Ax)?
—u " =D-a-ul1+(1-2-D-a)-ul'+D-a-ul,
At
donde se ha llamado o = ——.
(Az)?

Las aproximaciones iniciales se conocen y las soluciones en el
contorno también son conocidas. Podemos plantear el siguiente

esquema de calculo explicito:



I. En el dominio unidimensional [) = [0, 1], se considera el siguiente proble-
ma parabolico para la incognita u(z,t):

r —
Uy = Uypp

ul0,t)=1, u(l,t)=0
u(r,0)=1+4H(x-025) - H(z-0.75).

e

\

(a) Caleular mediante el esquema de Euler explicito, el valor aproximado

de la solucion en t = 0.01, utilizando pasos de discretizacion Az =
0.25 y Af =0.01.

(b) Plantear el esquema que resultaria al considerar el esquema de Euler
implicito.



Solucién. a) El esquema que resulta al utilizar el esquema de Euler
explicito es:

nt1 n T 71
'E.I!-t' — H? “1‘-1 — Eu.i -+ “-i—l

At (Ax)?

1

donde u® = u(t,,r;). Despejando u;™", se obtiene:

R —
U Hi_ {ﬁx]g

(ufyy — 2uf +ul ).

T

Puesto que queremos caleular los valores en £00.01, v el paso es de tamarfio
At = 0.01, solo tenemos que realizar una etapa. Comenzamos calculando
los valores iniciales de la solucion en los nodos, teniendo en cuenta que

g =— D, IlDD.EEI, Loy = DEI.. g = D?E-}.. Ir4 = ].,,
v que la expresion del dato inicial es:
uw(x,0) =1+ H(x—0.25) — H(z — 0.75).

Los valores que resultan son:



Ahora pasamos a caleular lo valores obtenidos para t; = 0.01. En los
nodos x; v x4, aplicamos las condiciones de contorno, por tanto uj =1y
uj = 0. Para el resto, es decir, los nodos interiores aplicamos el esquema:

ul = ul +0.16(ul — 2u) +uf) = 1.84,
uy = g+ 0.16(u) — 2u) +ul) = 1.84,
us = ug + 0.16(uf] — 2u) + u) = 2.16.
b) El esquema que resulta al utilizar el esquema de Euler explicito es:

n+1 n+l o n+l n+1
up o —ul wy —2up tu

At (Ax)?

Yy por tanto

At +1 ; At n+1 At n+1 7
_{&EJEHFI + (1+3{&I}3)”£ — [QI}EHf—l =u;.

Como puede observarse, en este caso, tendriamos que resolver un sistema
de ecuaciones lineales tribanda para poder obtener los valores en los nodos.



Ejemplo:

ou 0% u
E(m’t) = @(mt) O<z <1, >0

u(0,£) =0, t >0, u(L,t)=0, t >0,

u(z,0) =u’(z), 0 <z < 1.

f 3
21 st x <05
u’(z) = 4 - >
201 —z) si x>0.5

\ /

A =0.05, £ = At = 0.0012. Los resultados que se van obteniendo

tras diferentes pasos de tiempo se recogen en las figuras siguientes

(donde en trazo continuo se representa la solucién exacta y con

puntos la solucién aproximada obtenida):



0.8
06
0.44

0.2

1 ESQ. EXPLICITO k=00012

0 02 04

[I.E'_
0.6-

0.4

] ESQ.'.EXH.'EI:ITI] k=0.001%

5 PASOS TEMPORALES

06

08

b 02 04

o

08

0.

0.

0.

] ESI].'EHL'.EI:ITII k=0.0012

g+ 1 PASO TEMPORAL

4+

2-

0™ " " o2 " " o4 o 08

17

] ESQ.Emil:ITII k=0 0012
) 8- 75 PASOS TEMPORALES
0.6
0.4
0.2-

O0h" " o2 o4 0B 08



Se aprecia una buena concordancia entre la solucion aproximada v

. . . At
solucion analitica. Notese que en este caso a = = ().48.
2
(32)
. At i}
Pasemos a k = At = 0.0013, con — = 0.52.
Ar)

1 1-

; ESQ. EXPLICITO k=1.0013 - ES0Q. EXPLICITO k=0.0013
0.5 5 PASOS TENPORALES ]

1 DB'_ SOPASDS TENMPORALES
0] 0.5
0.4] 0]
0.21 0]

D-E'I 02 04 0B 08T ':'-III 02 04 o o 1



Basto un pequeno incremento en el paso de tiempo para que el
esquema se volviese inestable. Repitamos el proceso manteniendo el
paso temporal del primer caso, es decir k£ = At = 0.0012 pero ahora
Az =0.04 (antes se consideré Az = 0.05.)

1
] ESQ.EXPI.iEITﬂ k=0 [001LY
DB_ h=0.04 &t hr.
RTR— Y en este tercer caso o = —5 = (.75.
06 (&T)
0.4]
0.2
0 0.2 04 06 0.5 1

El refinar la discretizacion disminuvendo At e Ar mejora la
solucion siempre yv cuando se verifique que

a = At/(Ax)? < 0.5.



5. Esquemas en diferencias finitas para
el tratamiento de problemas
convectivos

El esquema “upwind” explicito.

Consideremos inicialmente el problema advectivo:

¢ du Ou
—(x,t Vi—»Jz,t)=0 0<a<L t>0
i’)t{I' ) + 8.1'(1’ ) <xr< >
N u(0,t) =uy(t) t >0,
| u(z,0)  =u'(z) 0<z<L

donde supondremos que V' > 0. Consideremos

t"=n-At (n=0,1,2,........)

Ar=— vy z;=0i-1)-Az (1=1,2,...,N)



El esquema “upwind”:

du 0%u ut —gn ul —
+V o —(2,t") = 0~ e
gt et )TV gant’) =0~ =—g—+ Az
At
u =l V. v (up 1 —ui)=c-u ;+(1—¢)-uj
At . ,
c=V- A denominado niumero de Courant.
T
NOTA:

S1 V <0 el esquema resultante seria:

ﬂ'n.-|—1

il

={1-|—f:)-u?—c-u?+1



Aplhiquemos el esquema a la resolucion de un ejemplo. Para ello

consideremos el problemas:

du du

E(Lt} +E(I’t}:0 0<z<10 t>0
w(0,t) =wur(t) t >0,
u(z,0)  =u(z) 0<z<L

siendo uy(t) =0 y:

2.1 si z € [0,0.5]
W(z)=¢ 2-(1—2) sizel0.5,1]
0 stz ¢ [0,1]

Consideremos micialmente que Ar = At = 0.1.



Nodos:
r1 =0, 20 =01, 23=02,.....,2; =(i—1)-0.1,......, 2101 = 10.
Valores iniciales: uf =0, u§ =0.2, u] =04, u] =06, uf =
0.8, ug =1.0, u?=0.38,
uE = (.6, u = 0.4, “‘?u = (.2, u?l = (), “‘?2 = .= “‘?01 = ().

un+1

_ T
i = Uj_q-

En el instante de caleulo ! = 0.1 se iran obteniendo las siguientes

aproximaciones de la solucion:

ut =up(0.1) =0, ud=ul =0, vt =u)=02, ul =ul =04, ...

E

Una vez conocidas las soluciones en el intante ! podran calcularse la
del instante 2 = 0.2



En las figuras siguientes se recogen las graficas de la solucion
aproximada v de la solucion analitica que como ves son coincidentes.

14 ¢
ESQUEMA UPATHD (ALFA=1)

08] A =

0E] ¢4

0.4

0.2-




E S QUEMA UPRNIND (ALFA=1.)

E=0.5

ES QUEMA UPHIND (ALFA=1)

8- =25

061

0.4

02




Volvamos a repetir el proceso anterior manteniendo Az = 0.1 pero
disminuyendo el valor de At al valor At = 0.05. Ello nos conduce a

que el nmimero de Courant en este caso es:

At

— V.= =
c Ar

0.5

por lo que el esquema de calculo se reduce a:

Tt ']
L — Ui+ U

! 2

lo que, partiendo de los mismos valores niciales nos conduce para el

instante ! = 0.05 a los valores:

up = ur(0.05) =0

oul+ud 0+0.2
HE: = —

0.1
2 2




ug+uz _ 02+04 _

1
= 0.3
43 > 2
0 0
1 ﬂ-z +'LI14 04 ‘|‘06
p— p— p— U_r
14',4 2 2 o)
ul = ugtug 06408 07
2 2

Una vez obtenidos los valores en t' = 0.05 podremos pasar a estimar

los valores nodales en el instante 2 = 0.1 mediante:

ui =ur(0.1) =0



ui + ul :{]—I—{].l _

2 .
_ 0.05
':I'_LE 2 2 o}
ug_u;ﬂ;_ﬂ.lw.a_m
o2 2 T
1 1
Ug + U 0.3+ 0.5
uj = 5"2 1= — =04
o up+ui  05+0.7 0
e = = = 1)
: 2 2

llllllllll

S1 representamos los valores que se van obteniendo en sucesivos

instantes de tiempo obtendremos las siguientes graficas:



ES QUEMA UPATND (ALFA= 5)

DB' £ 4 =0l

ESQUENA UBWIND (ALFA=1 5)

DB' =125




E$ QUEMA UPWIND (ALFA=1)

kR t=451

Teorema: Una condicion necesaria y suficiente para que el esquema

“upwind” sea estable es que se verifique la condicion:

C:L*’-E{I.

Ar —



6. Resolucion de problemas de
difusidon-conveccion-reaccion en
dominios 2D

Sea Q= (0,L;) x (0,L,), un recténgulo abierto de R?, de frontera
0). Consideremos ahora el problema formulado por la EDP:

52u 0 du du
—Dq - E(I,y) — Dy - @(Ty) +Vi- E(Iy) + Vs d_y(ry)-l-

+Q'u(rny = f(l"l';).. (TU) € {1,
con la condicién de contorno: u(z,y) = up(z,y), (z,y) € 0.
Mallado: 0 =2z < ... <z; <.. <2nyx < ZNX4+1= Lg, h=2ij—2i_1,

0=y <. <¥Yi < oooe. <YNY <YNY+1 =Ly, k=9i — yi1
Nodos: nij = (2i,y;) (1=1,2,..,.NX+1;7=12,.,NY +1).



NN =(NX+1) - (NY 4+ 1):= ntmero total de nodos,
NF=2.(NX + NY + 1):= numero de nodos frontera.

$ o

(1, +1)=N

6-1)=W )=t (+1)=F

(1]-1=5




Esquema centrado puede realizarse planteando la EDP en el nodo C:

0%u 0%u du du
‘Dl'(@L‘Dﬁ'(@);""(a);‘@'(a)g“'“ﬂ—f'f

uw'—Z'HQ+HE 14',5—2-11;:'-|—H-N Up — UW
s —Dy - — Dy - Vi -
! B2 2 k2 TSy T
o S g = fo =
2.k
_ (=D _ Vo (=D (201, 2Dy N
— — u — — | uw — + — u
22 k) ST\ TR Ty )W T\ Ty T T Ne
—Bl Vl _DE 1@ _
+ (—h.g + E) Up + (—‘E:E + ﬁ) Uy = fC'

as-us +aw -uw +ac-uc +ag - ug +ay -un = fo



Caso descentrado:

as-us+aw -uw +ac-uc+ag-ug+ay-uy = fc

_( Dy PE'VE) _( Dy pl'Vl)
as = | =755 — — 3, Loawy = | —— —

k2 k h? h
. Q'Dl Q-Dg [Q'ﬂl—lj'Vl (Q-pg—l)-Vg
l'lfj—( n + A + L + I -|-q
o (U=p) V1 2-Dy o ((=p) V2 2-Dy
E h o) N k k

pr = (1/2) + Vil/(2- Vo), po = (1/2) + [Val/(2- Va).



B. Aproximacion del operador laplaciano por esquemas de 5

puntos y de 9 puntos.

i k'

Au(z,y) = f(z,y) enfl,

u(z,y) =up(z,y) endil.

C = (Lj), N = (E,j+ 1) S = (E,j — 1) W = (L — 1_}') E= (L + 1_}')

Uil =2 Uit Uity i1 2 Uit Ui =7
— J 1
h? k?2 !

1 1 2 2 1 1 :
73 Uil ‘|‘E'Hi—1,j |72 T 12 '“‘i_-j+F'“‘t’+11j+ﬁ'ﬂw+1 = fij

Esquema de 5 puntos (en cruz), uno de los mas frecuentemente
utilizados para la aproximacion de este tipo de operadores. S1 h =k
el esquema queda:

Uij—1 t i1 — 4 Wig +Uig1 Ui
h?

= fij



Esquema de nueve puntos:

Uip -1 T Wing j—1 T U1 41 T Ujs1 41
Au(z;, y;) = — - - TR

6. 12

4. [ut',j—l + 111'_1,3' + ﬂ-*.;'-l—l._j + L‘lli,j‘-l-l) —20- ufrj
T 6 h2 ’

presenta un orden de consistencia local del orden O(h?).

Imposicion de condiciones de contorno |

Tipo Dirichlet
u(z,y) =up(z,y) (z,y) €N

De flujo



Ejercicio 4.4 Considera el dominio abierto £} de frontera formada por los lados
L1, L2, L3 y L4 que se recoge en la Figura (.5 Sobre dicho dominio se preten-
de resolver mediante un método en diferencias finitas el problema de contorno
siquiente:

3

Ve (Vu(z,y)) + Ve (V(z,3) u(z,y)) +ulz,y) =0 en
V[Vt + Vi) uey)| F e,y =0 en L3|J L4
u(z,y) =0 en L1| L2,

]

donde ?{r,y} es el campo de velocidades de conveccion dado por:

V(z,y)= (_Iy)

Se pide escribir las ecuaciones algebraicas a las que conduce el plantear un
esquema en diferencias finitas de 5 puntos en cruz para la aprorimacion del
término difusivo y descentrado contracorriente para la aprorimacion del término
convective, junto a, en su caso, la imposicion de las correspondientes condiciones
de contorne, en los nodos 9, 10 y 12 del mallado dado.



13 14 15 16

L3
L1

1 2 3 4
L4

En primer lugar operamos en la ecuacion:
Vo (Vu(z,y)) + Vo (Viz,g) - u(a,y)) +u(z,y) =0

teniendo en cuenta la definicion de ?{1‘ y) para obtener que:

Fu  §*u d d 0
- EJ:?_I_EyE —I—BI[—yu} Ey{m}-l_u :

B (E‘zu Ezu) du ot

5‘33+5‘y3 ~ Vg Ia—y-l—u—ﬂ



Comenzamos hallando la ecuacion para el nodo interior 10 de coordenadas (1,2),

aphcando el esquema en diferencias que nos dice el enunciado: 5 puntos en cruz
para aproximar el operador laplaciano v descentrado contracormente para el
termino convectivo.

Uyg + g — dugg +ug + u Uy —1u U — U
_( 14 + Uy 10 + g ”)-I—[—E)( 11 m)_'_ 10 E-I-ttm:l],

12 1 1
es decir, la ecunacion para el nodo 10 es:
—guu — Uy -I-S“U,m — EH” — Uy = —Eﬂﬁ + Eum — Eull = D,

puesto que ug = 0 v uyy = 0 por la condicion de contorno.



Para el nodo 12, de coordenadas (3,2), nos damos cuenta de que vamos a ne-
cesitar trabajar con un nodo ficticio A a su derecha, es decir, localizado en la
coordenadas A = (4,2). El esquema queda como sigue:

B (Hlﬂ +upy — duys +ug + HE-) -|—-|:—2::| (w)_kg (M)—'—le = ().

12 1

Para eliminar el valor nodal ficticio utilizamos la condicion de contorno en el
nodo 12 y tenemos que como 7y = (1,0), entonces:

du ou M
— | —. — 9 3 (1.0 =0 . es decir. — = _9
[ (EI’ 5 )134‘( s, le:'} (1,0) , €8 declr, (EI)IE Uyp

Usando la formula en diferencias finitas centradas nos queda que

Up — U
(%) — —Qu1a,

Up = —upz

que operando queda como

Por tanto, sustituvendo en la ecuacion en diferencias que teniamos para el nodo
12, resulta que la ecuacion para el nodo 12 es:

—dug — uyy + Nuyg —wyg = —dug — upy + 1un =0,

puesto que uyg = () por la condicion de contorno.



Ejercicio 4.5 Sea (2 el tridngulo rectangulo de vértices (0,0), (4,0) y (0,4). En
él se considera el mallado que aparece en la Figura[{.J] y el problema siguiente:

E-
4 n
d
3 L | C
L
2 F 5 B
b
1 1 2 ] A
L8
2 3 dq g

Figura 4.4: Dominio triangular {2 con un mallado de tamano h = 1.

Ve (3-Vu(z,y) + Ve (V(z,v) - ulz,n)) + u(z,y) = f(z,y) en O
u(z,0) =0, u(0,y)=0,
(—3 -Vul(r,y)+ T}{I, y) - ulr, y}) T (z,y) =0 en L

donde
T}[.r. y) = (_;) , flz,y) ==zy

y L es el lado que une los vértices (4,0) y (0,4) del triangulo.



Se pide obtener una aprorimacion del valor que toma la solucion en los nodos
2, 3, y 6 del mallndo mediante un esquema de diferencias finitas de b puntos

en cruz para el término difusive y descentrado contracorriente para el término
convectivo.

Solucion. En primer lugar operamos en la ecuacion de transporte para obtener:

q (Bgu Bzu) Ju Ju

st a7 )| T tY5- tu=1IY.
dx ay dx ay

Comenzamos hallando la ecuacion para el nodo 6 de coordenadas (2, 1), aplican-
do el esquema en diferencias que nos dice el enunciado: 5 puntos en cruz para

aproximar el operador laplaciano y descentrado contracorriente para el término
convectivo, tomando como paso de discretitacion tanto en z como en y, h = 1.

Considerando que el valor de u en el nodo que esta debajo del 2 es cero por la
condicion u(z, 0) = 0, resulta

9 (H5 -|-ﬂ—-’-l?;§-|-ﬂ1 +H3) -I-E—EJ (H,g;ﬂg) i HEI_D-l-’LLz:E.I

es decir, la ecuacion para el nodo 2 queda como:

—duy + 16w, — Sug — Ju; = 2.



En referencia al nodo 3 de coordenadas (3, 1), nos damos cuenta de que vamos a
necesitar trabajar con dos nodos ficticios, 4 v B. El esquema queda como sigue:

Uy +uy —du, +04u Uy — U Uy — 0
_3(2 : 123 E)Jr{_ﬂj(“l 3)+ 31 +uz =3,

Notese que el valor de u en el nodo que esta debajo del 3 es cero por la condicion
w(x,0) = 0. Para eliminar los valores nodales ficticios utilizamos la condicién
de contorno en los puntc-a a = (3.5,0.5) y b = (2.5, 1.5), siendo para ambos la
normal exterior @ = (= Nl v’_} Entonces:

du Bu du 3
3 —,— —35u,,05u,)| -7 =0 -3 =)
(3, ¢ -0 — g

Al aplicar la formula en diferencias descentrada para la derivada normal se tiene

QuUA g Jug — ua+0
m = 0 ¥ u, = ==, obtenemos entonces que
1
Uy = E'i'..fﬂ.

Por otro lado,

du du du 1
[—3 (E’ %)b + (—25up, L5wp) | - H =0 = 3= - 5= 0



Al aplicar la formula en diferencias descentrada para la derivada normal se tiene

_Qua—Ua _ Juag _ — ua+0
SW 7 0 v u, 5—, obtenemos entonces que

1

Uy = E'ﬂﬂ.

Por otro lado,

ar’ By IR Y. L

Como “H—2 = — & mite  queda entonces

=~ =

du 9 Bu 1
[_3 (—” —”) +(—2.5up, 15up) | - W =0 =
b

3
up = E{ug + us).

Por tanto, sustituyendo en la ecuacion en diferencias que tendiamos para el nodo
3, resulta que la ecuacion para el nodo 3 es:



En referencia al nodo 6 de coordenadas (1, 3), nos damos cuenta de que vamos a
necesitar trabajar con dos nodos ficticios, C y D). El esquema queda como sigue:

3 (u;_:r+u4 +t|1.ﬂ.1—:r dug -I—[l-l-uc)_l_{_” (“1’31—“’“)4_3 (u“ ; m‘)+u,3 = 3.

Para eliminar los valores nodales ficticios utilizamos la condicion de contorno en
los puntos ¢ = (1.5,2.5) vy d = (0.5,3.5), siendo para ambos la normal exterior

= {u+§ ﬁ}, entonces:

du du o 1
[—3 (E,a—y)c—k[—l.uumlut&]] T'.['i='|:| — —35# + ﬂuc:[]

V2/2 3VZ Y

Utihzando la formula en diferencias descentradas, se tiene que

COmo U, = Eﬁ% entonces

i
U = ﬁ{ug + H,r_,;l.

Por otro lado,

du du e o B oL 3 B
[—3 (E’ %) ) -+ E:—D.uud, ﬂ.uud] ? =0 = —35?_{ + ﬂud =1



-m: +0

Como %fu?d = ?— Voig = . ENtonces
Up = —lg.
0 1 i

Finalmente, sustituyendo en la ecuacion en diferencias que tendiamos para el
nodo 6, resulta que la ecuacion para el nodo 6 es:
i 149

—EH4 — =5 + —Ug = 3.

4 12



/. Resolucion con Octave

6.6.1. Problemas de transporte estacionario 1-dimensionales

m Coeficientes constantes y condiciones frontera tipo Dirichlet. El
signiente problema de transporte:

—Du"(z) + Vu'(z) + Qu(z) = f(z), =€ (a,b)
u(a) = ug
u(b) = uy

se resuelve mediante el comando:

> [xh,uh] = bvpdirichlet(a,b,numeronodos,D,V,Q,f,ua,ub)

en donde:

D, V, Q: constantes.

f: funcién inline o andnina.

numeronodos =N+2=1 + E‘Eﬂ: numero de nodos,

siendo h es el paso de discretizacion.

xh: vector que contiene los nodos de la discretizacion xh = (zy,...,Ty2).

uh: vector que contiene las aproximaciones numéricas uh = (g, ..., Uni2).




m Coeficientes no constantes y condiciones frontera generales. El
siguiente problema de transporte:

—D(z)u"(z) +V(z)w'(z) + Qz)u(z) = f(z), =€ (a,b)

e’ (a) + crpu(a) = uq
(

g

[ a1t (b) + coou(b) = up

se resuelve mediante el comando:

[x,u] = bvp2cvrobinup(a,b,N,D,V,Q,f,c11,cl12,
>c21,c22,ua,ub,esquemna)

en donde;

D, V, Q: funciones inline o anénimas.

f: funcién inline o andnina.

N : numero de nodos internos es decir, N = T — 1 en donde A es el paso de discretizacion.
esquema : ’C’ para usar formulas centradas,

’U? para usar un esquema, a contracorriente (upwind)

para aproximar el término convectivo.

xh: vector que contiene los nodos espaciales, x = (1, ...,TN12).

uh: vector que contiene las aproximaciones numéricas u = (uy, ..., uni2).



Ejercicio 4.1 5e considera el problema de transporte difusivo-convectivo defi-
nido por el Problema de Valores de Contorno (PVC):

—u"'(z)+u'(z)=¢", ze(0,1)
u(0)=1, u(l)=0

cuya solucion eracta es u(x) = —ze” +e”.

(a) Resolver el problema tomando un paso de discretizacion h = 0.25 utilizan-
do formulas en diferencias finitas centradas, calculando primeramente el
sistema asociado al problema en la forma At = b.

(b) Calcular el error cometido en los puntos x =05 yen z = L.

(¢} (Octave) Aplicar el algoritmo bup.m para calcular la solucidn en [0, 1]
tomando un paso de discretizacion constante h = 0.01. Calcula la apro-
rimacion obtenida en los puntos £ = 0.5 y z = 1. ;Qué error comete el
método en dichas aprorimaciones?

(c) (Octave) Dibuja la grafica de la aprorimacion junto con la solucion exacta
y la grdfica del error cometido en todo el intervalo [0,1].



(c) Necesitamos definir

O; b=1; ua = 1; ub = 0; numerodenodos=1+( (b-a)/h);
=1, Vv=1; Q= 0;
= @(x) exp(x);

VoV OV
H O o

y llamar al programa

> [x,u] = bvpdirichlet(a,b,numeronocdos,D,V,Q,f,ua,ub);

Los valores en 0.5 y en 0.75 de la soluciéon numérica son respectivamente
u(51) v u(101), dando como aproximaciones 0.82436 y 0. La posicion 51, por

ejemplo, puede obtenerse mediante el comando find(x==0.5) o como 0.5/h+1.

Definiendo la solucién exacta, podemos calcular el error cometido en = 0.5
mediante:

> uexac = @(x) -x.*exp(x)+exp(x);
> error = abs(u(51)-uexac(0.5))

que da como resultado 2.558724-107%. En = = 0 el error es nulo.



(d) Calculamos el vector con los errores cometidos
> verror = abs(u-uexact(x));

y las gréficas (ver Figura|4.1

) se obtienen mediante los comandos

> figure; plot(x,u,x,uexact(x)); legend(’aprox’,’exacta’)
> figure; plot(x,verror); title(’ERROR’)

ERRCA

ne

0n4r

2.50-08 [~

1. 5a-06 [~

\

Figura 4.1: Gréfica de la aproximacion obtenida (izquierda) v la grafica del error

cometido (derecha).

Se observa. como la aproximacion vy la solucion exacta estan practicamente so-
lapadas v el error es como mucho del orden de 1075,



6.6.2. Problemas de difusion evolutiva l-dimensionales

El siguiente Problema de Valor Inicial v de Contorno (PVIC)

r % = c% + f(x,t) V(x,t) € (a,b)x(0,T)
! u(z,t) = g(x, t) r=a, xT=20»
u(x,0) = up(x) r € (a,b)

Y

se resuelve mediante el comando:

> [x,uf] = ecucalor(c,intespacio,intiempo,...
> pasosespacio,pasostiempo,theta,ul,g,f)

en donde:

intespacio = [a,b] - Intervalo espacial.

intiempo = [0,T] - Intervalo temporal.

pasosespacio y pasostiempo - niimero de intervalos espaciales vy temporales.

theta = # - f-método de la parte temporal

(#=0EE, #=05CN, =1 EI)

c: constante positiva

uo,g,f: funciones inline o andnimas.
En la salida Octave almacena en el vector x = (xy, Ta,...,Zn42) los puntos del
mallado espacial v en uf = (u?,ug,. .. ._u{r 4+o) los valores de la aproximacion

buscada en el instante £t =T

Observacion. El método es estable si v s6lo si
At 1
— (1l —20)— < —,
( ]{&I}E — 2
donde Af v Ax, son los tamanos de discretizacion en tiempo vy espacio, respec-
tivamente.



|Ej.T3.S01.11}
Ejercicio 4.11 (Octave) Sea dado el PVIC:
du  Ju
— = i "
u(r,t) = g(z,t), =0, z==1,

w(x,0) = un(x). x=e(0,1)

donde
flz,t) =2t — 2% + 10xt

H{I- t) = TE[T — 1),
ug(x) = 0.

Aplicar el algoritmo de ecucalor.m para calcular la solucion en el inftervalo tem-
poral [0,1] con pase de discretizacion espacial Ax = 0.05 y discretizacion tempo-
ral At = 0.02. Dibujar la solucion obtenida para @ = 0 (Euler Ezxplicito). ;Pue-
des justificar la grdifica obtenida? Determinar el paso de discretizacion temporal
mazrimo gque asegura estabilidad y calcular la solucion para ese paso femporal.
sCudnto vale la solucion en el punio x = 0.85%

Solucion.
En primer lugar introducimos los datos del problema que vamos a necesitar para
ejecutar ecucalor.m.:

> intespacio = [0 1]; intiempo = [0 1]; pasosespacio=20, pasostiempo=50;
theta = 0; c=1

> ul = @(x) 0.=*x);

= g =0(t,x) x.72).*(x-1);

= f = @(t,x) 2.%xt-x."2+10.%x.*1;

una vez hecho esto, podemos ejecutar el codigo:

> [x,uf] = ecucalor(c,intespacic,intiempo,
= pasosespacio,pasostiempo,theta,ul,g,f);



> figure;
> plot(x,uf)

X110

05

Figura 4.7: Resultados con Ax = 0.05 v Ax = 0.02.



> pasosespacio=20, pasostiempo=800;

> [x,uf1] =ecucalor(c,intespacio,intiempo, ...
> pasosespacio,pasostiempo,theta,ul,g,f);

> figure,

> plot(x,ufl)

Representamos los resultados en la Figura [1.8] y observamos que ahora no apa-
recen inestabilidades.

D.E 1 T 1 1
o7} P “ |
06} .

05| -
oal / LR

aif / i

[tercersembis2} Figura 4.8: Resultados con Azr = 0.05 y Azr = 0.00013.



6.6.3. Problemas de transporte estacionario 2-dimensionales

El siguiente problema de transporte (tipo Poisson):

—Au(x,y) = flz,y), V(z,t) € Qa,b) x (c,d),
u(x,y) = ce(x,y), V(x,y) € 01,
se resuelve mediante los comandos:

> [u,x,y] = ecupoisson(a,b,c,d,dx,dy,f,cc)

> [u,x,y,error] = ecupoisson(a,b,c,d,dx,dy,f,cc,solexac)

dependiendo de si la solucién exacta es conocida o no. Los argumentos son los

siguientes:
-dx es el tamano de discretizacion en x;
-dy es el tamano de discretizacion en y;
-f es una funcién inline, con el forzamiento externo;
-cc es una funcién inline. con la condicién de contorno;
-solexac es una funcién inline, con la solucién exacta (si es conocida);
-error muestra el error nodal relativo entre u v solexac

(error nodal = max; ; (u(xz;, y;) — u;|/ max; ; fu(z;, y;)|).

Para mostrar la solucion utilizamos el comando mesh(x,y,u).



Ejercicio 4.7 (Octave) Sea dado el PVC estacionario 2D asociado a la ecua-
cion de Poisson en el dominio §2 = (0,1) x (0,1):

{ —Au = f(z,y), (z,y) € Q,
u(z,y) =g(z.y), (z,y) € 09,

en donde

f(z,y) = 4(cos(z® +y°) — (2 + y*) sin(a? + y?)),
g(z,y) = 2 —sin(z? + ?).

Aplicar el algoritmo de ecupoisson.m para calcular la solucion utilizando como
pasos de discretizacion Ax = Ay = 0.01. Dibujar la solucion. Sabiendo que
la solucion eracta es u(z,y) = 2 — (x? + y?), escribir el error cometido en

(z,y) = (0.24,0.76).
Solucion. Introducimos los datos:

=0; b=1; ¢c=0; d=1; dx = 0.01; dy = 0.01;
= @(x,y) 4.*%(cos(x.72+y."2)-(x.72+y."2) .*sin(x."2+y."2));
@ (x,y) 2-sin(x."2+y."2)

VoV
0y o
|

> [uh,x,y,er] = ecupoisson(a,b,c,d,dx,dy,f,g,g);
> surf(x,y,uh)



Por nltimo hallamos el error cometido en (0.24, 0.76):

> x1 = find(x==0.24); y1 = find(y==0.76); ul = uh(x1,y1);
> e =ul-g(0.24,0.76)

a2

0E 0.8

Figura 4.6: Solucion numériea.
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