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1.1 La corriente eléctrica
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1.1 La corriente eléctrica

1.1.1. Potencia y energia eléctrica

Trabajo de las cargas

VB—VA_AQU UB_UA /E s (1)

AWee = —AW = Q( Ve — Va). (2)

Notacién sobre d.d.p

|

Vac = Va—Ve = Va—V+Vp—Ve = (Va—Vg)+(Ve— V) = Vag+ Ve
(3)
Vac = Va— Ve = —(VC - VA) = —Vea, (4)

Vaa = 0. (5)

vV
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1.1 La corriente eléctrica

Potencia y energia eléctrica

Relacién entre trabajo y potencia

Wga = Q- Vag. (6)
dWga  dQ
P = = — - Vag=1-Vyg. 7
dt dat 1B AB (7)
P— V. (8)
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Un elemento de un circuito produce una energia de 10kJ en 5min.
Calcular la potencia media producida.
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1.1 La corriente eléctrica

1.1.2. Convenio de signo en circuitos

A A A
Vap Vap Vap
- 'B B B
(a) (b) (c)

Signo de la d.d.p.

m Vg > 0y los marcadores + y - tal como en la Figura .

m — Vg < 0y los marcadores + y - invertidos.
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1.1 La corriente eléctrica

1.1.2. Convenio de signo en circuitos

Sentido de la intensidad
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1.1 La corriente eléctrica

1.1.2. Convenio de signo en circuitos

Convenio generador y receptor

Dipolo Dipolo

Vap
Receptor Generador
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1.1 La corriente eléctrica

1.1.2. Convenio de signo en circuitos

Analogia hidraulica

I <

=

Syl
Syl

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023

9/11



1.1 La corriente eléctrica

1.1.3. Flujo de potencia en un circuito

I A+
2 |4mm v ]
—

Convenio receptor

con Vg > 0y la corriente / > 0 dirigida de A hacia B. Con el
convenio receptor, P > 0 significa que el receptor recibe energia.

Convenio generador

con Vg > 0e [ > 0 dirigido de B hacia A. En el convenio generador,
P > 0 significa que el dispositivo entrega energia.
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1.1 La corriente eléctrica

1.1.3. Flujo de potencia en un circuito

Balance de potencia

P generada — I” absorbida- (9)
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1.2 Elementos de circuitos: Resistencias,
condensadores y autoinducciones
1.2.1 Resistencias

Ley de Ohm

V =RI. (1)

Es una ley lineal
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1.2 Elementos de circuitos

1.2.1 Resistencias

Potencia de resistencias

P=RP=—. (3)
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1.2 Elementos de circuitos
1.2.1 Resistencias

Relacién entre resistencia y propiedades de conductores

m Cable longitud /.

m Seccién S constante.

%R

m Material homogéneo.

Tenemos /
p

R="—

S

p es una propiedad del material que se llama resistividad en [Q.m].
Ejemplos de valores resistividad.

Material po (nNQ-m)
Aluminio 26,7
Cobre 16,76
Oro 22
Hierro 101
Niquel 69
Plata 16,3
Plomo 206
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Un cable de cobre transporta una corriente continua de 20A a lo largo
de una distancia de 2000m. A partir de la informacién disponible en el
capitulo, hallar el didmetro del cable para que las pérdidas por
disipacién en el mismo sean inferiores a 100W.
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1.2 Elementos de circuitos
1.2.2 Condensador

......

Va Vg ’::::,::::‘f\:‘:::;"'
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1.2 Elementos de circuitos
1.2.2 Condensador

Vagr
A.i;_{ }—_.B
I
C

Definicién de Capacidad

Q €S
C:V—BAZF[F] (5)

Relacién entre carga y d.d.p

| \

Q=CAV (6)

Es una ley lineal
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1.2 Elementos de circuitos
1.2.2 Condensador

Energia en un condensador

B B 1
U:/ dw :/ CVdV = ZCV3g. (7)
A A 2
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El condensador esta inicialmente cargado con una tensién de 5V y es
capaz de almacenar una energia de 10W-h. La resistencia conectada
tiene un valor de 10012.
m Hallar la capacidad del condensador.
m Determinar el tiempo de funcionamiento del condensador como
bateria (suponinedo una tensién constante).
v

9/11
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1.2 Elementos de circuitos

1.2.3 Inductancias

\I /
J— - —
/
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1.2 Elementos de circuitos

1.2.3 Inductancias

L= ] (9)

Ej = —LP2 (10)
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1.3 Generadores y fuentes
1.3.1 Generador de tension.

I v 14

AL
T

I
(@) (b) o) (4

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 2/6



1.3 Generadores y fuentes
Fuentes

1 v \4

AL
T

I
@ B (9 (@

Ejemplos de simbolos para fuentes en corriente continua.
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1.3 Generadores y fuentes

1.3.1 Generador de tension

[ A
I I

+
Sl
I I
I —
L ———— 1

14 / Ideal
Ey

Pendiente r

1
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1.3 Generadores y fuentes
1.3.2 Generador de corriente

r—— - —-=-=-= r——---=-=-

' 7 1+ ! T+

by | by |

: I v : I, r v
| |

' | ' |

| = | =

L ___ Lo —

Generador ideal Generador real

1

Ideal
/ Real

Pendiente 1/r
v
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1.3 Generadores y fuentes
1.3.3 Fuentes dependientes

(a) (b)
I=aV" LT $ I=bl'

() (4)
v | L $ v=dr'dt
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Introduccion
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.1 Definiciones

un nudo es un conductor que se encuentra bajo un potencial eléctrico
dado y sobre el que confluyen 2 0 mas corrientes. Se suele hace
referencia al nudo como el punto de interconexidn de dichas corrientes.
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.1 Definiciones

una rama consiste en la interconexién mediante dipolos de dos nudos.
Dados 2 nudos, podemos unirlos mediante una infinidad de tipos de
ramas. Por ejemplo, una resistencia entre dos nudos constituiria una

rama.
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.1 Definiciones

un lazo es un recorrido cerrado formado por ramas del circuito. I

5/36
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.1 Definiciones

una malla es un lazo que no contiene a ningtin otro lazo en su interior?.

?El concepto de malla esta relacionado con los circuitos planos. Son circuitos
que se pueden dibujar de tal forma que ninguna rama quede por debajo o por
encima de otra, y, por tanto, su representacion es completamente bidimensional
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1.4 Analisis de circuitos lineales
Ejemplo

—
L
+ + 20
SVT 1 [In 2 3| 1692
4V -|-
h g f e
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Forma de reinterpretar un diagrama

(b) 1
Ry Ry
g 3
-— R
V== Ry
Ry

I
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.2 Leyes de Kirchhoff

Ley de Kirchhoff en corriente

> Ik=o. (1)

k € nudo
I
I T
Iy,
h+bhb—1k—1,=0. (2)
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.2 Leyes de Kirchhoff

Ley de Kirchhoff en tensiones

> V=0, 3)

k € lazo

Vag + Ve + Ver + Vra =0 (4)
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.2 Leyes de Kirchhoff

Aplicacién de la ley de Kirchhoff para el balance de tensiones

1. Se elige un lazo del circuito, por ejemplo del lazo 1.

2. Para sumar las tensiones se elige el sentido de rotacién horario
siguiendo el lazo. Se elige un punto de salida y se recorre el lazo.

3. Dadas las corrientes, se establece la diferencia de potencial de
cada elemento segin se trate de un receptor o un generador (ver
convenio de signos).

4. Las tensiones dirigida de - a + en el sentido de rotacién van
sumadas con un signo positivo.

5. Las tensiones dirigida de + a - se suman con un signo menos.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.2 Leyes de Kirchhoff

Vri Vr3
oy VR g
I L | L |

+
E _T Vr2| |R2 Ry I:I VRa
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.3 Nimero de ecuaciones

Un método general para circuitos planos con r ramas consiste en lo
siguiente:
1. Si existen n nudos en el circuito, hay n — 1 nudos independientes
que proporcionan n — 1 relaciones entre corrientes.

2. Las r — (n—1) = r — n+ 1 ecuaciones restantes se obtienen
gracias a las mallas del circuitos. Es necesario elegir mallas o lazos
independientes dentro del circuito con el fin de obtener un
sistema de ecuaciones independientes!.

'Por ejemplo, si se eligen dos lazos que una vez combinados forma un tercero, la
combinacién de las ecuaciones de los dos primeros lazos formara una ecuacion
idéntica a la ecuacion del tercer lazo.
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.3 Ndmero de ecuaciones

+ YV, Ve _ I
| I
h R, +|I2 R; +

En el circuito de la figura siguiente determinar la corriente 5 asi como
la tensiéon Vgs. Datos: Ry = 3Q, R, = 1092, R3 = 4Q, Ry = 5%0. La
f.e.m. es E = 10V. )
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.4 Asociacion de elementos lineales

Asociacion de resistencias

Definiciéon de elemento en serie

Se define como elemento en serie a un cierto nimero de elementos
atravesadas por la misma corriente (con sus bornes conectados
uno tras otro)

Reg =Y Rx. ()
K
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.4 Asociacion de elementos lineales

A I
+ I I Iy,
Vap Ri1 Ry Ry,
B

Definicién de elemento en paralelo
Se define una asociacién en paralelo como una asociacion de
elementos cuyos bornes estan unidos a un mismo par de nudos.

k
1/Req = Z 1/Rn7 (6)
n=1
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.4 Asociacion de elementos lineales

Asociacién de condensador

Asociacion en serie

1/Ceq =Y _1/Ck. (7)
k
Asociacién en paralelo
Con= 2 G (8)
k
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.4 Asociacion de elementos lineales

Asociacién de inductancias

Asociacion en serie

>
\

Asociacién en paralelo

1/leq = 3 1/Lk (10)
k
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.4 Asociacion de elementos lineales

Asociacion de fuentes de tensidon
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1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.4 Asociacion de elementos lineales

Asociacion de fuentes de corriente

A 1 A T
+ f
+ + + +
Vap I I e Iy =V Ieq
B B
leg = Z Iy. (12)
k

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 20 / 36



1.4 Analisis de circuitos lineales

1.4.4 Asociacién de elementos lineales

Simplificar lo mas posible el circuito de la figura siguiente:
1uF
| |
|

2puF —— —_ 2uF

3V

—{__ -
2Q +I—
o) L 0o
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Relacién entre circuitos y grafos

R7 If
1 N
> f
Ry Rs |
26— c3 |—£—04 c d
lap Ry  —==— 5V
R a e b
' D le Iy
5V T Re
—]
R, 1
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Matriz de incidencia

arcos
a b c d e f
9@* 1 1 1 0 0 1 0
2 -1 0 1 0 0 1
3 1 0

nudos

m 3; = 1 si el arco j incide en el nudo i y esta orientado alejandose

del nudo.
m 3; = —1 si el arco j incide en el nudo / y esta orientado hacia el
nudo.

m a; = 0 si el arco j no incide en el nudo i.
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Matriz de incidencia

Relacion entre matriz de incidencia y ley de Kirchhoff

siendo
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Método de las mallas
Este método reduce el sistema de ecuaciones lineales a resolver pero
sélo se aplica a circuitos planos.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

El nimero de ecuaciones obtenidas con el método de las mallas se
corresponde con el nimero de mallas (“las ventanas” del circuito). Se
deducen de la forma siguiente:

1. Primero se atribuye a cada malla una corriente ficticia que
circularia por toda la malla: son las denominadas corrientes de
malla. El sentido elegido para estas corrientes es arbitrario,
aunque se suele respetar el sentido de las corrientes determinado
por las fuentes.

2. Se deducen las ecuaciones de las n mallas en funcién de las
corrientes anteriormente definidas, aplicando la ley de Kirchhoff
en tension.

3. Se obtiene un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas que se
puede resolver.

4. Se transforman las corrientes de malla en las corrientes de rama
originales.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Primer paso
Fijamos el sentido y el nombre de las corrientes de malla.

Id R4
1 1]
C I3~
L T LI
Lo Ry Iy  Rs I
=V

+
| I |
&
o

—

VlT—I
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Segundo paso
Aplicamos la ley de Kirchhoff en tensiones y obtenemos las ecuaciones.

Ecuaciones
Id R4
| I |
I3
—)—| |—>—
1, Ry I R3 1.
+ | Vi

+
V1—T I Ry I T
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Tercer paso

Resolvemos el sistema, con nuestro método preferido.
Datos: R = 1Q, R, =29, R3 = 3Q, Ry = 4Q, V; =5V, V, = 10V.

Ecuaciones

Vi — Rl(ll + /3) — R2(I]_ + 12) =0
Vo — R3(/2 — /3) — R2(/2 + /1) =0

Ri(ls+ h) + Rs(ls — b) + Rals = 0 Ecuaciones resueltas.
lh = —0,8A, h = 3,006A,

Iy = 1,25A.
3 2 1 h 5
2 5 -3 L |=1| 10
1 -3 8 A 0
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Cuarto paso

Volvemos a encontrar la corrientes de rama. Se usa el siguiente
conenvio:

m Si la corriente de rama /, y la corriente de malla /,, tienen el
mismo sentido entonces: I, = /..
m Si tienen sentidos diferentes entonces: I, = —/,,.
Si la rama pertenece a dos mallas, entonces se aplica la suma de las
corrientes de mallas usando el convenio anterior. Es decir

I, = £11 £ I dependiendo de la orientacidn de las corrientes de
mallas.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Cuarto paso

Aplicacién al ejemplo.

Corrientes de rama

lL=h+£h
Ecuaciones resueltas lb="h+bh
/1 = —0,8A, 12 = 3,06A, IC — _/2 + /3 :
I = 1,25A. ly=1h

I, = 0,45A, I, = 2,27A,
lo = —1,81A, Iy = 1,25A.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Caso de circuitos con fuentes de corriente
m La fuente de corriente pertenece s6lo a una malla. En este
caso se usa la corriente de la fuente como corriente de malla, y se
aplica el método a las n — 1 mallas restantes, dado que la
corriente de esta malla ya es conocida.

m La fuente de corriente pertenece a dos mallas. Para resolver
esta situacioén se usa una supermalla. Se establecen las corrientes
de malla arbitrarias usando el método habitual, pero a la hora de
resolver el circuito se forma la ecuacién de la supermalla, que
consiste en la fusién de las dos mallas que comparten la fuente de
corriente. Las ecuaciones de las otras corrientes de malla
completan el sistema de ecuaciones para poder resolverlo.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

m Se definen las corrientes /1 e b como corrientes de malla.

m Se define la supermalla que une las dos mallas definidas por /1 e
b.

m Podemos hallar la ecuacién de la supermalla usando la ley de
Kirchhoff.

m Se completa el sistema de ecuaciones con la relacién entre la
fuente de corriente I, y las corrientes de malla: I, = I, — b.

14

Vi LT Ry

Supermalla
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Método de las mallas matricial

Para aplicar correctamente el método matricial debemos elegir todas
las corrientes con el mismo sentido de rotacion (horario todas o
antihorario todas).

Rii —Ri2 ... —Rin h e
—Rs1 ) . €2
—Rm1 .. —Rmn Im em

m Cada fila corresponde a un bucle y cada columna a una corriente
de malla. Las resistencias Rj; corresponde a la suma de la
resistencias del bucle i recorrida por la corriente /;.

m Las resistencias Rj; corresponden a las resistencias en comin entre
la mallaiej.

o
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1.4 Analisis de circuitos lineales

Método de las mallas matricial

Rii —Ri2 ... —Rin h €1
—Ro1 b | | e
—RKm1 800 _Rmn /m €m

m Las tensiones ¢; son la suma de las fuentes de tension de cada
malla (cuidado con el signo).

m No funciona si tenemos fuentes de corriente.
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1.4 Analisis de circuitos lineales
1.4.5 Método de la mallas

Método de las mallas cuando hay fuentes dependientes

m Las étapas a seguir son las mismas que en un circtuito con
fuentes independientes.

m Hay que establecer las relaciones de las fuentes dependientes para
completar las ecuaciones.

10Q 10Q
| I | p
4Q 15Q 69 692
I b
25 4V

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 36 /36



Licencia Creative Commons Atribucién 4.0 Internacional

oéo
Universidad
Rey Juan Carlos

Tema 1: Introduccion a la teoria
de circuitos

Fisica Aplicada a la Ingenieria

Alexandre Wagemakers

Curso 2022-2023



1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.1 El teorema de Millman

Teorema de Millman

m Suponemos k ramas en paralelo.

m Podemos hallar la d.d.p. entre los dos nudos en una tnica férmula.

Il In + In+1 Im
Ry -« R, + oo
V| |Bos1 | |Bm I I,
+ +
E E,
e T -
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.1 El teorema de Millman

Teorema de Millman
Escribimos AV la diferencia de potencial entre los nudos:

m Si hay una fuente en serie con una resistencia:
V = E, — Rylp. (1)
m Cuando Gnicamente existe una resistencia se tiene:
V = Rulp. )

m Se efectua el balance de corriente con las leyes de Kirchhoff en el
nudo:

=0 3)

k
Jj=0

v
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.1 El teorema de Millman

Teorema de Millman
Combinamos todas éstas ecuaciones en una Unica férmula

E./R /
>k 1/ R«
Il In + In+1 Im
Ry - R, + cee t
V| |Bot1 | |Bm ()Im+1 <> Iy,
+ +
E E,
T T -
4/31
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos

1.5.1 El teorema de Millman

\%4 R3 R I
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.2 El teorema de Thévenin

Teorema de Thévenin

Dado un circuito lineal, podemos hallar un equivalente eléctrico entre
dos puntos elegidos del circuito.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.2 El teorema de Thévenin

Teorema de Thévenin
Método general para hallar el equivalente:
m El voltaje de Thévenin V;, se obtiene midiendo el voltaje entre A
y B desconectando la posible carga o elementos entre los puntos
Ay B.
m Para calcular la resistencia de Thévenin R;,, se ponen en
cortocircuito los puntos Ay B y se mide la corriente /.. que
circula entre los dos puntos. La resistencia se obtiene con:

Rth — Vth/lcc- )
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.2 El teorema de Thévenin

[ [
[ [
: L4 : L H—4
I I I I
+ + = Yin
1V -[ | | Lk
[ I [
[ = [
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.2 El teorema de Thévenin

Método simplificado
Si el circuito no contiene ninguna fuente dependiente, el método se
puede modificar ligeramente para simplificar el anélisis:

m Para calcular la resistencia de Thévenin Ry, se ponen en
cortocircuito las fuentes de tensién independientes y se abren la
fuentes de corriente independientes. Se calcula de esta forma la
resistencia equivalente entre los puntos A y B.

m El voltaje de Thévenin Vy;, se obtiene midiendo el voltaje entre A
y B sin carga a la salida.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.2 El teorema de Thévenin
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.3 El teorema de Norton

Teorema de Norton
m Es el equivalente del teorema de Thévenin para una fuente de
corriente.
m Cualquier red lineal vista desde dos puntos se puede modelizar
mediante una fuente de corriente y una resistencia equivalente en
paralelo.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.3 El teorema de Norton

Teorema de Norton

Existe también un método para determinar la resistencia de Norton y
la fuente de corriente equivalente. Al igual que el método para el
equivalente de Thévenin, el de Norton consiste en dos pasos:

m La corriente Norton del circuito se obtiene poniendo la salida en
cortocircuito, de tal modo que toda la corriente /Iy fluye por el
cortocircuito.

m En circuito abierto, toda la corriente /y pasa por la resistencia
Ry, por lo que, a partir de la tensién Va5 en circuito abierto, se
puede calcular: Ry = Vag/In.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.3 El teorema de Norton

Forma de pasar de un equivalente Norton a Thévenin

Vin
=22, 5
N Rth ( )
Ry = Res. (6)
Rin
A A
+ +
B =g AONILY
[ i
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.3 El teorema de Norton

Forma de pasar de un equivalente Norton a Thévenin

Esta transformacién también es valida para fuentes dependientes.

R
A A

y (al)/R R
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.3 El teorema de Norton

R
! RQ _[2

E1-|-
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos

1.5.4 El teorema de superposicion

Superposicion

En un sistema lineal se pueden separar los efectos de las distintas
fuentes de tensidon o corriente. Es una consecuencia de las propiedades
de los circuitos lineales: los efectos debidos a cada fuente se van
sumando de manera independiente y lineal.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos

1.5.4 El teorema de superposicion

Método general

1. Se elige una fuente para calcular su efecto sobre el circuito.

2. Se anulan las fuentes de tensién colocando un cortocircuito en su
lugar y abrimos las fuentes de corriente (se desconectan).

3. Se calcula el efecto de la fuente elegida sobre el circuito.
4. Se repite el proceso para todas las otras fuentes.

5. Se suman todas las corrientes y tensiones obtenidas en cada rama
para obtener la tensién final.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.4 El teorema de superposicion

Id R4
| |

I, Ry b R3 I.

e

b

+

V1+—T Ry TVz

d

Datos: R = 1Q, R, =29Q, R3 = 3Q, Ry = 4Q, Vi =5V, V, = 10V.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.4 El teorema de superposicion

Apagamos V5:

R
Iy M4
I, R b R3 I, I, R, b
a L T [ P>—tc a L T
Ib — Id Ib Ic
+ — .+
Vi —T |:| Ry Vi —.r— Ri Ry |:| R
d c=d
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.4 El teorema de superposicion

Apagamos Vi:

I, &
I — L Iy Iy
|:|R2 TVQ TR |:| Ry Ry LT V,
d a=d
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.5 El teorema de Tellegen

Condiciones

Es un teorema de conservacién de la potencia sobre los circuitos muy
general. Se aplica a circuitos que cumplen los siguientes requisitos:

m Un circuito con N ramas.
m Una diferencia de potencial V) entre los extremos de cada rama.
m Se cumple la ley de Kirchhoff en tensién para cada lazo.

m En cada nudo se satisface la ley de Kirchhoff en corriente.

Teorema de Tellegen

| A\

N
> Vi(t)l(t) = 0. ()
k=1

N\
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.5 El teorema de Tellegen

Aplicacién

Datos: E; =50V, Ry = 2,59, R, =209, R3 = Ry = 109,
Rs = 20/3Q.

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 22 /31



1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.6 El teorema de Kennelly (transformacion Y-A)

Equivalente Y-A

Este teorema forma parte de una familia mas general de teoremas de
transformacién de red de elementos pasivos con tres o mas terminales.

a
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.6 El teorema de Kennelly (transformacion Y-A)

Transformacién A =Y

Rab Rca

= 8
? Rab + Rbc + Rca ( )
Rb — RbcRab (9)
Rab + Rbc + Rca
RpcR
Rc _ bcca (10)

Rab + Rbc + Rca.

La resistencia equivalente en estrella es el producto de las dos
resistencia del esquema en tridngulo conectadas al punto estudiado
divido, por la suma de las tres resistencias.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.6 El teorema de Kennelly (transformacion Y-A)

Ejemplo:

Datos:
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.6 El teorema de Kennelly (transformacion Y-A)

Transformacién Y— A

RsR R,R: + RpR,
Rab: aRp + RaRe + RpRe (11)
Rc
R.R R.R: + RpR.
Rbc: aRp + ;c‘i‘ bNc (12)
a
R.R, R.R: + RpR
Rca= 2Ry + ;\)bc+ b c. (13)

Es decir, cada resistencia es la suma de los productos de los pares de
resistencias (R;R;) de los nodos correspondientes, dividida entre la
resistencia opuesta.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.6 El teorema de Kennelly (transformacion Y-A)

Ejemplo:

Datos:
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.6 El teorema de Kennelly (transformacion Y-A)

Queremos calcular la potencia que proporcionan los generadores de
tensién Vi y V5 de la siguiente figura:

I4 R4
< 1
o L
I Ry R3 I3
e e
2
Va

[

C

-

Datos: R =19, R, =20 R3 = 3Q, Ry = 4Q, Vi =5V, VL, = 10V.
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.7 El teorema de maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia

Dado un circuito lineal representado por su equivalente Thévenin,
podemos encontrar una condicién sobre una red pasiva conectada a
este equivalente para que la potencia transferida de uno a otro sea
maxima.

10 20 4 10
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.7 El teorema de maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia

Con el circuito reducido podemos calcular la condicién sobre R. para
que la transferencia de potencia Ps sea un maximo es decir:
oPs VE2(Ri + Re)? — VZR:2(R; + Re)
OR. (Ri + Re)*

~0. (14)

El numerador se anula cuando:

R = R.. (15)
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1.5 Teoremas de la teoria de circuitos
1.5.7 El teorema de maxima transferencia de potencia

Ejemplo: Calcular R para obtener la maxima transferencia de potencia.

10 20 4 10

1
I: [ 1
r 4 20

R
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1.6 Analisis de transitorios
1.6.1 Transitorios de primer orden

Transitorio
En circuitos electricos lineales se suelen distinguir dos regimenes de
funcionamiento:

m Régimen transitorio: périodo de tiempo entre el inicio del
funcionamiento y el regimen permanente.

m Régimen permanente: ocurre cuando las variables de referencias
no cambian. Se llama también régimen estacionario.
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

Sistema de primer orden
m Se caracteriza la dindmica de los sistemas lineales por su orden,
corresponde al grado u orden de la ecuacion diferencial que rige la
evolucién de la variable que estudiamos.
m Un ejemplo tipico es un condensador conectado a una fuente y
posiblemente con una resistencia en serie.

Dinamica del condensador

Un condensador relaciona V. entre sus bornes e | mediante la
ecuacion:

dQ  _dv.
dt dt

I (1)
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

4717
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

La dindmica del circuito RC es tipica de un sistema de primer orden. I

HE— I . I . I
0 T 0004 0,008 0,012
t(s)
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

E (Cp—

E(t)— RI— V. =0.

dV.
E(t) — RC o

dVe
dt

RC = E(t) - V..

1t>
E(t):{ Ey sit>0

0 sit<O0

- Vc.=0.
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

Solucién con V,(0) =0
Ve(t) = Eo(1 — e ¥/RC) para t > 0. (2)

Definimos 7 = RC el tiempo caracteristico del proceso de carga del
condensador.

I | . | . |
0 T 0004 0,008 0,012
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

Valores caracteristicos de V,(t)

t Ve(t)

0

T | V() =0,632 E
21 | V.(2r) = 0,864 E
37 | Ve(37) = 0,950 Ey

ol

5 N B o 0 O
L TR

L .
0o T 0004

:
0,008
#(s)

:
0,012
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

m Podemos repetir el analisis con un circuito compuesto por una
resistencia en serie con una inductancia.
m En una inductancia el flujo magnético es proporcional a la
corriente ¢ = L/.
m Si estudiamos las variaciones de / obtenemos:
do dl
=L, (3)
dt dt
Podemos repetir el analisis anterior para un circuito compuesto de una
resistencia en serie con una inductancia. Obtenemos también una
dindmica de primer orden.
v
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

R _ 9 R
I Vi =L = E(t)-Rl; (4)
. L2V, I(t) = E/R(1 — e tR/1),
(5)
Z . Ep sit>0
E(t)_{ 0 sit<0

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 10 / 17



1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de primer orden

0 T 0008 0008 0012
t(s) Descarga de un circuito
RL. Parametros: R = 1kQ2, L =1H y E = 10V.
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.1 Transitorios de segundo orden

Al combinar dos elementos que tienen memoria, la dindmica pasa a ser
de orden 2.

Ve — Vi _
R +
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1.6 Analisis de transitorios
1.6.2 Transitorios de segundo orden

E—V,—Vg—Vc=0.

o E(t)- L——Rl——/ldt—O

I VT dVe
|=C——.
_ dt
d?V¢ dVe
L R Ve = E(t
C 92 +RC—— & +Vc (t).
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1.6 Analisis de transitorios

Ecuacién canédnica

l|

d2
dt2
Con las constantes: w, =1/LC, { = R\/C/L/2

+2§w,, —i—w x—Aw

N
N
| A\

Ecuaciéon homogénea
d2
dt?

Se buscan soluciones exponenciales de esta ecuacién: xp(t) = Ket

+2£w,, +wx—0

Ecuacion caracteristica

N
N
| \

M 4 26w d+ w2 =0

Las raices de esta ecuacién van a determinar el comportamento del

circuito. J
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.2 Transitorios de segundo orden

Coeficiente de amortiguamiento

Se pueden identificar algunos parametros del sistema a esta respuesta:

1. El coeficiente de amortiguamiento se define como:

R /C
£= E\E (6)

Este nimero, controla de alguna forma el nimero de oscilaciones
del sistema antes de llegar al estado estable.

2. La frecuencia de las oscilaciones:

Wp = WnY/ 1-— 527 (7)
con w, = /1/(LC). |
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.2 Transitorios de segundo orden

18 :
A ---E=15
L6p 1 —&=1 ]
I

| -—E=05
Ly - oE=04]]

L1
L N ST

Ve (t)
= o
=
i
N

08r [ 1 1

01 1,
i

0.4H!

0.2
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1.6 Analisis de transitorios

1.6.2 Transitorios de segundo orden

Coeficiente de amortiguamiento
Depediendo del valor del amortiguamiento, se pueden clasificar los
comportamentos en tres grandes clases:
m Los sistemas sobreamortiguados: la respuesta se parece a la
respuesta de un sistema de primer orden (£ > 1).
m Los sistemas con amortiguamiento critico: la respuesta es la mas
rapida y la 6ptima para llegar al régimen permanente (¢ = 1).

m Los sistemas subamortiguados: el sistema oscila antes de
estabilizarse (0 < £ < 1).
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2.1 Caracteristicas de las senales alternas

£
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2.1 Caracteristicas de las senales alternas

T,

AT
VARV

Caraceteristicas importantes

m Frecuencia y periodo: fy = %0
m Expresion temporal: V(t) = Acos(2nfyt + ¢o) + Vo.
m Fase en funcién del tiempo: ¢(t) = 27fyt + ¢o.

m Relacién entre fase y frecuencia: %‘t“—’ =2rfy = 27-—’; = wp
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2.1 Caracteristicas de las senales alternas

>

El
Y

vector (OM) tiene como coordenadas (A cos(¢(t)), Asin(¢(t))).

Equivalente en nimero complejo:

z(t) = Acos(wot + ¢o) +j - Asin(wot + ¢g) = Ae/l“ot+do),

donde j es el niimero imaginario puro tal que j2 = —1.
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2.1 Caracteristicas de las senales alternas

Expresién de la tensién V/(t)

V(t) = R{A©0tT90)) — R A(cos(wot + ¢o) +j - sin(wot + ¢o))}

v

Uso de la notacién compleja

Derivar una senal:

dv(t)
d

d . )
ZR{A/@ot+0)y — £ Aji o ef(wottdo)
Integrar una sefal:

t t . .
/ V(x)dx = / R Ael(0xHo)) gy — %{_iAeI(WOH-QSO) + K},
—oo —o0 Jjwo

v
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2.1 Caracteristicas de las senales alternas

Valor eficaz de una sefial periédica V/(t)

Ver = \/%/OT(V(t))Q dt,

Para una senal sinusoidal de amplitud A:

Definicién:

A

V2

Valor cuadratico medio, valor eficaz, valor RMS, son términos
equivalentes.

Vef =
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2.1 Caracteristicas de las senales alternas

N\
0. t

Sefial sinusoidal ‘0 \/T Ve = %
Ah-----

Sefial cuadrada an T v Ve = A
-A

Sefal triangular 0 \/ \ Ve = %
A :
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores

Consideramos un sistema lineal alimentado con fuentes de tensién
alterna.
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores

Consideramos una tensién alterna:
V(t) = Acos(wot + o).
Usando el formalismo de los nimeros complejos se obtiene:

V(t) = R{A/otton)} = R [ (Aef) eeot)

Definimos el fasor V/ asociado a la fuente de tensién V/(t).

- A .
V= "%
V2
Notacién equivalente:
~ A
V= —/Z¢p.
\/§ (bO
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores

Ejemplo de aplicacién: Suma de sefial sinusoidales

A partir de las funciones siguientes, obtener la expresién de la suma de
Vi+ Vo

Vi(t) = V2Acos(wot)
Vo(t) = v2Bcos(wot + )
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
2.2.1 Uso de los fasores

‘é—‘t/ = V' = Ajwoe® = AwoLo + /2

JVdt — V'=AlLel% = AL gy —7/2
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
2.2.1 Uso de los fasores

V: V- Re
2 250 » 2 250

Hay dos referencias posible para expresar los fasores:
Vi = V1200
Vo = Vo /250

Si, por el contrario, se elige V> como referencia, se transforman las
expresiones en:

Vi = Vy/—25°
Vo = Vo 00
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
2.2.1 Uso de los fasores

De forma general podemos definir los fasores cémo:

\../1 = V140° + Y2
V2 = V2425O +
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
2.2.2 Orden de los fasores y representaciéon temporal

V(t)
1)

th b
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
2.2.2 Orden de los fasores y representaciéon temporal

A. Wagemakers «

- }/ ) ‘ b)
c) d)
_/,, \\\,\\, /, \\\_//,
e) f)
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2.2 Representacion de expresiones sinusoidales
como fasores
2.2.2 Orden de los fasores y representaciéon temporal

a) b)
I
d)

) 1\
) \ p Z
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2.3 Resistencias, condensadores e inductancias
en corriente alterna
2.3.1 Resistencias

Leyde Ohm en su forma mas general:
V(t) = RI(t).
Vamos a suponer una tensién sinusoidal:
V(t) = V2Asin(wot + ¢o),
a la cual se asocia el siguiente fasor:
V = Aséyg.
Usando la ley de Ohm se puede hallar la corriente:

I(t) = \/,gA Sin(th + ¢0)
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.1 Resistencias

Tenemos el fasor de corriente:

~ A
| = —/Zoyg.
B %o

Se deduce asi la relacién entre tensién y corriente en forma fasorial:

= RI.

<

Este elemento no produce ninglin desfase adicional entre la tensién y
la corriente.
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2.3 R, Cy L en corriente alterna

2.3.1 Resistencias

Representacién del circuito en el dominio temporal y en el dominio de

fasores.

Y

I

4/1
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

Carga de un condensador en funcién del tiempo:

Q(t) = C V(1)
Variaciones temporales de la carga:
d@ dv
—=1I(t)=C—. 1
g ) =C (1)

También se puede interpretar el condensador como un integrador de
corriente:

V() = é/_; I(x)dx.
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

Si tenemos una tensién sinusoidal de amplitud /2 Vg, fase inicial ¢g y
frecuencia wo:

V(t) = \/iVoSI'n(a)()t + ¢0),
le correspondera el fasor complejo:
V = Voed® = VL.

Calculamos la corriente usando la ecuacién del condensador

&v . d
I(8) = € = €2 (V2Vosin(wot+0)) = Cv2Vowo sin(wot+¢o+g).
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

Usando fasores podemos simplificar el calculo:
7: C(.uo V04(¢>0 + g) = ngej% Voej¢0 = CwOjVOZ(bo :ijO \~/

Recordamos que derivar una cantidad en el dominio fasorial
corresponde a multiplicar por jw. Se despeja la relacion directa entre

tensién y corriente:
1 -
/ (2)

V= .
ijC
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

Se define la impedancia de un condensador en régimen arménico se
expresa como:

1
Zc = .
< ijC
Si se define la reactancia como la parte imaginaria de la impedancia:
1
X, —
C UJOC’
la impedancia es entonces:
Zc = —jXc.
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

- - - Corriente| I m

— Tensién

~e

Re

Amplitud (arb)

0 02 04 0.6 0.8 1
t(s)
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

El circuito de la figura anterior se alimenta mediante una fuente de
corriente alterna de frecuencia f = 150Hz. Expresar la corriente y la
tensién V. del condensador en forma de fasores. Datos del problema:
R =1kQ, C = 1uF, Vo = 1020V, f = 150Hz.
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.2 Condensador

0,02

140,01

Tensién (V)

S
Corriente (A)

420,01

~ -10 R -0,02
Vo 1
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2.3 R, Cy L en corriente alterna

2.3.3 Inductancias

Ecuaciones de comportamiento de las autoinductancias

Relacién flujo-corriente:
o =1Ll

Ley de Faraday:

do
= —

Relacién tensidn-corriente en bobinas:

Cdo  d(Ll) di
VISSE S a

~e
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.3 Inductancias

Funcionamiento en régimen de alterna
Vi (t) = Vo cos(wot + ¢).

Usamos la ley de la bobina para calcular la corriente:

1/t -1 —
I(t) = 0 /_oo Vi(x)dx = mvo cos(wot+¢) = mV0 Sin(wot-i-(b—i-%).
La corriente también es sinusoidal y tiene un fasor asociado:

~ =1V ( 71') -1 . W
|=——/ )= —— Sy =
ol V2 o > woLJ\/E o

Vo 1

1
— D o= —V,.
Tk o0 Gl
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2.3 R, Cy L en corriente alterna

2.3.3 Inductancias

Funcionamiento en régimen de alterna

Aparece por tanto una relacién entre tensién y corriente segln:

\7L =ijL7 = LwO7Z¢o + g

Se define la impedancia compleja de la inductancia como:

Z; = juwolL.
X, = wol.
V=21
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2.3 R, Cy L en corriente alterna

2.3.3 Inductancias

— Tensién
- - -Corriente

0.5

Amplitud (arb)
=]

0 0.2 0.4 0.6 0.8
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2.3 R, Cy L en corriente alterna

2.3.3 Inductancias

En el circuito de la figura anterior aparece una resistencia en serie con
una inductancia alimentada por una fuente de tension alterna de
frecuencia f = 1000Hz. Expresar la corriente y la tensién V/ de la
inductancia en forma de fasores. Datos del problema: R = 100€2,

= 10mH, V4 = 10£0V.
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2.3 R, Cy L en corriente alterna
2.3.3 Inductancias

10

Tension (V)

< Corriente (A)
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2.3.4 Fuentes y generadores de corriente alterna

Fuente de tension

Ve (t) = Vosin(wt + ),
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2.3.4 Fuentes y generadores de corriente alterna

Fuente de corriente

Ig(t) = losin(wt + @),
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2.3.5 Ley general de Ohm

Cualquier circuito formado de elementos pasivos lineales se comporta
como una Unica impedancia compleja Z vista entre dos terminales:

v =27,

I

) 1216

0
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2.3.5 Ley general de Ohm

. Imp. compleja y
Esquema Tiempo Fasores
Vi
S\ — | di V — ilwl — T
Y Vi=Lg V = jlwl = Lwl/F
T
+ q — 1 . NC = J(:%'i =
C Cw 2
Vr
+ _ ~
T‘%'_' VR((t) = R i(t) VR =RI
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2.3.5 Ley general de Ohm

Los elementos lineales de un circuito se asocian de forma idéntica a
como se mostrd en corriente continua:
m Para impedancias en serie:

Zeq:ZI+Z2+“'+Zn-

m Para impedancias en paralelo:

m Fuentes de tensién en serie:
Veg=Vi+ Vo -+ U,
m Fuentes de corriente en paralelo:
Tg=h+h+--+1.
Son, basicamente, las mismas reglas de asociacién vistas antes. Del

mismo modo,
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2.3.6 Teoria de circuitos en régimen arménico

Analisis de circuito

El andlisis de circuito ya estudio en corriente continua es valido en
corriente alterna si:

m El circuito cumple los requisitos de las leyes de Kirchhoff (para las
leyes de corrientes y tensiones).

m Los elementos del circuito son lineales.

Entonces se puede usar la forma fasorial de las tensiones y corrientes.

v
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2.3.6 Teoria de circuitos en régimen arménico

Leyes de Kirchhoff con fasores

La ley de corrientes se resume en la expresion siguiente:

ke nudo

para las corrientes /x que llegan a un mismo nudo. La segunda ley de
Kirchhoff para las tensiones se escribe como:

> We=o,

k€ malla

para las tensiones con fasor V de un lazo.
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2.3.6 Teoria de circuitos en régimen arménico

Teoremas de circuitos en corriente alterna

Los teoremas siguientes se aplican de forma indiscriminada a circuitos
de corriente continua y alterna:

El teorema de Millman.

El teorema de Thévenin y Norton.

El método de las mallas y de los nudos.

[
[
m El teorema de maxima transferencia de potencia.
m El teorema de Tellegen.

[

El teorema de Kennelly.
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2.3.7 Diagrama de fasores de un circuito

Diagrama con fasores
El diagrama permite comparar los desfases y las amplitudes de
distintos fasores en un (nico esquema. Para su obtencién, se procede
como sigue:
1. Primero, se elige un fasor de referencia.
2. Se calcula la expresion de los otros fasores referidos al fasor de
referencia.
3. Se dibujan en el plano complejo los distintos fasores obtenidos,
respetando los médulos y los angulos obtenidos.
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2.3.7 Diagrama de fasores de un circuito

Vo 1-—25Q
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2.3.7 Diagrama de fasores de un circuito
Ejercicio

Construir el diagrama de fasores de la figura siguiente. Datos:
Vo = 110V, C =50uF, R =100, L = 100mH, f = 50Hz.

I Ly

<t
|
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

1<0

dispositivo
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

Consideramos un sistema de corriente alterna con una tensién V/(t) y
su corriente /(t):

V(t) = B Vpeleott00y %{ej(woﬂr@v) 4 e~Umot+6)y
TN AN
I(8) = R/ 00} = Z{lort0) p eHlotti}, (1)

La potencia instantanea se calcula multiplicando las expresiones
temporales del voltaje y la intensidad:

p(t) — V(t)/(t) — %{ej(wot+9\/)_’_efj(wotJr@,,)}I?m{ej(wot+0;)+efj(wot+9;)}‘
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

Se puede calcular la expresién anterior en una expresién que no
depende de niimeros complejos:

p(t) = V’;Im {cos(0, — 0;) + cos(2wot — (0, — 0;))}.

Reordenamos los términos usando trigonométrico:

p() = V™ (cos(0, —0;)(1-+cos(2wot)) +sin(0, —03) sin(2uo1)} . (2)
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

Potencia activa

Vim

21m cos(¢) = Volo cos(¢). [W]

P =

Potencia reactiva

| \

Vinlm
Q=

sin(¢) = Wolosin(¢). [VAR]

\

Angulo de desfase

El angulo ¢ es la diferencia de fase entre la tension y la corriente:
¢o=106,—0,.

En circuitos lineales, este angulo se mantiene en el intervalo

[—7/2,7/2].

.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

La potencia instantanea se puede escribir mas concisamente en
términos de Py Q:

p(t) = P(1 + cos(2wopt)) + @ sin(2wpt),

donde aparece claramente la contribucién de la potencia activa y de la
potencia reactiva.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

4
—1 A =0 AN Ap=-7/4
/\N oor_{) A /\J T
Pot. inst. Pot 1nbt S=P-jQ
Ap=m/2 R . Ap=-1/2
//~ N \\ //\\ \‘

N\ s
Ay

Pot. inst.

NN\ s=iole

VAVAVARS

Pot. inst.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

Definicion de potencia compleja

Fasor de la potencia compleja:
S=P+jQ,

El médulo |§| se se denomina potencia aparente en Voltios-Amperio
[VA]

P =Vyly cos(¢) [W] , 5 P
Q =Volosin(¢) [VAR],
S| =Voly [VA] . ¢
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

Relacion entre fasores y potencia compleja

Amplitudes complejas de un circuito. Tomando el ejemplo anterior con
los siguientes fasores:

V= Vp20,

la potencia compleja se calcula como:
S= VI = W8, — 6;) = Volo(cos(p) + jsin(¢)),

donde ¢ = 0, — 0;. Encontramos de nuevo la expresién de la potencia
compleja en forma S = P + Q.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.1 Factor de potencia

El angulo ¢

El angulo ¢ = 6, — 6; se llama también angulo de factor de
potencia.
El término fp = cos ¢ se llama factor de potencia.

Una férmula alternativa para el factor de potencia se halla despejando
la expresion P = |S| cos ¢:

P P
cosp = — =

SRy
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.1 Factor de potencia

Al ser el coseno una funcién par, no hay ninguna manera de distinguir
entre un angulo positivo y un adngulo negativo (cuando el dngulo esta
comprendido en el intervalo [—7/2, pi/2]). Se usan entonces los dos
términos siguientes:

m Factor de potencia en atraso: cuando la corriente va por detras de
la tensién (¢ > 0 tal como se ha definido antes con la tensién
como referencia).

m Factor de potencia en adelanto: cuando la tensién va por detras
de la corriente (¢ < 0 tal como se ha definido antes con la tensién
como referencia).

El caso ¢ = 0 corresponde a una carga puramente resistiva, en donde
no hay consumo de energia reactiva.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.2 Potencia en una resistencia

Calculo de la potencia en una resistencia de valor R alimentada con

corriente alterna: o — ~
5 — VT = RT* = R[I2.

Esta potencia se puede expresar también haciendo uso de la tension:

- \~/>(< _|\~/|2
S—V'<R>—R-
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.3 Potencia en un condensador

Considerando la impedancia compleja de un condensador, la relacién

entre tensidon y corriente se escribe como:

- - 1~ 7
V=—-"1I=—I/—-.
jCw Cw 2

Para una corriente arbitraria, la potencia se escribe como:
1

e~
— = ==l
Cw‘

= V=
s jCw

Se puede derivar una expresion similar en funcién la tensién:

5= VI =V (jcwl) = —jcuw| V.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.4 Potencia en una inductancia

Para una inductancia en corriente alterna, la relacién entre tensién y
corriente es: N 3 o
V =jlwl = Lwl/—.
2
Dada cierta corriente, la potencia se expresa mediante:
- |2

~ ~ o~ e ~ |V
= U = LTl = jluwfip =7
Lw
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.5 Potencia en una impedancia compleja

Dada una impedancia equivalente Z, se puede expresar la potencia
consumida por esta carga como:

§— U = 771 = ziP.

Descomponiendo la impedancia compleja, se obtiene:
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.5 Potencia en una impedancia compleja

Con la tensién y la impedancia Z de un elemento se puede obtener la
potencia de forma analoga:

e A A
5=Vi _v<z> =V =5

Se obtiene asi la potencia compleja, aunque esta vez aparece el
conjugado del fasor de la impedancia compleja Z* en el célculo.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.5 Potencia en una impedancia compleja

Determinar la potencia en cada elemento y la potencia compleja de la
fuente de alimentacién del circuito de la figura siguiente. Datos del
problema: R = 1012, L = 10mH, C = 200uF, V = 1040V y f = 50Hz.
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.6 Mejora del factor de potencia

~n

Compania

| <l+
~n

Eléctrica

La impedancia equivalente del motor se escribe como:

Z = 2|4y,
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.6 Mejora del factor de potencia

I

o+
V’\) (G — Z

La corriente | se descompone ahora en una corriente /- del elemento
capacitivo y una corriente /7 de la carga. La potencia del sistema total
se puede escribir como:

S U = V(L 4+ Tp) = VT4 VT5 = & + 5s.

La potencia del condensador es reactiva (5. = jQ.), la potencia total

es:
S=5.4+5,=P;+j(Qz + Qo).
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.6 Mejora del factor de potencia

El nuevo factor de potencia con la correccién se escribe como:

[ P,
for = cos(py) = 151 \/P2 Qz+Qc) (3)

La nueva potencia (activa y reactiva) se pueden expresar en funcién de
la carga compleja Z como:

- . - 1%
=V =Z|l;? ="V,

SZ 7 | | ‘Z‘
P |V] L cos(¢)
Z = = Pz

Z|
sz\\"/Fism(w)

1Z|
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.6 Mejora del factor de potencia

visualizacién en un diagrama de fasores

Despejando Q. de la ecuacién del factor de potencia, aparece la
potencia reactiva del condensador necesaria para obtener un factor de

potencia f,:

—7

/
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.7 Maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia

Dado un circuito lineal representado por su equivalente Thévenin,
podemos encontrar una condicién sobre una red pasiva conectada a
este equivalente para que la potencia transferida de uno a otro sea
maxima.

Zih

1
| I

[«5)
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.7 Maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia

Establecemos la condicién de maxima transferencia, es decir vamos a

calcular Z que optimiza la potencia transferida por la carga. Primero
se calcula la potencia activa de la carga Z = R + jX:

= 7

P=R{Z}IP? =R '—'

(2}1P = R| 52

Los valores de R y X van a determinar la potencia transferida,
tenemos que buscar para qué valores ocurre este maximo:
2
=0

z oP 9
)= Bl
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.7 Maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia
Dado Z = R+ jX y Zi, = Ry + jXin tenemos:

op _ 9 R |Ven|? _
OR ~ OR (R + R2 + Xen + X2

2 Ben T RV + Xon + X)? = R- 2R + R) _
((Ren+ R)2 + (Xen + X)2)°

Llegamos a la condicién:

= ’ 0

(Reh + R)? + (Xen + X)> = R-2(Rpy + R) =0
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna
2.4.7 Maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia

Buscamos el valor de R y X que cumplan con la condicién:

R R+ G X
Repetimos el calculo para X y obtenemos:
X = —Xin

Llegamos a la conclusién:

Hrpsrs = 7% (4)
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2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.7 Maxima transferencia de potencia

maxima transferencia de potencia

La potencia transferida es:

p o Réptim0| Vth‘z o | \N/th|2 (5)
5ot = =
opmme (Rth + Réptimo)2 4R6ptimo

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 26 /1



2.4 Potencia en sistemas de corriente alterna

2.4.7 Maxima transferencia de potencia

5— j20 2_ 2
J 211 1- oA

+
3+j2V@ 3410

Ejemplo:
Calcular el valor de Z que optimice la potencia de salida
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2.5 Comportamiento en frecuencia

Cuadripolos

Dos polos corresponden a una tension de entrada, y los otros dos a
una tensién de salida.

Vin | Cuadripolo| Vou

m Nos centramos en las tensiones de entrada Vj, y de salida V.
m Suponemos el sistema LTI: “Linear Time Invariant”

m Estudiamos el sistema en régimen arménico: la senal de entrada
sélo es sinusoidal con una frecuencia.
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2.5 Comportamiento en frecuencia

Funcién de transferencia
Andlisis en frecuencia con el método de Bode:

m Analizar la relacién entre la entrada y la salida de un sistema
lineal dada una excitacion en forma de onda sinusoidal de cierta

frecuencia.
m Esta relacion se llama funcion de transferencia.

m Se estudian la entrada y salida en régimen sinusoidal permanente:
es decir en régimen de fasores.

H(jw) = ==

Vout
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2.5 Comportamiento en frecuencia

~n

o 1 o
. .
R
K’
VO@ cC”_—
1
Zeq:R‘i‘Zc:R‘i'E,
. V4 V.
VC: 04c 0
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2.5 Comportamiento en frecuencia

V. Wz, Vo
€ Zg 14jRCw

En esta ecuacién aparece la dependencia de la tensién V¢ con la
frecuencia angular w. Tenemos los dos casos limites conocidos para la
frecuencia:
m Para w — 0: Ve ~ Vp, lo que supone que el circuito no tiene
influencia en absoluto en corriente continua.

m Para w — oco: V¢ — 0, lo que supone que el circuito corta toda la
tensién de entrada poniendo a cero la salida.
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2.5 Comportamiento en frecuencia

Funcién de transferencia:

Ve 1
H j - = =
) = 30 = T jRCw
Médulo: 1
|H(jw)| = —F——.
1+ (RCw)?

Fase: La fase se expresa mediante:

1

arg(H(jw)) = arg (l—i—JRCw) = —arg (1 + jRCw) = atan(—RCw).
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2.5 Comportamiento en frecuencia
0

e
o
T

20 log([H])
&

_60 i R N R B B | i R N S S S A | i R N S S S A | i R S T R S
10" 10> 10° 10* 10°

Modulo en dB nos da la dependencia de la ganancia con la frecuencia:
[H(jw)lar = 20logo(|H(jw)]) = 20 log1o(1) — 10logiq(L + (RCw)?)

Casos limites:

m En bajas frecuencias (w << 1), la ganancia es unidad, es decir
0dB.

m En altas frecuencias (w >> 1), la ganancia depende basicamente
del término: —20 log;o( RCw). Cuando se multiplica la frecuencia
por 10, la caida de amplitud es de 20dB. En esta zona se dice que
el la amplitud cae 20dB por década.
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2.5 Comportamiento en frecuencia

0

o)

© -0.5F

[ .

— -

T

S -L5-

_

© 2 i R R i R R i R R i
10" 10° 10° 10* 10°

f(Hz)

La fase se expresa mediante:

. 1
arg(H(j )) = arg <1+JRCw

Al igual que el caso anterior, los dos casos significativos son:

) = —arg (1 + jRCw) = atan(—RCw).

m En bajas frecuencias (w << 1), la diferencia de fase va a ser
practicamente nula.

m En altas frecuencias (w >> 1), la diferencia fase va a tender a
—7/2.
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3.1 Fundamentos de la corriente trifasica

Definicién

Un sistema trifasico tiene tres magnitudes eléctricas sinusoidales con:

m la misma amplitud
m la misma frecuencia
m fases distintas.

Un ejemplo genérico de sistema de tensiones trifasico a, b y ¢ se puede
escribir como:

Van = %49, (1)
Vir = Vo (0 — 27/3), (2)
Vi = VoL (6 + 21/3). 3)

v
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3.1 Fundamentos de la corriente trifasica

Caracteristicas

Sentido directo/indirecto:
(] V(m — f/}m — Vcn o sentido directo de las fases.
m El sentido indirecto consiste en la secuencia V,,, — V., — Vi,

Siempre se mantiene la diferencia de 27 /3 entre fases, pero el orden de
asignacion de este desfase puede variar.

Ven

Vin
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3.1 Fundamentos de la corriente trifasica

Relaciones importantes:
van + ‘Zm + ‘7;:11 =
(4)
Ven
Vin
4/7
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3.1 Fundamentos de la corriente trifasica

Generador en triangulo

Es posible obtener un sistema trifasico con tres generadores dispuestos
en triangulo:

1,
N,
>
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3.1 Fundamentos de la corriente trifasica

Aspecto temporal de las tensiones

200 f;

100

Voltaje (V)
[en)

-100

-200

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 6/7



3.1 Fundamentos de la corriente trifasica

Conexiones entre generadores y cargas trifasicas

Posibles casos de conexién entre generadores y cargas:
m Y-Y.
m Y-A.
m A-Y.
m A-A.
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3.2 Conexion en estrella

Conexion en estrella

Conexién estrella-estrella

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 2/11



3.2 Conexion en estrella

Conexion en estrella: definiciones

En la figura anterior se observan numerosas tensiones e impedancias
que pasamos a detallar:

® Vi, Vin, Ven son las tensiones del generador y se corresponden
con las tensiones simples.

(] fa, fb, fc son las corrientes de linea. El desfase entre ellas
también es de 27/3.

B 7., Zip, 2. son las impedancias de linea. Al ser el sistema
equilibrado son las tres iguales.

m Z,, Zy, Z. son las impedancias de la carga trifasica. En el caso
equilibrado las tres impedancias son iguales.

m Van, Ven, Von son las tres tensiones de la carga trifasica.

m [, y Z, son la impedancia del neutro y la corriente que circula
por este cable.
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3.2 Conexion en estrella

Conexidn en estrella: otra representacion
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3.2 Conexion en estrella

Circuitos equilibrados

Cuando el circtuito tiene simetria entre las tres ramas a, b y c del
circuito tenemos un circuito equilibrado. En este caso:

Zig = Zpp = Zyc

Uin = e = Yo

La circulacién de corriente en el neutro es nula (aplicamos Milmann
entre los dos nudos del circuito).

L+, +1I.=0.
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3.2 Conexion en estrella

Conexidn en estrella con circuito equilibrado
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3.2 Conexion en estrella

Equivalente monofasico del circuito trifasico

m Aprovechamos la simetria del circuito para centrarnos Ginicamente
en una rama del circuito.

m Al tener un circuito equilibrado, tenemos los neutros del
generador y de la carga al mismo potencial.

a 1 A
=
5 + Ia Zla
Van Za
ne o [\
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3.2 Conexion en estrella

Equivalente monofasico del circuito trifasico

~ Van
Io=——
Lo+ 2y
A partir de esta corriente se deducen las otras corrientes de linea,
sabiendo que el desfase entre ella es de +27/3.

= |1a|26. (1)
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3.2 Conexion en estrella

Tensiones de linea

Centramos nuestra atencién en la diferencia de potencial entre dos
lineas del lado del generador. Por ejemplo V.

Vb = Van — Vi = Vo 20 — VoL—27/3 = Voel® — Vo 327/3 = | .

Vap = V3Vo L7 /6.

Llegamos a una conclusién importante sobre la relacién entre Van y Vib
Vs = V3Vo L /6 = \/3Van L7 /6. (2)

Una vez que tenemos el fasor Voo, podemos hallar Vie y Vea.

Voe = V3V L7 /6
Vea = V3Vesm/[6
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3.2 Conexion en estrella

Tensiones de linea

Vizualimos la suma en un diagrama de fasores:

Secuencia Directa Secuencia Indirecta
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3.2 Conexion en estrella

Equivalente entre generador en tridngulo y generador en estrella

m Tenemos una férmula que permite pasar de las tensiones entre
dos lineas a y b a una tensién de fase a a neutro n.

m Dado tres fases a, b y ¢ podemos poner un generador en estrella o
en triangulo que produciran las mismas corriente en las lineas a, b

y c. )
I,
a
\ n
L C
C’;Z@
>—eh
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3.3 Conexidén en triangulo

Podemos conectar un generador en tridngulo a una carga en tridngulo:
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3.3 Conexidén en triangulo

Conexion A-A

La hipétesis del sistema equilibrado se mantiene, concretamente:

ZAB = ZBc = Zca (1)
Zig = Zip = Zje. (2)

Observando la figura anterior, se puede notar dos diferencias
importantes respecto de la conexién Y-Y:

m Las tensiones de linea se corresponden con las tensiones de los
generadores, Vip, Vie Y Vea.

m Las corrientes de linea (1,4, Iyp € I.c) son diferentes de las
corrientes de los generadores (Iyp, Ipe € Icq)-
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3.3 Conexidén en triangulo

Conexion A-A

Se pueden obtener las corrientes de linea mediante las leyes de
Kirchhoff, eligiendo ¢ = 0 sin perder generalidad:

Ip=1Iy — Iy =Io/—21/3 — 0= ...
Io(=1/2 = jv/3/2 = 1) = /381y =57 /6 = \/3IpL—4n /6 — /6 = | ..
- =3Iy /7 /6.

En conclusién, las corrientes de linea tal como I 4 estan en retardo de
7/6 (o de 30 grados) respecto de las corrientes del generador en
triangulo (como I,;) y con una amplitud mayor en v/3:

Ia=3I/—7/6.
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3.3 Conexidén en triangulo

Conexién A-A

I(’,(l
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3.3 Conexidén en triangulo

Equivalente monofasico

Primero se transforma el generador en su equivalente estrella:
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3.3 Conexidén en triangulo

Equivalente monofasico

Luego se transforma la carga en su equivalente estrella:

\ 29

1
| S|

Zy = Zp/3
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3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

I, A

a
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3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados
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3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

Equivalente generador A — Y
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3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

Equivalente generador A —Y

|

Vao =By — By = Egp — Zop1
‘N/})c = Eb - Ec = Ebc - ZbcI
~ca = ~c - ~a = ~ca - anj

Con la hipétesis simplificadora: E,+ E, + E,. = 0, obtenmos

Eﬂa:vab_vca
~ 3~

7= %c_‘/;zb

B, =

b ] 3~

I _‘/ca_‘/bc

c 3
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3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

Equivalente generador A — Y

Con la otra hipétesis simplificadora: I = 0, obtenmos

Ey=E,— E,
Ebc = Eb - Ec
~ca = ~c - ~a

Las impedancias de las fuentes de transforman usando el teorema de
Kennely.

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 6/9



3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

Analisis del circuito Y — Y de cuatro hilos.

Siendo un circuito de dos nudos calcumos Vj,, con Millman:

Fq 4 Ey 4 E.
Zga+Ziat+Za Zogp+Z1p+2B Zget+Zic+Zc
1 1 1 1
Zga+Zia+Za + Zogp+2Z1p+2p + Zget+Zic+Zc + ZnN

‘N/Nn =

Después usamos Kirchhoff para hallar las corrientes:

Fo_ Ea - VNn

¢ Zga“‘Zla +ZA

IN _ Eb - VNn
Zgp+ Zipp+ Zp

F Ec - VNn

cngc+Zlc+ZC

AV ) Fisi Aplicad: la-} i C 2022-2023 o4




3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

Transformacién de impedancias trifasicas

2Q 10
—1{ 1 L T

40 50
— 1 L

10Q2

62 0

—1{ 1 * I
20 D 50 D 20
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3.4 Circuitos trifasicos no equilibrados

Caso de estudio: conexién ¥ — A

a L, A
o9
+ & {;
~) 100V N 2
N 2
»
DY)
%Q‘ X - .
79, 30 | 1— 4100
b K- C )
Iy
1 >
L 1 =
24 j0
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

La evolucion temporal de la tensién y de la corriente para un sistema
equilibrado en estrella se escribe:

Van(t) = Vi sin(wot) (1)
Vin (t) = Vi sin(wot — 27/3) (2)
Ven(t) = Vip sin(wot + 27/3). (3)
I,(t) = Ly, sin(wot + ¢) (4)
Iy(t) = Iy sin(wot + ¢ — 27/3) (5)
I.(t) = I, sin(wot + ¢ + 27/3). (6)
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

La potencia instantanea suministrada a la carga en todo momento se
escribe como:

P, (t) = Van(t)14(t) = Vi sin(wot) Ly, sin(wot + ¢) (7)
n(8)Ip(t) = Vi sin(wot — 27/3) Iy, sin(wot + ¢ — 27 /(B)
n(t)1:(t) = Vi sin(wot + 27/3) Ly, sin(wot + ¢ + 27 /(D)

Podemos observar que la suma: P(t) = P,(t) + Py(t) + P.(t), cuyo
resultado es:

Pu(t) = Palt) + Py(t) + Pelt) = 377 cos( o)
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Potencia compleja

Se ha definido la potencia compleja para un sistema monofasico
mediante un fasor. Del mismo modo, para un sistema trifasico se puede
definir una cantidad compleja equivalente. Para una carga equilibrada:
Vinl
P =3-""cos(y) (10)
Vil
Q = 3" sin(p) (11)
S=P+3jQ (12)
Vil
S| =35 (13)
S = 3VI* (14)

con V,,, e I, las amplitudes de las ondas de tensién y corriente.
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: 4 lineas

= W2 o
v L
. =
L W5 =
Ce 2 P> 3]
= @)

v
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: 4 lineas

Cada vatimetro produce una lectura:

W1 = Vanlg cos pq
Wa = Vil cos gy
W3 = VcnIc COS @c
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: 3 lineas

S h@ﬁ
S h@ﬁ

Carga trifasica
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: 3 lineas

Cada vatimetro produce una lectura:

Wi = Re{V oI}
Wy = Re{V,oI}'}
W3 = Re{ffcofz}

Dado:

Tenemos

Wi + Wa + Wi = Re{Von I + Vi I} + Vo I}
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: : método de los dos vatimetros

S :w@ﬁ

Carga trifasica
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: método de los dos vatimetros

Para el caso de un circuito equilibrado:

Wi = Re{V, I}
Wy = Re{Vi I}}

Dado:
Vac = f/cm - ‘7071
f/bc = ‘N/Em - ~cn
fa Sl ~b oS ~c =0
Tenemos

Wi+ Wy = 1%6{‘71171[”< - ‘N/cnf* + ‘N/bnig - ‘N/cnfl;k}
= Re{VinIs + Vinli + Ven (I3 — )} = Pr

A ) Eisica.Aplicada.a.la.l Curso.2022-2023, 104124




3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: método de los dos vatimetros

Suponemos f/,m = V /0V como referencia de fase e I, = 1ZpA,
obtenemos V,;, = /3V £30° y

Wi = Re{VooI'} = Re{—V/3V £150° - I/ —¢} = V3V 1 cos(—30 — ¢)
Wy = Re{VjoI} = Re{\/3V£—90° - [L—p + 120} = V3V I cos(30 —

Tenemos

Wi — Wy =\/§VI(COS 30cosp —sin30sinyp) ...
—V/3VI(cos 30 cos ¢ + sin 30sin )
= — 23V Isin30sin¢ = V3V Isin—p = Qr/v3
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3.5 Potencia en sistemas trifasicos

Medida de potencia: método de los dos vatimetros

Un circuito equilibrado trifasico absorbe una potencia de 30kW con un
factor de potencia de 0.8 inductivo. Deducir las lecturas de W7 y Wy
de los dos vatimetros.
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4.1 Introduccion

Distribucién de energia

Generacion Transporte
L L

[ eneia mecinica EPEclcrica Il |

Energia

Primaria AT.

Generador Transfo. 138-765kV
Elevador
Usuario
Usuario Transfo. M.T. Transfo. AT.  Transfo.
230-400V distrib. 4-35KV  reductor 35-138KV ' reductor

Aspecto global de una cadena de distribucién de energia.
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4.2 Ferromagnetismo

Aspectos magnéticos de la materia
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4.2 Ferromagnetismo

Aspectos magnéticos de la materia

Llamando al campo externo B, y al campo total By, podemos
escribir la relacién entre los dos valores de campo:

Br = Bext + Bmat-
Para un material lineal:
Bt = Beyt + Bmat = Best + XmBext = Beat(1 + Xm)-
Definimos la permeabilidad relativa.

pr =14 Xm.

(1)

(2)

(3)
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4.2 Ferromagnetismo

Aspectos magnéticos de la materia

Para introducir este pardmetro p en la Ecuacién (2), definimos la
excitacion magnética H:

Bea;t = /J,()H. (4)
De tal modo que la Ecuacién (2) se transforma en:

Br = uH. (5)
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4.2 Ferromagnetismo

Aspectos magnéticos de la materia

m Al campo “externo” se le llamara excitacion magnética.

m El campo total Bt se llama induccién magnética o densidad
de flujo magnético.

Relaciéon entre la excitacién magnética H, la induccién magnética B
en un material lineal:

B = poprH, (6)
Unidades:
m La permeabilidad: [H-m~!].
m La excitacién magnética, H: [A-m~!] en el SI,

m La induccién magnética en Tesla [T] o a veces en Gauss [G]
(1T = 10000G).
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4.2 Ferromagnetismo

Nombre Composicién % Saturacién (G) Perm. Resist. u$2.cm
78 Permalloy 78,5 Ni 10500 70000 16
MoPermalloy 79 Ni, 4,0 Mo 8000 90000 55
Supermalloy 79 Ni, 5 Mo 7900 900000 60
48 % nickel-iron 48 Ni 16000 60000 45
Monimax 47 Ni, 3 Mo 14500 35000 80
Sinimax 43 Ni, 3 Si 11000 35000 85
Mumetal 77 Ni, 5 Cu, 2 Cr 6500 85000 60
Deltamax 50 Ni 15500 85000 45
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4.3 Circuitos magnéticos

Ejemplo de circuito magnético

A A A

/\/\)/\/\
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4.3 Circuitos magnéticos

Fuerza magnetomotriz

Integral de Ampére sobre el contorno:
/ H.dl— NI 7)
!

Hl=NI=7F, (8)

donde F es la fuerza magnetomotriz, corresponde al producto N1.
Es la “fuerza magnética” que genera la excitaciéon magnética H, y su
unidad es el Amperio-vuelta [Av].
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4.3 Circuitos magnéticos

Ley de Hopkinson

Por otro lado, la induccién magnética B se relaciona con esta fuerza F
gracias a la Ecuacién (6):

Fonr=m=2L (9)
o

& =B-dS = NBS, (10)

y su unidad es el Weber [Wb]. Introducimos esta expresién del flujo en
la Ecuacién (9):
l
F=——0. 11
5 (11)
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4.3 Circuitos magnéticos

Ley de Hopkinson

Esta dltima expresidn establece una relacién entre flujo magnético y
fuerza magnétomotriz que se generaliza con la ley de Hopkinson:

F=TR®, (12)

donde R es la reluctancia del circuito magnético. la reluctancia para
un circuito magnético lineal sin pérdidas se expresa como:

R=gm (13)

v

A.Wagemakers « Fisica Aplicada a la Ingeneria » Curso 2022-2023 11 /16



4.3 Circuitos magnéticos

Relacion flujo corriente en el ciruito magnético estudiado

Se puede escribir el flujo magnético en funcién de la corriente I que

alimenta el devanado:
NS,uI

l
Si consideramos el flujo total ®p en la bobina, debemos multiplicar N
veces el flujo anterior? y obtenemos:

o — (14)

N2§
p=— a3 (15)

“Este corresponde a una seccién del circuito y podemos asimilar la seccién del
material con la seccién de la bobina.
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4.3 Circuitos magnéticos

Analogia circuitos eléctricos/magnéticos

Electricidad

Magnetismo

Corriente A
Fuerza electromotriz V'
Resistencia Q2

Flujo Wb
Fuerza magnetomotriz Av
Reluctancia Av - Wb~!
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4.3 Circuitos magnéticos

Ejemplo de circuito magnético

VAN AN AN

v v v v

=+

S1,h

//

N

Sa,la S3,13

F—R1P1 —Ra®2 = 0.
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4.3 Circuitos magnéticos

Ejemplo de circuito magnético
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4.3 Circuitos magnéticos

Ejemplo de circuito magnético

Calcular los flujos magnéticos en el circuito magnético de la figura
siguiente, cuando los pardmetros del circuito son: I; = I3 = 10cm,
ly = 4cm, S; = Sy = S5 =81 -10"*m?, u, = 40000, I = 40mA,
N = 500.

1]
<\>
I
7
p
/ | \
Slall SQaZQ S37l3
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4.4 Magnetizacion no lineal y saturacion del
circuito

Relacién entre flujo y excitacion magnética

k'"]\!
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4.4 Magnetizacion no lineal y saturacion del
circuito

Curva de magnetizacién estética

1,5
E 170 o
Q
0,5} E
’ — Acero al carbono
~—  Hierro gris
~—— Hierro fundido
0 01000 2000 3000 4000 5000 6000
H (Av/m)
.
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4.4 Magnetizacion no lineal y saturacion del
circuito

Calculo del punto de trabajo

o

|
//

1,5 4
—
E10 /
Q
_~Recta de carga
0,5

~
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
H (Av/m)

B
/ Hdl=H,l+Hh=H,l+—h=NI.
C Ko
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4.5 Pérdidas de energia del circuito magnético

Pérdidas por histéresis

EEEREE

NN
A

==~
SRS P
INENHER
HRNSHEESN
ERNEERE
= ' [ 27 t
'
'
= EE :
== === ' ' '
'
'
SRR
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4.5 Pérdidas de energia del circuito magnético

Pérdidas por histéresis

Las pérdidas totales en un niicleo se establecen en funcién de la
frecuencia del ciclo y del volumen del material:

Pyis = fVnBLS., (1)
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4.5 Pérdidas de energia del circuito magnético

Pérdidas por corrientes de Foucault

A
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4.5 Pérdidas de energia del circuito magnético

Pérdidas por corrientes de Foucault
El valor de la potencia disipada depende:
m del volumen V,
m de la intensidad maxima del campo B4z,
m de la frecuencia f,
m de la conductividad del metal o.
La potencia disipada en una ldmina de espesor a y de volumen V es:

2
™
Pf = Fva2f2Bgmazo-' (2)

v
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4.5 Pérdidas de energia del circuito magnético

Pérdidas de hierro
Las pérdidas totales del circuito magnético se van a estimar sumando
las pérdidas por histéresis y por corrientes de Foucault:

Py = Pyis + Py = aBLS, + BB2,.., 3)

donde « y 8 constantes que dependen del material. Aproximacién con
a=p0=2:

Ph:PhiS+Pf :aanaw—{_BB?naw = (a+IB)B72na:v‘ (4)

v
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4.6 Modelo de circuito magnético

Modelo de circuito magnético
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4.6 Modelo de circuito magnético

Modelo de circuito magnético

m La relacidn entre el flujo total que atraviesa la bobina y la
corriente se llama inductancia o autoinductancia de la bobina:

_ ®p  NO

r=2-=— (5)

ddr  d(LI dl
S (6)
dt dt dt
m [ es la corriente que permite magnetizar el circuito se la
denomina corriente de magnetizacién [,,.

m Si la tensién V7 es alterna se obtiene la expresién en fasores:

Vi = jLlwly = jXmin. (7)
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4.6 Modelo de circuito magnético

Modelo de circuito magnético

m Célculo de la inductancia equivalente para un circuito magnético

lineal:
_ O N

L
1 I

(8)
(9)

(10)

v
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4.6 Modelo de circuito magnético

Modelo de circuito magnético

m Debido a que en corriente alterna la tensién V; es proporcional al
campo B, las pérdidas del nicleo se van a aproximar por la
siguiente expresion:

PhZPhis—i-Pf:")/H?l’Z. (11)

m Las pérdidas se pueden modelar mediante una resistencia ideal de
valor R;, = v~!. La potencia disipada en esta resistencia vale:

_ %P

P
Ry,

= Ry|I,?, (12)

m La corriente I de la bobina tiene dos componentes:

. nW
I=Iy+1I,=—+—. 13
. » o . ) ht Ry, +jLw ( ))




4.6 Modelo de circuito magnético

Modelo de circuito magnético
I

S’)\n

El modelo equivalente del circuito magnético consiste entonces en dos
elementos en paralelo:

m Una inductancia equivalente de magnetizacién.

m Un elemento Rj;, que modela las pérdidas en el hierro.
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4.6 Modelo de circuito magnético

Modelo de circuito magnético

Este modelo se puede completar con dos efectos adicionales que se
traducen en pérdidas:

m Las pérdidas en el cobre de los cables, que estarian representadas
por una simple resistencia r en serie con la fuente de tension.

m Las pérdidas de flujo magnético.
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4.7 Potencia del flujo magnético

m Vamos a cuantificar cuanta energia puede transformar un circuito
magnético.

m Suponemos primero que la bobina transforma toda la energia de
eléctrica a magnética.

m Consideramos un ndcleo de seccidén S y de longitud media [ con
una bobina de N vueltas envuelta alrededor del circuito
magnético.
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4.7 Potencia del flujo magnético

La tensién inducida en la bobina viene dada por:

do
ind = N—, 14
eina = N (14)
y la potencia instantanea resulta:
dd dBS
P=1Ilepg=IN—=NI—— 1
Cind dt dt (15)

siendo el flujo ® = BS en primera aproximacién. Para una seccién .S
es constante:
Pdt = NISdB. (16)
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4.7 Potencia del flujo magnético

Integrando con respecto del tiempo, se obtiene una expresién para la
energia:

ch:/P‘dt:/NIS-dB:lS/H‘dB. (17)
Con la aplicacién de la ley de Ampére al circuito magnético NI = Hl

y el volumen del circuito Vol =[S, llegamos a la ecuacién que
relaciona energia y campo magnético:

Bma.r
We = VO// H-dB. (18)
0

Wa es la energia almacenada en el volumen Vol cuando el campo
magnético tiene el valor B,,q..
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4.7 Potencia del flujo magnético

Cuando el circuito no es lineal, la energia es proporcional al area a la
izquierda de la curva de magnetizacién multiplicada por el volumen del
material como ilustrado en la figura

T

0 200 400 600 800 1000
H (Av/m)
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4.7 Potencia del flujo magnético

Otro célculo

Existe otro calculo que permite hallar la energia contenida por el
campo magnético:

We =~ [ B-Hdo. (19)
2 ol

En un material no lineal el campo H es una cierta funcién de B, y en
el caso mas general la integral no es inmediata.
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4.7 Potencia del flujo magnético

Material lineal
Considerando el caso de un ntcleo ferromagnético lineal con B = uH,
la ecuacién anterior se simplifica adicionalmente:

Vol B2, Vol
We = —- 2 pH 0. (20)

Estas relaciones vienen a ilustrar tres hechos importantes:

m El campo magnético transporta la energia en el niicleo
ferromagnético.

m Esta energia transportada también sufre la limitacién de la
saturacién del niicleo ferromagnético.

m La energia depende del volumen y, por tanto, de la masa de la
maquina eléctrica. Las maquinas que generan mucha potencia
tendrdn un tamaiio considerable. )
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4.8 Bobinas acopladas

Flujo y propio y comin

5L /\} Z —_] —52_
% +

<
Vi Dy i
¢

m Flujo total:
D) =Dy + Py, (1)

m $qq es la fraccién del campo que se cierra en el aire.
m Py la parte del flujo de la bobina 1 que influye en la bobina 2.

m Este flujo @15 es justamente el flujo comin ®,, a las dos bobinas.
v
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4.8 Bobinas acopladas

Tensiones inducidas

m Tensidn autoinducida en la primera bobina:

do drl
Vi=Nig=Lig @

m Tensién inducida en la segunda bobina debida a la bobina 1 es:

ST
V= Np—=. 3)

m Este flujo total de la bobina 2 es una fraccién k1o < 1 del flujo
total de la bobina 1:

No®13 = k12 N1®1 = kioL1 11 = Mio14,

m M5 es un coeficiente que tiene dimensiones de inductancia.
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4.8 Bobinas acopladas

La tensiéon inducida V5 se expresa como:

dl;
Vo = Mig—. 4
2 127 (4)
La tensién V5 es consecuencia de la influencia de la corriente I3
mediante el acoplamiento magnético Mis.
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4.8 Bobinas acopladas

Alimentamos la bobina 2 y bobina 1 en circuito abierto

m En este caso, se genera el flujo propio @2 creado por la bobina 2 y
un flujo ®21 que influye a su vez en la bobina 1.

m Las tensiones V5 y V] serian:

o
Vi = Mo =gt

: (5)

_ 7. dl
‘/2—L2dt
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4.8 Bobinas acopladas

Flujo y propio y comin

I ~
1 i,

+
—> ®22 é‘}?

T

vV
i

NN
A
v,

|
[j

m Flujo a través de cada bobina:
Q1 = P11 + P12 + Doy, (6)

Dy = Poy + Poy + Dyo. (7)

m ;; que sblo afecta a la propia bobina.
m Flujo ®;; producido por la bobina ¢ que influye en la bobina j.

m El tercer término es la parte de flujo “ajeno” de acoplamiento
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4.8 Bobinas acopladas

Ecuaciones eléctricas

|

dl dly

Vi=Li— :I:Md (8)
dl, dI,

Vo = Lo—2 + ML, 9

2T dt ()

El signo de la segunda contribucién depende del sentido de la corriente
y del sentido del bobinado, y se ha de determinar caso por caso.
Para el régimen sinusoidal permanente:

V1 = lewll ijMwIQ

Vz = ]LQWIQ ijMa)Il (10)
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4.8 Bobinas acopladas

Representacién en circuitos eléctricos

L o E ﬁ\ o Ip Ii o (_>(I>1

; i i s

3 > 3 :

4 P 4 ¢
p. p P ; I
.—(—

I I
MMM-I Q-M,.,.M _rYLwlr\_'(_Il I%,'.mﬁir\_
Ve WS ~ow Tty T
v

Para determinar el sentido del devanado se marca con un punto el
lado de las bobinas de tal manera que las corrientes entrantes
por este lado generan un flujo magnético con el mismo sentido.
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4.8 Bobinas acopladas

Representacion en circuitos eléctricos

Las corrientes contribuyen de forma positiva a las tensiones resultantes:

Vi = jLiwh + jMwly, (11)
Vo = jLowls + jMwly.

v
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4.8 Bobinas acopladas

Representacién en circuitos eléctricos

V1 = JLlwlz + JMwlz, (12)
‘/2 = jLQUJIQ +]Mw[2.
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4.8 Bobinas acopladas

Representacion en circuitos eléctricos

j fz ot "
'lew
+ M\ +
() z.== "M,
ngw
R

‘:/1 = jLMI:z - jMCUI:2,

‘/2 = jLQWI2 — jMCL)IQ. (13)
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4.8 Bobinas acopladas

Resumen de casos

fl I2
+Y jMw  N- i ] )
1% “ Ny Vi = jLiwlh — jMwl,
1 2 = = s
jLiw jLow™) + Vo = jLowly — jMwily

fl IQ

+7 iMw  N-
v ST V- Vi = jLiwl) + jMwly
e ] ? Vo = jLowly + jMwly

jliw jLow )+
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4.8 Bobinas acopladas

Resumen de casos

fl I2
+Y jMw  N- i ] )
1% “ Ny Vi = jLiwlh — jMwl,
1 2 = = s
jLiw jLow™) + Vo = jLowly — jMwily

fl IQ

+7 iMw  N-
v ST V- Vi = jLiwl) + jMwly
e ] ? Vo = jLowly + jMwly

jliw jLow )+
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4.9 El transformador

Acoplamientos electromagnéticos con un circuito magnético

e

o
DANNNN
VVVVVV}

Hipotesis del transformador ideal
1. La reluctancia del circuito es cero (la permeabilidad es infinita).

2. El coeficiente de acoplamiento entre bobinas es perfecto:

M = +/LiLs.
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4.9 El transformador

Relacion de tensiones:

I .c; N o D
¥+ —t+t t
vi BESN MESRE v
R o
E: lewjl—jwag (1)
Voo —jLowls + jMwly
% _ nh-ui, _ [G o
Vo —Lolb+MI Lo
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4.9 El transformador

Relaciones de tensiones

I C—_: ¢ o 2
[ S— =t o+
4} <——:

4 | ——

Vi BE14—T Ny N B Va
4] —

] +—T— —
4—J

Usando la ley de Faraday (descartando las perdidas del ndcleo):

dd

— N, —

=Ny

dd
Vo = No—

2 25

Despejando el flujo:

Vi M

Vo Ny
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4.9 El transformador

Relaciones de corrientes

e

Usamos el modelo del niicleo ferromagnético (descartando las perdidas

del niicleo):
Fi—R®—-F,=0

Por hipotesis R ~ 0:
Fi1=F1

NI = Nzl
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4.9 El transformador

Relaciones del transformador ideal
L N 1

L N m

Vi M

N N
5=,

No hay perdida de potencia en el transformador ideal.
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4.9 El transformador

Reduccién al primario del transformador

I
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4.9 El transformador

Modelo completo del transformador
JX1

& %

2 Py -
Y
+
71 Xm m2Z mVs
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