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Problemas computacionales
y algoritmos
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Problema computacional

@ Objeto matematico que representa una conjunto de preguntas
que queremos resolver (con la ayuda de computadoras)

@ Usa precondiciones y postcondiciones para describir las salidas
o acciones adecuadas para unas entradas (instancias) validas

@ El enunciado especifica la relacién entre las entradas y las
salidas

@ Una instancia del problema define las entradas necesarias para
calcular la solucién del problema

@ Pueden verse como colecciones (a menudo infinitas) de
instancias, junto con las soluciones a cada instancia

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problemas computacionales

Ejemplo: problema de ordenacion

o Entradas: una secuencia de n nimeros (a, as, ..., an)

@ Salidas: Una permutacién (reordenacién) (a, a5, ..., a),) de la
secuencia de entrada tal que 2} < a, < .- < a]

@ Una posible instancia (entrada): (3,14,7,1,8,12)
@ La solucién (salida): (1,3,7,8,12,14)
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Tipos de problemas computacionales

Matematicos o légicos (funciones)
De decisién (salida binaria/booleana)
De ordenacién

De bisqueda

Combinatorios

Optimizacién

Geométricos

Sobre grafos

@ Sobre cadenas

Algunos problemas pueden pertenecer a varias categorias

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URIJC 6 /62
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Algoritmo

@ No hay una definicién formal aceptada de “algoritmo”

@ Procedimiento, conjunto de instrucciones, “receta”, etc., que
define una serie de pasos, bien definidos, tales que lleven a
obtener las salidas adecuadas para un conjunto de datos de
entrada

@ La secuencia de pasos no tiene por qué ser determinista

@ Un algoritmo es correcto si para cada instancia de entrada
para con el resultado correcto

@ En ese caso, decimos que el algoritmo resuelve el problema
computacional

@ Algoritmos incorrectos también pueden ser utiles, si el error
que cometen puede ser controlado
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Algoritmos segun su implementacion

@ lterativos/recursivos

e Todo algoritmo iterativo se puede expresar de forma recursiva
y viceversa

o Logicos

o Los algoritmos son procesos de deduccién légica controlada

@ En serie, paralelos o distribuidos

o Los algoritmos paralelos o distribuidos dividen los problemas en
subproblemas que son tratados en diferentes procesadores o
maquinas, para posteriormente combinar los resultados

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Algoritmos segun su implementacion

@ Deterministas o no deterministas
o Deterministas: siempre toman la misma decisién en cada paso
del algoritmo

o No deterministas: utilizan algin grado de aleatoriedad para
tomar decisiones. Emplean heuristicas, generalmente derivadas
del conocimiento humano para tomar mejores decisiones

@ Exactos o aproximados

o Exactos: alcanzan la solucién exacta

o Aproximados: buscan una solucién que se aproxime a la
verdadera. Son dtiles para problemas duros o intratables
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Algoritmos segun el paradigma de diseno

@ Divide o vencerds

@ Fuerza bruta o exhaustivos

o Backtraking o “"vuelta atras”

@ Algoritmos voraces

@ Programacién dindmica

e En la asignatura “Algoritmos avanzados”

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 10 / 62
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Algoritmos a partir de propiedades matematicas

@ Algoritmo de Euclides

e Maximo comun divisor de dos niumeros naturales

e Hay dos versiones:

n sim=20
medl(m,n) = ¢ mcdl(n, m) sim>n
med1(m,n — m) si(m<n)y(m=#0)

n sim=0

med2(m, n) = { med2(n%m, m) sim#0

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 11 / 62
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Algoritmo de Euclides - Demostracion mcd1l

n sim=20
mecd1l(m,n) =< mecdl(n, m) sim>n
med1l(m,n— m) si(m<n)y(m#0)

@ Supongamos que m < n (en caso contrario el propio algoritmo
intercambia los pardmetros)
@ m=az,n=bz,cona<b
@ z son los factores primos (maximo comin miltiplo)
@ ay b no comparten factores primos
@ Hacemos b=a-+ ¢
@n=bz=(a+c)z=(a1-akta--c)z
@ No se puede sacar factor comdn. Si se pudiera seria otro factor de z.
@ a, ¢ no comparten primos
@ Por tanto, dado que z = mcd1(az, bz) = mcdl(az,cz),y c=b—a
tenemos:

med1(m, n) = mcdl(az, bz) = mcdl(az, cz) = medl(m, n — m)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 12 / 62
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Algoritmo de Euclides - Demostracion mcd?2

n sim=0

med2(m, n) = { med2(n%m, m) sim#0

@ Supongamos que m < n (en caso contrario el propio algoritmo
intercambia los pardmetros)

@ m=—az, n=>bz,cona<bh

@ z son los factores primos
@ ay b no comparten factores primos

@ Hacemos b = ac + d, donde c y d son el cociente y el resto de b/a

@ avy d no pueden compartir factores, de lo contrario serian también
factores de b

@ Por tanto:

z = mcd2(az, bz) = mcd2(dz, az) = mcd2(m, n) = mecd2(n%m, m)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Introduccion a las clases
de complejidad computacional
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Eficiencia en tiempo y espacio

@ Escogeremos algoritmos con menor complejidad
computacional

o Coste polindmico

@ 1 (constante), logn, n, nlogn, ...

o Coste mayor que polinémico

e 2" nl, n". ..

@ Notacién también usada para problemas computacionales

o Generalmente, para cualquier instancia de un tamafio dado

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Clases de complejidad

@ Los problemas (de decisién) se pueden categorizar en clases de
complejidad segtn su dificultad computacional

o Clases mas importantes:

o P: resolubles en tiempo polindmico

o NP: resolubles en tiempo polinémico mediante un algoritmo
no-determinista

o NP-completos: Los mas dificiles de NP

o NP-duros: Tan dificil o mas que el problema mas dificil en NP

@ Otras:

o EXP: resolubles en tiempo exponencial

o R: resolubles en tiempo finito

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 16 / 62
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P: computable en tiempo polinédmico

! \ | | | 5 Dificultad
f T T T computacional
L P

polinémico
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P: computable en tiempo polinédmico

® O(p(n))

p(n): polinomio (de variable n)

@ Ejemplos:

°

Bisqueda

Ordenacién

Multiplicacién de matrices

Sistemas de ecuaciones lineales

Algoritmo de Dijkstra (caminos mds cortos)
Problemas de programacion lineal

Problemas de optimizacién convexa

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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EXP: computable en tiempo exponencial

EXP-duros
\ \ \ \ ) 5 Dificultad
f T T T T computacional
L P
polinébmico
EXP-completos 4
EXP

1 i
‘ EXP P

| |

computable en tiempo exponencial :

Manuel Rubio Sanchez

Disefio y Andlisis de Algoritmos

URJC 19 / 62



000000800000 00O00000000

EXP: computable en tiempo exponencial

o O(2r(")

e p(n): polinomio (de variable n)

@ Ajedrez en tablero general n x n. Juegan las blancas ; Ganan?
o €EXP, ¢ P
o € EXP-completo

@ Tan dificil como cualquier otro problema € EXP
@ Damas, Go (generales)

@ EXP-duro: Tan dificil o mas que el problema mas dificil en
EXP

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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tiempo polindmico no determinista

EXP-duros
NP-duros
T
L | | | ) > Dificultad
F t T T T computacional
L P
polinémico

NP-completos
\ NP |

"no-determinista" polinémico

EXP-completos

EXP ‘

computable en tiempo exponencial

P =NP?
Problema del milenio

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 21 /62
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: tiempo polindmico no determinista

@ Nondeterministic polynomial time

@ jiiNP no significa “tiempo no polinémico” !!!

@ NP: Problemas de decisién que pueden ser resueltos en tiempo
polinémico por un algoritmo no determinista “con suerte”

@ NP-completo: Los problemas mis dificiles de NP

@ NP-duro: Tan dificil o mas que el problema mas dificil de NP

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 22 / 62
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Algoritmo no determinista “con suerte”

@ Toma decisiones aleatorias (adivina)

o jjSiempre acierta!!

o Si el resultado del problema de decisién es S| (o verdadero)
las decisiones aleatorias conducen a obtener ese Sl

®) O
O/g/»o\ N o
O """"""" ol 4@\)0 Si
®)
o ©) ©)
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Ejemplo: busqueda no determinista

1 Algoritmo busquedaNoDeterminista(A,n,elemento) # 0(1)
2 {

3 j = escojelIndice(); # No determinista 0(1)
4

5 if (A[jl==elemento)

6 {

7 print (j);

8 exito();

9 }

10 else

11 {

12 print (-1);

13 fracaso () ;

14 }

15 }

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 24 / 62
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Ejemplo de problema en NP (y P)

@ Problema: jes posible encontrar
un camino por un laberinto de
tamaiio n x n?

o Se puede resolver en tiempo e =

polinédmico por algoritmo no $ i
determinista con suerte = el % i S
=

problema € NP

@ ;Se puede resolver también por
un algoritmo determinista en
tiempo polinémico? TS

o En ese caso el problema € P

o Recordad: P C NP

o Este problema si estd en P
(Dijkstra)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 25 / 62
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NP: verificacion de soluciones

@ Definicién equivalente de clase NP:

o Un problema de decisién € NP si se puede verificar, en tiempo
polinédmico, si una solucién conduce a un Sl

@ Problema del laberinto n x n

o Podemos verificar, en tiempo polinémico, que una secuencia de
pasos (de longitud < n?) es un camino a través del laberinto

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 26 / 62
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Ejemplos de problemas en NP

@ Tetris

o Te dan una lista de piezas en orden
o ;Podrias sobrevivir?
o Claramente se podria resolver en tiempo exponencial

@ Factorizacién de un entero en producto de nimeros primos
o Fundamental en criptografia

@ Problema (de decisién) del viajante de comercio

o jEs posible obtener una solucién con valor menor que una
cierta cantidad?

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 27 / 62
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Ejemplos de problemas en NP-completo

o Satisfacibilidad booleana (SAT)

o Primer problema demostrado € NP-completo (Cook, 1971)
o Ejemplo: jexisten valores booleanos para xi, x2, x3 y x4 tal que
(x1 V=x3) A (—x2 V x3 V —1x4) sea cierto?

@ 21 problemas NP-completos de Karp (1972)

@ Suma de subconjuntos

o Dado un conjunto de enteros, jexiste alglin subconjunto cuya
suma sea exactamente cero?

@ Problemas de optimizacién

o Problema del viajante de comercio
o Problema de la mochila 0/1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 28 / 62
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Importancia de conocer problemas NP-completos

@ Parecen inocentes

o A veces se parecen mucho a problemas para los que si que
existen algoritmos eficientes

@ Aparecen frecuentemente

@ Soluciones aproximadas
o Un programador no experimentado puede perder mucho
tiempo intentando disefiar un algoritmo eficiente sin éxito

o Si demuestras que tu problema es NP-completo (o NP duro)
puedes recurrir a soluciones aproximadas

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 29 / 62
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Reducciones

@ jCémo demostrar que un problema A es NP-completo?

© Demostrar A € NP
@ Demostrar que es NP-duro

@ Lo mas habitual: “Reducir” un problema NP-completo Q a A

@ Reduccién

e En general: transformar cada instancia de un problema A a
otra de un problema Q, y resolver Q

X

Entrada
para A

T(x)

Transformacion

Entrada
para Q

A 4

Algoritmo para Q

Algoritmo para A

» Si/No

o Si Q NP-completo demostrar que A es tan dificil o mas que Q

o Cada problema NP-completo se puede reducir a los demas

Manuel Rubio Sanchez

Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Reducciones

@ Técnica de disefio de algoritmos
o “Transforma y vencerds”
o ;Se puede transformar un problema en otro que sepamos
resolver eficientemente?
@ Ejemplos
e Camino mds corto por grafo no ponderado

@ Camino més corto por grafo ponderado (p.e., algoritmo de
Dijkstra), dando el mismo peso a todas las aristas

o Camino mas corto considerando productos de pesos
@ Aplicar logaritmos a los pesos
o Camino mds largo

@ Multiplicar los pesos por —1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 31 /62
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Conjetura ;P = NP?

@ Uno de los problemas matematicos del milenio no resuelto
o $1.000.000 (Clay Mathematics Institute)

o jjPoca cantidad!!
o Si existiera (se encontrara) un algoritmo polinémico para
resolver un problema NP-completo = P = NP

@ Opinién mayoritaria: P £ NP

@ P # NP equivale a:
o No puedes implementar la “suerte” al adivinar
o Hay problemas para los que obtener una solucién es mas dificil

que verificarla

URJC 32 /62
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R: computable en tiempo finito

EXP-duros
NP-duros

I
L | | 1 1 > Dificultad
! ' ' ' ' computacional

P
L=
polinémico I
Indecidibles
NP-completos (no computables)
\ NP |
"no-determinista” polinémico
EXP-completos
EXP | R
computable en tiempo exponencial
R (P =NP?
computable en tiempo finito Problema del milenio
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Problemas no computables

@ R: computable en tiempo finito

@ R = “recursivo” (no en el sentido de funcién recursiva que se
llama a si misma)

@ Problemas no computables = indecidibles = no “recursivos”

o No existen algoritmos que los resuelvan
o Ejemplo mas conocido: problema de la parada

o Determinar si cualquier programa va a parar en tiempo finito

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 34 / 62
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Problema de la parada

1 def Termina(p, x): # p es un programa, T sus entradas

2 # Supongamos que resuelve el problema de la parada

3 # Devuelve True si p(z) termina, y False en otro caso
1 def d(w): # w es un programa

2 if Termina(w, w):

3 while True: pass # Bucle infintto

d(w) termina < w(w) nunca termina

1.d(d):
2 if Termina(d, d):
3 while True: pass

d(d) termina < d(d) nunca termina iContradiccién!

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problemas de optimizacion

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 36 / 62
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Problemas matematicos de optimizacion

@ Importante clase de problemas computacionales

@ Maximizar/minimizar una funcién objetivo

o Encontrar las variables (“pardmetros”) donde una funcién
toma su mayor/menor valor

o Las variables deben satisfacer restricciones que definen la
region factible donde se encontrard la solucién

Optimo local

éptilno

Optimo global

-3 -2 -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 37 /62
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Problema de la mochila 0/1

@ Considérese un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p; y un
valor v;, para i =1,...,n, y una mochila con capacidad C, que es
el maximo peso que puede soportar la mochila.

@ Seleccionar el subconjunto de objetos que puedan introducirse en la
mochila, sin sobrepasar la capacidad C, tal que la suma de sus
valores sea maxima.

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 38 / 62
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Notacion matematica

minimiza  fy(x)
X

sujetoa  fi(x)<b;, i=1,....m
@ fy es la funcién objetivo

@ X representa varias variables

@ X no tiene por qué ser un escalar

o fi(x)<b;, i=1....,m son las restricciones

o El propésito es hallar los valores de x que optimicen la funcién

e Un problema de maximizacién se puede convertir facilmente a
uno de minimizacién: cambiando el signo de f,

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 39 / 62
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Problema de la mochila 0/1

n
maximiza § XjV;
S i=1

sujeto a x; €4{0,1}, i=1,...,n

n
Z xipi < C
=il

@ Las variables x; determinan si se introduce el objeto 7/ en la
mochila (x es un vector)

e C, p;, v; son datos del problema (indican una instancia
concreta)

@ Es un problema NP-completo

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problemas lineales

@ fy,..., I, son funciones lineales:
filaxy + Bx2) = afi(x1) + Bfi(x2)

V x1,x2 € R”
Va,feR

@ No lineal, si no cumple lo anterior

@ Los problemas lineales suelen llamarse “problemas de
programacion lineal”

@ Sos estudiados en profundidad por la Investigacion Operativa

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 41 / 62
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Problemas lineales — interpretacion geométrica

@ Funcién objetivo: hiperplano
@ Restricciones: también hiperplanos

o Definen una regién factible (donde debe estar la solucién)

Optimo
_—3
e \
_ \
\
A\
o N
Region \

|
‘
|
I
‘ factible y:
|
I
|
|
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Problemas lineales — algoritmo Simplex

@ Parte de un punto inicial Optimo

o Vértice de regidn factible
(poliedro convexo)
@ Avanza por aristas hasta un
vértice mejor

e Hasta encontrar el éptimo

@ Hay otros algoritmos para
resolver problemas lineales Punto inicial

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problemas convexos

@ fy,...,n son funciones convexas:
filaxi + fx2) < afi(x1) + Bfi(x2)

V x1,x2 € R”
Va,B €0,1], donde aa+ (=1

@ Las restricciones definen un conjunto convexo

@ No convexo, si no cumple lo anterior

Los problemas lineales son convexos

Se pueden resolver en tiempo polindmico

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 44 / 62
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Conjuntos convexos

o Cualquier segmento entre dos puntos del conjunto debe estar
completamente contenido en el conjunto

Conjuntos convexos Conjuntos no convexos

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 45 / 62
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Funciones convexas

Funcién convexa

af(z1) + Bf(z2)
VI
floxy + pz)
Al oxy + By To
filax1 + Bx2) < afi(x1) + Bfi(x2)
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Funciones convexas

Funcién convexa
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Funciones no convexas

Funcién no convexa Funcién no convexa

Pueden tener mdltiples 6ptimos locales

Si el dominio es discreto no tiene sentido hablar de una
funcién convexa

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 48 / 62
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Funciones no convexas

@ Tienen varios éptimos locales

No siempre se pueden resolver en tiempo polinémico

@ Para “resolverlos” se recurre a heuristicas, pero no garantizan
llegar al éptimo global

o Bulsqueda aleatoria

o Algoritmos genéticos

@ Teorema “no hay comida gratis”: ninguna heuristica es mejor
que todas en general

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 49 / 62
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Descenso/ascenso de gradiente

o Gradiente: vector de derivadas parciales de una funcién
@ Indica la direccién de mayor pendiente en un punto

@ Algoritmo iterativo asciende o desciende poco a poco hasta
llegar a un 6ptimo

2 —

—

PEERENNNS

C\

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Descenso/ascenso de gradiente — pseudocédigo

function ALGORITMODESCENSOGRADIENTE()

X+ Xo > Aproximacién inicial
g < calculaGradiente(X) > Gradiente en x
while ||g]| > ¢ do > lterar hasta que el médulo del

> gradiente sea muy pequefio

Xy
4
X!
I
Q
(]

> Actualizar aproximacién en
> direccién del gradiente

g < calculaGradiente(X) > Actualizar gradiente

return X > Devolver aproximacién final

@ Hay muchos mas algoritmos (y mejores)

e Puede no converger o ser muy lento

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 51 / 62
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Introduccion a problemas en
Inteligencia Artificial,
Aprendizaje Automatico

y Ciencia de Datos
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Prediccion - Regresion

@ Predices un valor real

@ Generas un modelo matematico que se ajuste a los datos lo
mejor posible
o ;Qué tipo de modelo?

o jMejor posible en qué sentido?

300
1500

200
1000
>~

100 500

600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X
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Prediccion - Clasificacion
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@ Predices una clase (categoria)

@ Generas un modelo matemdtico que defina fronteras entre las
clases en el espacio de los datos, para separar las clases lo

mejor posible

e ;Qué tipo de modelo y fronteras?

o iMejor posible en qué sentido?

’ X
. X k0
g0 5 " og ek T
S B eof
o @n o

'
'
. %
8%
h %
RS . 5
0 R ’*’fg’g? *
og® oo
o B 9 w0 g e
2 qﬂ:”qm &o
i
[
L o

Manuel Rubio Sanchez
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Prediccion

@ Para estos “problemas” no hay una solucién “correcta”

o Los modelos se crean con unos datos disponibles (de

entrenamiento)
o El rendimiento a la hora de predecir depende de nuevos datos

(de test)

@ No se conoce la relacién entre entradas y salidas
completamente
o No podemos hablar de un “problema computacional”
o Especificarla (matemadtica o I6gicamente) suele ser
complicadisimo
o No podremos elaborar un algoritmo

Disefio y Andlisis de Algoritmos

Manuel Rubio Sanchez



Aprendizaje automatico

@ Construir algoritmos a través de ejemplos

o Caso concreto: reconocimiento de digitos escritos a mano:

00000000 P0OOOCI VOO0
(VAN 2 020N/
2222232222222 2A22
3323333%53>3333333
Y# Y4949 f5dd 9N yy
555855S$S555s585557
L6 6bbobobdé b6l
T79777731TIN12RF7 77
YZ BR8P EPTTEYLC D
499999%949994994499 9

Base de datos MNIST
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http://yann.lecun.com/exdb/mnist/

00000800000

Digitos dificiles
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Técnicas: problemas computacionales concretos

e Enfoque 1: e Enfoque 2:
LI ~ Méximo
,,,,,,,, °
o« ~ . margen
// P ° \\\ 7
K N [ ]
[ e .0 A °
| ot ¢ ' ° °
\ o |/ ° o ©®
\ /
\ ° ° y . °
e . e ’
T : °
K=7 d

K vecinos mds cercanos Mdquinas de vectores soporte

K-NN (K - nearest neighbors) SVM (support vector machines)

@ Hay muchos mas enfoques
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Clustering — agrupamiento

@ La dnica informacién con la que contamos es la posicién de
los puntos (no hay informacién sobre clases)

@ Queremos encontrar una agrupacion o particiéon “razonable”

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Posibles agrupaciones

@ ;Cudl es la agrupacién correcta? No se sabe. ..

o La tarea no esta claramente definida

o Aunque existen medidas de bondad para evaluar la calidad de
una agrupacioén

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Tareas — Problemas — Algoritmos

o Existen “tareas” generales en ciencias e ingenierias que no se
pueden definir como problemas computacionales

@ Para abordarlas se plantean problemas computacionales

concretos

@ Los problemas computacionales se resuelven mediante

algoritmos

/4,\\ //P\ N

’ Alg, ‘ ’ Alg,, ’ Alg 5 ’ Alg,, ’ Alg, ’ Alg,,

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Tareas — Problemas — Algoritmos: Clasificacion

‘ Clasificacién ‘
K-NN SVM
Algoritmo Algoritmo Algoritmo Algoritmo
basico Arboles KD SMO sub-gradientes

@ Hay numerosos problemas y algoritmos alternativos

@ Actualmente las redes neuronales artificiales profundas (deep
learning) ofrecen el mejor rendimiento en muchas tareas

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 62 / 62
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© Fundamentos
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Fundamentos basicos
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Propiedades de potencias

e bl=bp
o =1
@ b *=1/b"

e bXp = btV

(ab)* = a*b*

o (7Y = b7 = (B')"

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 4 /52
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Propiedades de logaritmos

Definicién:  logyx=y = b '=x
e b>0,b#1, x>0

® log,b=1 @ logy(xy) = log,(x) + log,(y)
© log,1=0 @ logy(x/y) = logy(x) — logy(y)
@ log,(x¥) = ylog, x @ log, x = log, x/log, b

@ log,(b*) = x o x'ogsy — ylogyx

o blogra = 5 @ logy,a=1/log, b

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Coeficientes binomiales

e El coeficiente binomial (), con n> m > 0, se puede definir
de varias formas:

1 sim=0on=m

en otro caso

1 ssm=0on=m
("71) + (”71) en otro caso

m—1 m

—~
3

~
|

m

e Son enteros que aparecen en la expansién de (1 + x)"

o Son el nimero de combinaciones de n elementos tomados de
m en m (las formas de escoger m elementos de entre n, donde
el orden no importa)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 6 / 52



Derivadas

Funcién Derivada

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Limites y la regla de L’Hopital

@ Iim — =0
n—oo N

., n
o lim — =
n—oo k

@ lim logyn=o00, sib>1
n—oo

@ limnf=00, sia>0
n—oo

f fl
o Regla de L'Hopital:  lim -\ — i ()
Mog(n) ~ A gl(n)

o Tiene que existir el segundo limite (suele existir)

e Indeterminaciones: 1>, 0%, oc®, 0/0, oo /00, oc?, +00 — oo

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Integrales

@ Asumiendo f(x) = F’(x) (en un intervalo [a, b]), entonces:

° /f(x) dx = F(x)+ C

@ Técnicas de integracién comunes
o Cambio de variable (sustitucién)
o Sustitucién trigonométrica

o Descomposicién en fracciones simples

o Integracién por partes: /u dv=uv— /v du

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



Integrales - Algunos ejemplos

° /dxx
n+1

o/x”dX: x
n+1

o /1dx: In(x)

X

° /ade - |n2)

o /(f(x) T g(x))dx = /f(x)dx + /g(x)dx

° /af(x)dx a‘/f(x)dx

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 10 / 52
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Geometria

@ Producto escalar:

a-b=(ab)=a'b=> ajb=la||b|-cos(a)
i=1
@ Moddulo o norma euclidea:

a| = [lallz = \/&? +--- + a2 = VaTa.

@ Matriz de rotacién R:

Ru R— { cos(t) —sin(t) }

sin(t)  cos(t)

El vector R - u corresponde al vector u rotado t

radianes en sentido contrario a las agujas del reloj

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 11 / 52



Sumatorios
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Notacion basica

@ Definicidn:

Zn:f(i):f(m)+f(m+1)+---+f(n—1)+f(n)

@ No depende de la variable contadora:
> )= f()
i=m j=m

@ Suma en sentido contrario:

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Propiedades basicas

n
021:1+1+~-+1+1:n
=1

n veces

n
° Zk:k+k+---—|—k+k:kn
=1

n veces

° Zk:k+k+..-+k+k:k(n—m+1)

n—m+1 veces

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 14 / 52
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Propiedades basicas

@ Operador lineal:

o > (F()+a() Z +Zg
° z”: kf(i) = kz (i) Factor comdin

@ Convencién:

o Y f()=0 sim>n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Suma de los primeros n naturales

Demostracion:

S(n) = 1 + 2  + + (n—1) + n
S(n) = n + (n—-1) + - + 2 + 1
25(n) = (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1)

25(n) = n(n+1) = S(n) =

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 16 / 52
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Suma de los primeros n naturales

Demostracién visual:

2S(n)
S(n) n
1, n+1
-
S(n) n
25(n) = n(n+ 1)
-
n
S(n) = n(n2+ 1)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Suma de los primeros n impares

Demostracién:

zn:(2i—1) = anzi—zﬂ} = 2Zn:i—n
i=1 i=1 i=1 i=1

Demostracién visual:

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 18 / 52
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Suma de los primeros n impares

Demostracién visual alternativa:

2n-1+1=2n

Andlogamente:

5(’7) = 1 + 3 4o+ (2,7_3) + (2n_1)
25(n) = 2n + 2n + -+ 2n + on

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 19 / 52



[e]e]e]e] }

Sumas parciales de series aritméticas

@ Progresién aritmética: a; = a;_1 + d
@ a = a_1+d = a_2+2d = - = a+id
@ amik +an—k =am+an

n
1
e Férmula general: S(m, n) = Z aj = E(am +ap)(n—m+1)

i=m

Demostracion:

S(m,n) = am +  am1 + + a1+ an
S(mn) = a4+ a1+ -+ ama  + am
25(m,n) = (am+an) + (am+an) + + (am+an) + (am+an)

25(m, n) = (am+an)(n—m+1) = S(m,n) =

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Suma de los primeros n cuadrados

n

Sn) = Y P=1+224 4 (n—1P2+n" =
i=1

(2n+1)n(n+1)
6

@ > " i (suma naturales) y > " ;(2/ — 1) (suma impares) son
sumas parciales de progresiones aritméticas

e Y7 . i? no es una suma parcial de una progresién aritmética
(ni geométrica)

@ Sumas del tipo ", i son importantes ya que aparecen en
analisis de algoritmos, tanto iterativos como recursivos

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 21 /52
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Suma de los primeros n cuadrados: demostracion

> n(2n+1)(n+1)
- 6

n
Zi2:12+22+32+...+n
=1

Demostracién 1 (descomponemos los cuadrados en sumas de impares):

S(M=>""=1+4+9+16 + -+ + 0
i=1
14+ 1+1+ 1 + + 1 = 1(n)
+3 4+ 3+ 3 + + 3 =3(n-1)
+ 5+ 5 + + 5 = 50n-2)
+ 7 + + 7 = T7(n-3)

+ 2n—1 = (2n—-1)1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 22 / 52
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Suma de los primeros n cuadrados: demostracion

Sumamos los términos de la dltima columna:
S(n) = > #=1-n4+3-(n—1)+5-(n—2)+---+(2n—1)-1
i=1

n n

=Y @-1n-i+1) = Z<2in72i2+2ifn+ifl)
i=1 i=1
= i(2n+3)if2ii2fin7il
i=1 i=1 i=1 i=1
S(n)

n

= (2n+3)2i725(n)7n27n

i=1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Suma de los primeros n cuadrados: demostracion

Continuando:

S(n) = —(2n * 3)2n(n +1) —25(n) — n’—n

35(n) = w_ﬁ_n

S(n) = n(2n +63n+1) _ n~2(n+6§)(n+1)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 24 / 52
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Suma de los primeros n cuadrados: demostracion

Usaremos esta descomposicién de la suma de cuadrados:

( 2

1 2 3 4
/\
]

1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 25 / 52
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Suma de los primeros n cuadrados: demostracion

Demostracién visual:

n(n+1)
———— = 142+3++n
S(n)
2n+1
S(n) | 1]
n(n+1)
sin) 3S(n) = (2n+1)

S(n) = n(2n+ 2)(n +1)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Suma de los primeros n cubos

n n 2
. n+1
Sty = 37 = (X —((2))
i=1 i=1
Se puede ver gracias a:
¥ = 1= 1 = (1)
1?4+ 22 = 9 = 3 = (1+2)
P o+ 22+ 3 = 3 = 6 = (1+2+3)
¥ o4+ 22+ 3 4+ 4 = 100 = 10° = (1+2+3+4)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 27 / 52
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Suma de los primeros n cubos

Demostracién visual:

4.1 = 4.13
8.22 = 4.2°
12.32 = 4.3
3 2 11 2 3
e e 4n-n* = 4.0
Area total = [2(1+2+3+~-n)]2 Area total = 4-5(n)

2
5(n):13+23+33+-~~+n3:(1+2+3+~~-+n)2: (@)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 28 / 52
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Sumatorios telescopicos

Demostracion:

S(n)=—ao+ai—ait+a—a -+ +an1—ar1+a,=an—a

Ejemplo:

Hemos hecho: a; = —1/(i + 1)

5 =5 (- () - () - ew-e

n— _
i=1 i=1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 29 / 52
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Suma de las primeras n potencias

n
@ Método general para hallar S(n) = Z iP
i=1
n
o Es necesario conocer Z i* para k < p
i=1

n
e Ejemplo: 55 = 21'3. Necesitamos:
i=1

n

So=>1=n 51:21'1:”(";1) =3 7~2=

i=1 i=1 i=1

(2n+1)n(n+1)

6

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Suma de las primeras n potencias

n
@ Se plantea el sumatorio telescépico: S = Z (i + 1Pt — iP]
i=1

@ Enelejemplo (p=3): S= Z (i +1)* =%
i=1

o Al ser telescépico: S = Z [(i+1)*=i*]=(n+1)*—1*
i=1
o y desarrollando:

n

S = Y [i"+4+6i"+4i+1-i"

i=1
n

= D [4°+6°+4i+1]
i=1

= 45465 +45+ S

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 31 /52
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Suma de las primeras n potencias

@ lgualando ambas expresiones:

(n+1)'—1" =45+ 65 +45+ S
453:(n+1)4—1—652—451—50

@ Desarrollando y sustituyendo Sg, S1 y So:

4S; = n*+4n*+6nm*+4n+1—-1-2n°—-3n —n—-2n*>—2n—n
4S5, = n*+2n +n?
4 3 2 2
n"+2n+n n(n+1
S5 = ( ) =1+2+---+n)
4 2
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Ejercicio

o Contar el nimero de cajas para una piramide de altura n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 33 /52
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Solucién

S(nN=1+ (1+2) + (1+2+3) + -+ + (1+243+---+n)

@ Agrupando los términos en cada paréntesis:

i=1 j=1 i=1 i=1 i=1

@ Agrupando segtin el niimero de veces que se suma un determinado entero:
n n n n
S(n) = Zi(nfiJrl) = nZifZiszZi
i=1 i=1 i=1

i=1

@ La solucién es:

S(n) = n(n+ 16)(n +2)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 34 / 52
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Sumas parciales de series geométricas

@ Progresién aritmética: a; = aj_1 - r

2 = = apr

@ a; — adj_1r = aj_or

rn+1 —
e Férmula general: S E aj = agp E r=a—— —
r—1
Demostracién (asumiendo ap = 1):
S(n) — rm + rm+1 + rm+2 + e 4+ rnfl + P
rS(n) = 4ormtl o 2
rS(n) —S(n) = —r" +
n n+1 m
i —r
S(n) = r'=
(n) Z r—1
=m
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Sumas parciales de series geométricas

@ Ejemplo 1
n—1
o S(n)=) 2'=2"—1
i=0
Sy = 20 428 4+ 22 4 .. 4 27
rS(n) = +28 422 4 27 2"
25(n)—=S(n) = -1 + 2"
S(n)=2"-1
@ Ejemplo 2
n—1 n—1 i 1\ n 1_on
1 1 (3) -1 2" — 1
S g — — — 2 — 2" :2
SURERMIOEE S o

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 36 / 52
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Sumas parciales alternativa

S(n):ZIr":1-r1+2~r2+3-r3+--~+(n—1)-r"*1+n-r”
i=1

@ No corresponde a una progresién geométrica (ni aritmética)

@ Se puede deducir su férmula procediendo:
© Resta de sumatorios

@ Aplicando derivadas

© Descomponiendo la suma en varias sumas parciales geométricas

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 37 /52
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Sumas parciales alternativa

@ Método 1 (resta de sumatorios):

5(”)12”’-:1‘f1+2'f2+3'r3+~~~+(n71)~r"71+n-r"

i=1

S(n) = 1.8 + 272 4+ 3.3 4 N n-r"
rS(n) = + 24+ 2. + . + (n—=1)-r" + prott
S(n) —rS(n) = o+ o4+ PB4+ e+ o — prntl

rY 4+ r? 4 r3 4 ... 4+ r" es una suma geométrica con férmula: (r"t1 —r)/(r —1):

il

S(n) —rS(n) = ——

n+1

r— it ppntl r—r"l 4 (r —1)nrmtt r+r"(nr —n—1)

S =Gyt (r—1y2 - (r—1y2

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Sumas parciales alternativa

e Método 2 (derivada de suma parcial geométrica):

n

Sny=>ir=1-r'+2. 774344+ (n=1)-r"4n-r"

i=1

Consideramos una suma parcial geométrica general y su derivada:

m—1
T = 14+ x+x24... 4xm1 = x
x—1
1 | derivando s
dT mx™Hx —1)—1-(x™—1)
— = 14+2x+3x%2+--- —1)xm2 =
dx haxa S +(m )x (r—1)2
En este caso tenemos:
S(n) = Xﬂ _ r(n+ 1)r(r—1) 72(r"4r1 -1) _r+ r"(nr 72n -1)
dx x=r, m=n+1 (X - 1) (r - 1)
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Sumas parciales alternativa

e Método 3 (descomposicién):

n
S(n):Ziri =r + 2 + 33 + .- +

i=1

r 4+ 2 + B + + "= ("l —r)/(r—1)

+ 2 4+ B o+ + "= (r" =) /(r—1)

+ o+ + "= (=) /(r - 1)

R GOV ()

En este caso tenemos:
n
S(n) = ! nrt — rl = ! {nr"+1 — i
r—1 — r—1 r—1

(r=2)nrm*t — L r r i (pr—n—1)

(r—1)2 n (r—1)2

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Aproximacion por integrales

@ Para muchos sumatorios no obtendremos una férmula
analitica

@ Tendremos que recurrir a cotas

e Para f(x) mondtona creciente:
n n n+1
/ fx)dx < > f(i) < / f(x)dx
m—1 i—m m
@ Para f(x) mondtona decreciente:

m

/an(x)dx < zn:f(/) < / F(x)dx

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 41 / 52
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Funcion creciente

m m+1 m+2 n—1 n x

n
Z f(i) = suma de longitudes de segmentos
i=m

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 42 / 52
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Funcidn creciente — Cota superior

f(z)
= | =
_ + +
- Sl I S
= = = =
m m+1 m+2 n—1 n n+1 T
n n+1
Z f(i) = sumadedreas < / f(x)dx
. m
i=m —_——

Area debajo de la curva
desde m hasta n+1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Funcion creciente — Cota inferior

f(x)
= ~ =
ol S e T
E]lE| & = | 2
= = = = =
m—1 m m+1 m+2 n—1 n x

/ f(x)dx <  suma de dreas = Zf(i)

Area debajo de la curva
desde m — 1 hasta n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 44 / 52
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Funcion decreciente

f(z)
£
P
m m+1 m+2 n—1 n z
n
Z f(i) = suma de longitudes de segmentos
i=m

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Funcidén decreciente — Cota superior

~~
f(z)
= ~ fan
= + + I
E1E]E s | E
= = = = =
m—1 m  m+1l m+2 n—1 n z
n n
E (i) suma de dreas < / f(x)dx
i=m Im-1
N————

Area debajo de la curva
desde m — 1 hasta n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 46 / 52
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Funcion decreciente — Cota inferior

~
f(z)
= N =
= + + I
E| E| E = | =
= = = = =
m m+1 m+2 n—1 n n+1 z
n+1 n
/ f(x)dx < suma de dreas = E (i)

Area debajo de la curva
desde m hasta n+ 1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 47 / 52
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Ejemplo: Suma parcial de la serie arménica

n
1 1
A - = =
@ Acotar Z : 1+Z -
=1 i=2
o Cota superior
n
1 "1
Yooo< / Zdx = In(n) =
) 1 1 X
i=2
"1
= < In(n)+1
I=].I

o Cota inferior
"1 '+l
ET > / —dx = In(n+1)
Py I 1 X
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Ejemplo: Suma parcial de la serie arménica

In(n+1) < S= E l:lnn—i—*y—i—@(l/n) < In(n)+1
i
i=1

@ v~ 0,577 es la constante de Euler

e O(1/n) es un término muy pequefio

1
@ La serie diverge: g - =
I
i=1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



Productos
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Notacion basica

@ Definicién:

Hf m)x f(m+1)x --- x f(n—1) x f(n)

@ Convencién:

on(i):l sim>n
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Productos o “productorios”

@ Relacién entre productos y sumatorios al utilizar logaritmos

log (ﬁ a,-) = z”: log a;
i=1 i=1

@ Se emplea mucho en probabilidad

o Para simplificar calculos

o Para evitar desbordamientos (underflows), ya que al
multiplicar muchas probabilidades (nimeros entre 0 y 1) el
resultado se hace muy pequeiio

o Al comparar probabilidades (log,(x) es creciente para b > 1:
no afecta desigualdades)
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Notaciones asintéticas

@ Nos interesa cémo crece el tiempo de ejecucién
o Seglin aumenta el tamafio de la entrada

e “En el limite”, seglin el tamafio crece sin cota (hasta oo)

e Eficiencia asintética de algoritmos

e Asumimos que las entradas son muy grandes

o Nos interesa el “orden de crecimiento”

o Las constantes y términos de orden inferior no son relevantes,
al ser dominados por un término de orden superior

@ El algoritmo con mejor coste o eficiencia asintética suele ser la
mejor eleccién

o Salvo para entradas muy pequefias

Manuel Rubio Sanchez
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Tiempo de ejecucion de un algoritmo

@ Expresaremos el tiempo de ejecucidon mediante una férmula
(funcién) matematica

o Generalmente la llamaremos T (n)

o Es importante saber qué argumentos debe tomar dicha funcién

e Ejemplo:
7x107
6 T(n) = %712 + 20000 + 50000
5
. @ ;Qué términos de T (n)
. Importan mas para
, entender cdmo crece?
1
OO 2000 4000 6000 8000 10000

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Descomposicion

5x|07 }ng %10°
5
4 20007 + 50000
.
3
3
2 2000n + 50000
2
1 1 7,”2
2
00 2000 4000 6000 8000 10000 00 50 100 150 200
@ El término cuadratico @ Para valores pequeios
determina el “orden” de de n todos los términos
crecimiento de la funcién pueden ser relevantes

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 6 / 52
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Términos de mayor orden

o El término que mas nos importa es n’

o Es el término de mayor orden
o Domina al resto de términos a medida que n — oo

o Puede haber varios (si la funcién depende de mds de un
parametro)

@ Para valores pequeios de n todos los términos influyen

@ Mediante la notacién asintdtica vamos a simplificar y a aislar
los términos que mas influyen cuando n toma valores muy
grandes

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URIJC 7 /52
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Primeras nociones informales

@ Supongamos que tenemos dos funciones f(n) y g(n)

o f(n) es asintdticamente menor que g(n) cuando:

f(n) < g(n) <= n'L"lo;(Z;:O

o f(n) es asintdticamente mayor que g(n) cuando:

f(n) > g(n) <= g(n) <f(n)

e f(n) es asintdticamente igual que g(n) cuando:

f(n)=g(n) <= f(n)£gln) y &ln)«f(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Ordenes que mas aparecen

Considerados generalmente como “tratables”

1 < log(n) < n < onlog(n) < n?

‘intratables”

Considerados generalmente como
” < m < 2" < ql
@ n? se encuentra en el l[imite

o En la practica dependerd de n (tamafio de la entrada)

@ nP < n9parap<gq e nP < nPlog(n) < nPT!

o f(n) < f(n)log(n) @ nP < c"parac>1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Curvas de ordenes

16777216
1048576
65536

f(n) 4096

256

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Valores de funciones

1 log,n n  nlog,n n? n 2" n!
1 0o 1 0 1 2 1
1 1 2 2 4 8 4 2
1 2 4 8 16 64 16 24
1 3 8 24 64 512 256 40320
1 4 16 64 256 4096 65.536 2,09 - 10
1 5 32 160 1024 32.768 4.295.967.296 2,63 -10%

@ Un orden exponencial es extremadamente costoso, incluso
frente a ordenes polinémicos

@ Un orden factorial es incluso mas costoso que un orden
exponencial
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Notaciones asintoticas
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Concepto basico de cota superior

e En general, f(n) es cota superior de g(n) cuando:
f(n) < g(n), ¥n.

@ Asi, dada una funcién g(n), podemos definir el conjunto de
todas las funciones para las que g(n) es cota superior:

{f(n) :f(n) < g(n),Vn}

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Concepto alternativo de cota superior

o Definicién alternativa: f(n) es “cota superior para valores
grandes” de g(n) si: f(n) < g(n), en un intervalo [ng, o),
para algln valor de ng.

@ Bajo esta nueva definicién, dada una funcién g(n), el
conjunto de todas las funciones para las que g(n) es cota
superior para valores grandes seria :

{f(n) : dng ’ f(n) <g(n), Yn> no}

|
!
!
!
!
1
0 ng n
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Definicion formal de cota superior O

O(g(n)) = {f(n) :3¢c>0yn>0|0<f(n)<cg(n),Vvn> no}

0

@ A partir de un ng, ¢ - g(n) siempre supera (o iguala) a f(n)

@ O(g(n)) es un conjunto de funciones

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 15 / 52
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Cota superior O

@ Es la cota superior para valores grandes, pero donde

o Se puede multiplicar g(n) por cualquier constante
e Es decir, no importan las constantes multiplicativas

@ La definicién no debe cumplirse para dos valores concretos de
¢y np, lo Gnico que importa para que se cumpla es que exista
alguna pareja de estos valores

o Si se cumple la definicién habra infinitas parejas validas

@ La definicion también considera:

e 0 < f(n) (las funciones con las que trabajaremos miden
cantidades no negativas: tiempos, operaciones, memoria, etc.)

e c>0yn >0

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 16 / 52
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Cota superior O

e Ejemplos:
e 2n+5¢€ O(3n* — 8n)
e 2n+5¢€ O(n+10)
e 2n+5¢€0(n!)
(

e 2n+5 € O(n) <= Querremos la cota superior mas baja

e f(n) e O(g(n)) implica:
o f(n) es asintéticamente menor o igual que g(n)
o g(n) es una cota superior de f(n) (asintéticamente)

jim F(7)

= constante finita
n—00 g(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 17 / 52
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Verificacion formal de f(n) € O(g(n))

e Cuando f(n) € O(g(n)):

© Escoger una constante ¢ > 0 adecuada
@ Plantear la inecuacién f(n) < c- g(n)
© Encontrar los intervalos de n en los que se cumple
f(n) < c-g(n)
@ Si uno de los intervalos es del tipo [ny, o0) podremos afirmar
que f(n) € O(g(n))
@ c y np constituirdn una de las parejas de constantes buscadas

e Cuando f(n) ¢ O(g(n)):
@ Plantear la inecuacién f(n) < c- g(n)

@ Demostrar que, sea cual sea ¢, serd imposible encontrar un
intervalo del tipo [ng,c0) en el que se verifique f(n) < ¢ - g(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 18 / 52
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Ejemplo. Demostrar que: 5n+ 2 € O(n)

@ Hay que encontrar ¢ > 0y ng > 0 tales que 5n+ 2 < ¢n,
Vn > ng

@ Para ello, seguimos los siguientes pasos:

@ Elegimos una constante adecuada (por ejemplo ¢ = 6)
@ Para que la parte derecha de la inecuacién sea mayor que la
izquierda
@ Planteamos 5n+ 2 < 6n (es decir, 5n+ 2 < cn)

© Determinamos cudndo se cumple la inecuacién. Lo ideal es
poder despejar la n, y en este caso se puede: 2 < 6n —5n =
2 < n. Por tanto, se cumple en el intervalo [2,00), y podriamos
escoger ny = 2 (cualquier valor mayor también seria valido).

@ Al haber encontrado c y ng afirmamos que 5n+ 2 € O(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 19 / 52
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Ejemplo. Demostrar que: 5n + 2 € O(n?)

© Elegir una constante adecuada (por ejemplo ¢ = 1)
© Plantear 5n + 2 < n? (es decir, 5n +2 < 1-n?)

© Buscar qué valores de n hacen que se cumpla que 5n+2 < n?

o Ahora no podemos despejar n

e Analizamos la desigualdad n> — 5n —2 >0

b b A b o N s

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Ejemplo. Demostrar que: 5n + 2 € O(n?)

@ continuacioén. . .

e n? —5n— 2 es una funcién cuadrética (convexa) con raices en
—0,37y 5,37

o Por tanto, siempre serd positiva para n > 6

o Para c =1y ng = 5,37 se cumplen las condiciones de la
definicién y queda demostrado

@ g también puede ser cualquier valor mayor que 5,37, por
ejemplo, ny = 6 o ny = 1000.

@ Si escogemos ¢ = 5, ng = 2 es suficiente

@ Si escogemos ¢ = 8, ny = 1 es suficiente

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 21 /52
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Ejemplo. Verificar si 3n° +2n —2 € O(n)

@ En este caso no vamos a poder encontrar las constantes (ya
que 3n> +2n—2 ¢ O(n))

@ Consideramos 3n? +2n —2 < ¢n

@ Cojamos la constante ¢ que cojamos 3n° + 2n — 2 < cn no se
va a verificar en un intervalo de tipo [ng, )

o La inecuacién se puede expresar como 3n? + (2 —c)n —2 <0

La funcién 3n? + (2 — c)n — 2 es una pardbola convexa, que
crece hasta el +00 seglin aumenta n, independientemente de ¢

o Por tanto, no va a ser negativa siempre a partir de ningln ng

Es imposible encontrar una pareja de constantes ¢ y ng. Por
tanto, 3n° +2n — 2 ¢ O(n)).

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 22 / 52
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Verificar si 3n> +2n — 2 € O(n)

o Graficamente:

2
s 3nt+(2—-cn—2

@ Sea cual sea ¢ (en el ejemplo ¢ = 4) la parabola siempre sera
convexa (con forma de “U"), ya que el coeficiente asociado a
n’ es positivo

@ 3n% + (2 —c)n—2 <0 se cumplird, como mucho, en un
intervalo finito, y nunca en uno de tipo [ng, o)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Definicion formal de cota inferior 2

Q(g(n)) = {f(n) :3c>0yng>0|0<cg(n)<f(n),Vn> no}

f(n) € Qg(n))

@ A partir de ng, f(n) siempre supera (o iguala) a ¢ - g(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 24 / 52



Cota inferior (2

e Ejemplos:
e 2n+5¢€ Q(3logn)
e 2n+5 € Q(4n+ 10)
e 2n+5¢€Q(1)
(

e 2n+5 € Q(n) <= Querremos la cota inferior mas alta

e f(n) e Q(g(n)) implica:
o f(n) es asintéticamente mayor o igual que g(n)
o g(n) es una cota inferior de f(n) (asintéticamente)

f(n)

>0 constante > 0, 0 o©

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Ejemplo. Verificar si 3n° +2 € Q(n)

@ Mismos pasos que para (O, pero usando f(n) > c - g(n)

e Para 3n?

+2e€Q(n):

@ Elegimos una constante adecuada (por ejemplo ¢ = 5)

@ Planteamos 3n% + 2 > 5n (es decir, 3n> +2 > cn)

© Determinamos qué valores de n satisfacen la inecuacién

°

o

Manuel Rubio Sanchez

Analizamos la desigualdad 3n° — 5n+2 >0

3n® — 5n+ 2 es una funcién cuadrética (convexa) con raices
en2/3y1

Por tanto, se cumple la inecuacién en el intervalo [1, c0)

Para ¢ =5y np = 1 se cumplen las condiciones de la
definicién y podemos afirmar que 3n® +2 € Q(n)

Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Definicion formal de cota ajustada ©

o(g(n) = {f(n):3c1>O,C2>Oyno>0’

0 < acag(n) <f(n) < cg(n), Vn> no}

f(n) € ©(g(n))

- g(n)

@ A partir de ng, f(n) siempre queda en medio de c;g(n) y
c2g(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 27 / 52
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Cota ajustada ©

@ Ejemplos:
e 2n+5¢€ ©(8n+10)
e 2n+5¢€0O(n)

e f(n) € ©(g(n)) implica:
e f(n) es asintSticamente igual que g(n)
o g(n) es una cota ajustada de f(n) (asintéticamente)

f(n)

[im ——= = constante > 0
n—00 g(n)

f(n) € O(g(n))
f(n) € ©(g(n)) y
f(n) € Q(g(n))

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 28 / 52
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Ejemplo. Demostrar n?/2 — 3n € ©(n?)

Tenemos que demostrar tanto n?/2 — 3n € O(n?) como
n?/2 —3n € Q(n?)

Se busca que c;n® < n?/2 —3n < cn?

e Encontramos, por ejemplo: ¢; = 1/14 para n > 7 (Q)

Y, por ejemplo: ¢ = 1/2 para n>1(0)

Seglin la definicién habriamos encontrado ¢; = 1/14,
(:2:1/2,yn0:7

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



[e]e]e] le]ele)

Otras notaciones asintoéticas: o y w

e f(n) € o(g(n)) (cota superior estricta)
o El orden de g(n) es mayor, estrictamente, que el de f(n)
o f(n) < g(n) (asintéticamente)

o Si f(n) € O(g(n)) entonces f(n) < g(n) (asintéticamente)

e f(n) € w(g(n)) (cota inferior estricta)
o El orden de g(n) es menor, estrictamente, que el de f(n)
e f(n) > g(n) (asintéticamente)

o Si f(n) € Q(g(n)) entonces f(n) > g(n) (asintéticamente)
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Funciones de dos parametros

@ Hay problemas y algoritmos cuya complejidad computacional
depende de varios pardmetros

@ Ejemplo: mezclar dos vectores ordenados de longitudes ny m

e T(n,m) € ©(n+ m)
@ Definicién formal de O para funciones de dos parametros:
O(g(n,m)) = {f(n,m) :3¢>0,n>0,ym>0 ’

0<f(n,m)<c-g(n m), VnZno,ymZmo}
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Funciones de dos parametros

@ En la practica usaremos limites para determinar si un orden es
mayor que otro

g(n, m) g(n, m)
n|—>:>o f(n, m) Yo e f(n, m) 7
f(n,m) > g(n,m) < o
- gln,m) g(n, m)
mlinoc f(n,m) 0y nleOO f(n, m) 7 00

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Simplificacion

o Simplificar ©(3m?n + m> + 10mn + 2n?)
© Eliminar constantes

@(mzn +m 4+ mn+ n2)

@ Simplificar términos “contenidos” en otros

e m’n > mn, por tanto, se puede eliminar el término mn

. 1 ., mn
im —=—%#0oc0 y Im —— =0
c m m—oco m2n

o(m’n+m’ + n’)

o Si probamos las tres combinaciones de parejas de funciones
que aparecen en la férmula final veremos que ninguna es
superior a otra

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



Aspectos adicionales
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Aspectos adicionales

@ Sea p alguna medida de complejidad computacional
asintética:

o Las constantes no importan

p(kg(n)) = p(g(n))

e Término de mayor orden de un polinomio

plamx™ + am1 x4 axt + ag) = p(x™)

o La base de los logaritmos no importa

o8, &) _ i 108 £(n)) = pllog, &(n) = pllog ()

p(log, g(n)) = p( log_ x
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Aspectos adicionales

e O, Q, y © definen conjuntos
o Lo correcto es escribir f(n) € O(g(n))

o A veces se escribe f(n) = O(g(n)), aunque es un “abuso” de
notacién

e Y lo mismo con Qy ©

e Las funciones (f(n), g(n), f(n, m), etc.) son siempre positivas
@ Es un error decir que si f(n) € O(g(n)), entonces f(n) tarda
al menos g(n)
o Al contrario, tarda como mucho g(n) (g(n) es cota superior)
@ Con estas definiciones las constantes no influyen: se
proporcionan cotas hasta un factor constante multiplicativo

@ Hay notaciones en las que tratan a los términos logaritmicos
como irrelevantes también
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Comentarios adicionales

@ iQue un algoritmo tarde O(n?), Q(n?), o ©(n?) para algunas
entradas no quiere decir que tarde O(n?), Q(n?), o ©(n?)
para todas, o en general!

@ Cuando hablamos de @ normalmente lo hacemos en referencia
al peor caso, que es cuando un algoritmo tarda mas

o En ese caso damos una cota superior del tiempo o niimero de
operaciones

o Es como una “garantia” de que el coste nunca va a superar la
cota proporcionada

o Cuando se indica una cota, siempre hay que asociarla a un
determinado tipo de entrada:

e Caso mejor, peor, o medio
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Comentarios adicionales

@ Un algoritmo debe procesar todos los bits de todos los
(m = 2") ndmeros de n bits. Para n = 3 procesa 24 bits):

000
001
010
011
100
101
110
111

~No ok WNHO

@ Tamano de entrada:

e n bits = ©(n-2") (jintratable?)
e m ndmeros = O(m - log(m)) (;itratable?)

@ Ambas expresiones son idénticas
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Ordenacion
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Ordenacidon en tiempo lineal

e Existen algoritmos de ordenacién que tardan O(n), pero no
son generales (no pueden ordenar cualquier tipo de datos)

@ Radix-sort, Bucket-sort, Counting-sort. ..

o Counting-sort

o Los elementos a ordenar son enteros y pertenecen al intervalo
[0, K]

o Si k € O(n), entonces el algoritmos tarda ©(n)
o Usa tres vectores:

o AJ[l..n], es el vector de entrada
@ BJ1..n], es el vector de salida

e C[0..K], es un vector auxiliar

Manuel Rubio Sanchez
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Idea del counting-sort

@ Se recorre la secuencia A y se cuenta el nimero de veces que
aparece cada entero

A 21513102 |3 /|0]3 n=8

B 0/]0|2 2| 3|3]3]5

@ A continuacidén se describe un algoritmo eficiente
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Counting-sort

Counting-sort (4)

FOR i=0..k O(k)
Clil =0
FOR j=1..length(A) O(n)
CIA[j1]++
FOR j=1..k O(k)
Clil = c[i] + c[i-1]
FOR j=length(A)..1 O(n)
BIC[A[j111 = A[j]
CLA[j11--
e T(n) € ©(n+ k) @ Si k € O(n), entonces T(n) € ©(n)
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Ordenaciéon por comparacion

@ Algoritmos basados en ordenacién por comparacién:

o Se basan en comparaciones del tipo <, <, =, >y >
o No se determina el orden de los elementos de otra manera
o No necesitan conocer los valores de los elementos a ordenar

@ Sus valores y distribucién son irrelevantes

@ Solo interesa el puesto en la ordenacién (12, 29,...)

o Son generales: pueden ordenar datos de cualquier tipo, siempre
que existan funciones <, <, =, >y > para compararlos

@ Enteros, reales, cadenas de caracteres, etc.

@ Se analizan en el caso mejor, peor, medio. ..

@ Insert-sort, Bubble-sort, Select-sort, Merge-sort, Quicksort,
Heap-sort. ..
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Algoritmos de ordenacion y permutaciones

@ Los algoritmos de ordenacién por comparacién tienen que ser
capaces de generar cualquier permutacién de un vector:

Entrada 2 5 8 2 85 52 8 58 2 8 2 5 8 5 2
Salida 2 5 8 2 58 2 5 8 2 58 2 5 8 2 5 8

@ Para un vector de n elementos, hay n! posibles permutaciones
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Algoritmos de ordenacion y comparaciones

@ Deben realizar varias comparaciones hasta hasta determinar la
permutacion correcta para cualquier entrada

Entrada: 5 8 2

5 8 2
2 5 2 8 2
2 5 2 8
Salida: 2 5 8
2 5 8

B Incertidumbre

B Ordenados correctamente
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Algoritmos de ordenacion como arboles de decision

@ Los algoritmos de ordenacién pueden verse de manera
abstracta en términos de un arbol de decisién:

[<132>] [<31,2>] [<231>] [<321>]

Se comparan los elementos X° e Y° de la secuencia original
Secuencia final <X°, Y°, Z°>
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Cota inferior para algoritmos de ordenacién

o Cualquier permutacién de los n elementos debe aparecer como
hoja del arbol

@ Hay n! permutaciones posibles

e La profundidad o altura maxima de una hoja determina en n2
de comparaciones en el peor caso

@ Nos interesaria disenar un algoritmo cuyo arbol tuviera la
profundidad minima

@ Una cota inferior de la altura de arbol en el peor caso es una
cota inferior del n2 de comparaciones para cualquier algoritmo
de ordenacién por comparacién
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Cota inferior para algoritmos de ordenacién

Teorema

Cualquier algoritmo de ordenacion por comparaciones necesita
Q(nlog n) comparaciones en el peor caso

.

Demostracion

Tenemos un drbol de decision de altura h con | hojas. Hay que demostrar
que h € Q(nlog n)

@ n! </, tiene que haber por lo menos n! hojas
@ | < 2" un 4rbol binario de altura h tiene como mucho 2" hojas
nl<i<2h = npl<2h
log,(n!) < log,(2") = h > log,(n')

@ Como h > log,(n!), nos interesa conocer el orden de complejidad
log(n'), y nos basta con conocer una cota inferior
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Cota inferior para algoritmos de ordenacién

Demostracion

@ Queda por demostrar que log(n!) € Q(nlog(n)). Para ello usamos la
definicién formal. Antes transformamos log(n!) en un sumatorio:

log(n!) = Zlog(i) = Zlog(i) > cnlog(n)
i=1 i=2

@ Problema: ;Cémo expresar y ., log(i) mediante una férmula?

@ Tenemos que recurrir a cotas:

; log(i) > g(n) > cnlog(n)

Cota inferior de

3 i log(/)

@ Si demostramos g(n) > cnlog(n), entonces Y., log(i) > cnlog(n)
V.
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Cota inferior para algoritmos de ordenacién

Demostracion

@ Cota inferior para ) ., log(i):

o Como log(x) es creciente:

log(i) > nlo (x)dx
; g /1 g

@ Integral por partes (asumimos que la base del logaritmo es e)

5 > 1
/Iog(x) dx = x 'Iog(x)f/ x —dx
J S~ N ——~ . X

u dv v u V" dvu

= xlog(x) — /dx = xlog(x) — x
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Cota inferior para algoritmos de ordenacién

Demostracion

@ Cota inferior para ) ., log(i):

J1

i log(i) > /'" log(x)dx = [X log(x) — XK =nlog(n) —n+1

@ Volviendo a la demostracion, buscamos una c tal que
nlog(n) —n+ 1> cnlog(n) se cumpla en un intervalo [ng, >c]:
@ Cogemosc=1/2
@ Planteamos nlog(n) — n+ 1> nlog(n)
© Hallamos un intervalo [ng, co| donde se satisfaga la inecuacion
.
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Cota inferior para algoritmos de ordenacién

Demostracion

nlog(n) —n+1> Lnlog(n)
Inlog(n)—n+1>0
n(3log(n)—1)+1>0

Se verifica si 3 log(n) —1 >0
log(n) > 2

n>e*> = Se verifica en [€?,c0)

@ Por tanto, nlog(n) —n+1 € Q(nlog(n))
@ Como nlog(n) — n+ 1 es cota inferior de ) ", log(i),
@ yh>>"log(i), tenemos:

h € Q(nlog(n))
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Eficiencia de Algoritmos

@ jQué recursos necesitan los algoritmos?
o Espacio (memoria)
e Tiempo (niimero de operaciones)

o Otros:

@ Ancho de banda

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Eficiencia de Algoritmos

@ Caracteristicas del software

@ Amigabilidad @ Modularidad

@ Buen estilo @ Rendimiento

o Comentarios @ Robustez

@ Correccidn @ Seguridad

@ Escalabilidad @ Simplicidad

@ Funcionalidad @ Tiempo de programacién
@ Mantenibilidad ° .

o La eficiencia ayuda a alcanzar algunas de estas caracteristicas
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Analisis de eficiencia
de algoritmos iterativos
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Un ejemplo: Insert-sort

@ Algoritmo de ordenacidn por insercién directa (insert-sort)

[(ZTa7[s

parte ordenada

parte desordenada

elemento a insertar

elemento a comparar

B O8O
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Un ejemplo: Insert-sort

o Cddigo y coste por linea (n = 1len(a))
0 def insert_sort(a): Coste N2 de veces
1 for j in range(1,len(a)): G n
2 val = alj] G n—1
3 # Inserta alj] en la lista
# ordenada a[0:7-1] 0 n—1
4 i=j-1 G n—1
5 while (i>=0) and (a[il>val): G Y (+1)
6 ali+1] = a[il] Gs Zj";llfj
7 i=i-1 G Sy
8 ali+1] = val Cg n—1

@ tj = n2 de veces que la condicién del bucle de la linea 5 es verdadera
(que se ejecuta el cuerpo del bucle), para un determinado valor de j

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Un ejemplo: Insert-sort

@ Ignoramos el coste concreto de cada operacidn basica

@ Cada linea / tardara un determinado tiempo o coste, que
denotamos por C;

@ La funcién de coste o tiempo, en funcién del tamafo del

vector n es:
n—1
T(n)=Cn+ G(n—1)+ G(n—1)+ G Z(tf +1)
j=1

n—1 n—1
+Co > ti+ G > ti+ Ca(n—1)

j=1 j=1

@ t; depende del vector de entrada particular

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



[e]e]o]e] elele)

Un ejemplo: Insert-sort

@ Mejor caso (vector ordenado de menor a mayor)

@ t; = 0, para todo j

T(n) =Cn+ Cz(n — 1) + C4(n — 1) + C5(I7 — 1) + Cg(n — 1)

=(G+G+G+G+G)n—(G+ G+ G+ G)

=Kin+ Ky € ©(n)

o El orden de T(n) es lineal
@ jPara el orden, el valor de las constantes no importa!
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Un ejemplo: Insert-sort

@ Peor caso (vector ordenado de mayor a menor)

@ tj = j (valor maximo para cada j)

@ En primer lugar observamos que:
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Un ejemplo: Insert-sort

@ Sustituyendo:

T(n) = Cin+ Go(n— 1) + Ca(n— 1) + Gs (”(”; b_ 1) n

G (100 G (100 G-

(G G G
<2+2+2

@
>n2+<C1+C2+C4+5——+C8>n—
(G+ G+ G+ G)=Kin*+Kon+ Ky € 0(n?)

@ El orden de T(n) es cuadratico

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 12 /25



0000000

Caso medio frente a caso peor

@ En ocasiones se puede calcular el caso medio, pero nos
centraremos en el estudio de caso peor debido a:

o El caso peor representa un cota superior para cualquier
entrada, ddndonos una garantia de que el algoritmo no tardard
mas

o El caso peor suele ocurrir con frecuencia

@ En una bidsqueda, ocurre cuando el elemento buscado no se
encuentra

o El tiempo medio suele ser tan malo como el peor en términos
asintéticos

o Si en el insert-sort hay que insertar el elemento hasta la
posicién j/2, el tiempo también sale cuadrético

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Procedimiento general

basado en sumatorios
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Otro ejemplo: Bubble-sort (variante)

@ Algoritmo de ordenacién “burbuja” (bubble-sort)

o Variante (tras cada iteracién los elementos mas pequefios
quedan correctamente ordenados)

Bubble-sort

parte ordenada

ENENENEN © ENEN |
- parte desordenada
]

elementos a comparar

| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 7 9 8 elementos a intercambiar
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Otro ejemplo: Bubble-sort (variante)

1 def bubble_sort(a):

2

3 n = len(a)

4

5 for i in range(0,n-1): # 1=0..n-2
6

7 for j in range(n-1, i, -1): # j=n-1..1+1
8

9 if (alj-11>aljl):

10

11 aux = al[j-1]

12 alj-11 = aljl

13 alj]l = aux

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 16 / 25
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Operaciones de un bucle de n iteraciones

1 inicializaciéon

@ n comparaciones

Tiempo de ejecutar el cuerpo del bucle n veces

@ n incrementos

1 dltima comparacién para salir del bucle

n
Tbucle - 1inic. + Z(lcomp. + 7_cuerpo + 1incr.) + 1L]Itima comp.
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Tiempo en el mejor caso

@ 12 forma: simplemente contando operaciones

e For 1:

]-inic. + (n - 1)incr. + (I'I - 1)comp. + 1L’|Itima comp. — 2n

o For 2:

(n* 1)inic. + ((nf 1)+(n72)+ ’ +1) +(n7 1)ﬂ|tima comp.

comp.

(n=1)+(n=2)+-+1),  +((n—1)+(n—=2)+---+1)

decr. comp. del IF

e Sumando todo:

~1
Trnejor (1) = 1+2n+2(n71)+3% = gn2+gn—1 € 0O(n?)
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Tiempo en el mejor caso

@ 22 forma: usando la férmula del bucle

n—2 n—1
Trejor(n) = 1+14) {1414 > (14+1+1)+1+1|+1
i=0 j=i+1
e For 1:
n—2
Tmejor(n) — 1inic. + Z [lcomp. + TFor 2+ 1incr.] + ]-tiltima comp.
i=0
o For 2:
n—1
Tmejor(n) - 1inic. + Z [1comp. + 1comp. IF+ 1incr.] +1ﬂ|tima comp.
Jj=i+1
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Tiempo en el mejor caso

@ Simplificando:

n—2 n—1
TmeJor(n) = 3+Z 4 + Z 3
i—0 j=it1

=34+4n—4+3n(n—1)—-3

3 5
Tmejor(n) = §n2 + AN 1 € o
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Ejemplo con tres bucles

o Calculad el nimero de operaciones (T (n)) que realiza el
siguiente cédigo:

1 def codigo(n):

2 for i in range(O,n):

3 for j in range(i+l,n+1):

4 if (condicion(i)): # una operacion

5 for k in range(0,j):

6 procesa(i,j,k); # dos operaciones

o Se considera que las inicializaciones, comparaciones, e
incrementos siempre necesitan una sola operacién.
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Ejemplo con tres bucles

El cédigo consta de 3 bucles, que podemos descomponer de la
siguiente manera:

n—1
TN =1+ (14 Trera+1)+1
i=0

n

Trr2 =1+ > (1+ T+1)+1

j=i+1
1 en el mejor caso
Tie = !
1+1+Z(1+2+1)+1:3+4j en el peor caso
k=0

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Ejemplo con tres bucles — mejor caso

Si Ty = 1, entonces sustituyendo en Tr,, » tenemos:

Tror2 =2+ » 3=2+3(n—i)=3n+2-3i
j=i+1

Sustituyendo en T(n) obtenemos:

n—1 n—1
T(n)=2+Y (3n+4-3)=2+3n +4n—3Y i
i=0 i=0

n—1)n 4+6n>+8n—3n%+3n

a2 a5
+3n+n32 >

_ 3n”+1ln+4
B 2

€ O(n?)
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Ejemplo con tres bucles — peor caso

En el peor caso, sustituyendo Tis en Tgo » tenemos:

n n
T2 =2+ % (5+4)=2+5(n—i)+4 > j
Jj=i+1 Jj=i+1

—24+5n—5i+4 ij—ij
j=1 j=1

{n(n;— 1) i(i;r 1)]

=2+5n—5i+4
Simplificando obtenemos:

Troro =24+5n—5i+2n>4+2n—2i> =2/ =2n° +Tn+2—7i — 2

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Ejemplo con tres bucles — peor caso

Sustituyendo en la expresion para el primer bucle tenemos:

n—1 n—1 n—1
T(n) =2+> (2m+Tn+4-7i-2/%) = 242m°+7n° +4n-7Y i-2> i
i=0 i=0 i=0
-1 —1)n(2n—1
:2+2n3+7n2+4n—7(n )n_2(n )n(2n )
2 6
2 2 3 _ 3 2
—2420% 4 Tn? 4 4n — T 4+ 72 —2%

12+ 12n% 4+ 42n% + 24n — 21n® + 21n — 4n® + 6n% — 2n
- 6

Finalmente:

3427+ 4 12
T(n)= 3T i 312 o(nd)
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Analisis de algoritmos recursivos

@ La matemadtica necesaria para analizar algoritmos recursivos
son las relaciones de recurrencia, también Ilamadas
ecuaciones en diferencias o simplemente recurrencias

@ Las recurrencias son expresiones matemadticas recursivas

3 sin=0
T(”)_{ 54+ T(n—1) sin>0

@ La resolucién de recurrencias consiste en proporcionar
férmulas no recursivas equivalentes

T(n)=5n+3

@ Veremos dos formas de resolverlas:
o Expansién de recurrencias

o “Método general”

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Analisis de eficiencia en tiempo:

Expansion de recurrencias
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Funcidén potencia - version 1

1 def potl(b,e): # e de tipo entero nmo negativo
2 if e==0:

3 return 1;

4 else:

5 return b*potl(b,e-1)

3 sin=0
T(n)_{5+T(n—1) sin>0

@ n estd relacionado con el tamaino del problema, que en este
caso es el exponente e de la funcién

@ Podemos pensar en el caso base se realizan 3 operaciones, y 5
en el recursivo (ademds del tiempo que llevaria realizar otra
llamada con pardmetro n — 1)
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Resolucion por expansion de recurrencias

T(n) = 5+T(n-1)
= 5454 T(n—2)=5-24+T(n—-2)
— 545454+ T(n—3)=5-34 T(n—3)

5i+ T(n—i)

@ ;Cuando se llega al caso base T(0)?

o Cuando i =n

@ Sustituyendo:
T(n)=5n+T(0)=5n+3 € ©O(n)

@ Tiene sentido, ya que decrementamos n en cada llamada

recursiva
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 7 /49
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Funcidén potencia - version 2

1
2
3
4
5
6
7

def pot2(b,e): # e de tipo entero no mnegativo
if e==0:
return 1;
elif e¥2==0:
return pot2(b*b,e//2)
else:
return b*pot2(b*b,e//2)

3 sin=0
T(n)=1< 84 T(n/2) sin>0y nes par
9+ T((n—1)/2) sin>0y nesimpar

@ La funcién es dificil de analizar
@ Pero podemos suponer que n = 2% es una potencia de dos

o El resultado del andlisis es el mismo
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Resolucion por expansion de recurrencias

@ Asumimos que n = 2 es una potencia de dos (por tanto, par):

T(n) = 8+ T(n/2)
= 8+8+ T(n/4)=8-2+ T(n/2%)
— 8+8+8+ T(n/8)=8-3+ T(n/2%)

- 8i+ T(n/2")

@ ;Cudndo se llega al caso base T(0)?
e i —
o Pero eso no tiene sentido

o El pardmetro de la funcién T es entero
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Resolucion por expansion de recurrencias

@ ;Cudndo se llega al caso T(1)?

o Cuando n/2i =1, es decir, cuando /| = log, n
@ Sustituyendo:

T(n) = 8log, n+T(1) = 8logy n+9+T(0) = 8log, n+9+3 =

=8logo,n+12 € ©O(logn)

@ Tiene sentido, ya que dividimos n por 2 en cada llamada
recursiva

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 10 / 49
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

a sin=0
T(n){b+T(n—1) sin>0

T(n)=bn+a € ©O(n)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 11 /49
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

a sin=1
T(”){ b+T(n/2) sin>1

T(n)=blogobn+a € ©O(logn)

a sin=20
T(”):{ b+ T(n/2) sin>0

T(n)=blogon+b+a € ©O(logn)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 12 /49
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

a sin=0
7-('7)_{bn+c4—T(n—1) sin>0

T(n) = bn+c+T(n—-1)
bn+c+bn—1)+c+T(n—=2)=2bn—b+2c+ T(n—2)
2bn—b+2c+b(n—2)+c+ T(n—3)=

3bn— b(1+2)+3c+ T(n—3) =

= 3bn—b(1+2)+3c+b(n—=3)+c+ T(n—-4)=

= 4bn—b(1+2+3)+4c+ T(n—4)=

i—1 .-
1
- ibn—ij+/'c+T(n—i):ibn—f—/c—bl(l )

Jj=1

+ T(n—1)
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

@ Se alcanza T(0) parai=n

@ Sustituyendo:

b
T(n) = bn®* — En(n—l)Jranra

@ Tiene sentido, ya que hacemos n+ (n— 1)+ (n—2) +-

o+ 1
operaciones

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 14 / 49
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

T(n) = a sin=0
| bn+c+2T(n/2) sin>0

T(n) = bn+c+2T(n/2)
- bn+c+2<bg+C+2T(”/4)>
- bn+c+2[bg+c+2(b£+C+2T(n/8)ﬂ

= 3bn+c(1+2+4)+23T(n/23) =3bn+c(2® —1)+23T(n/23)

ibn + c(2" — 1) +2'T(n/2")
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

o Se alcanza T(1) para n/2" = 1, es decir, cuando i = log, n

@ Sustituyendo:

T(n) = bnlogyn+c(n—1)+nT(1)
= bnlogyn+c(n—1)+ n(b+ c+2T(0))

= bnlogyn+cn—c+ nb+ nc+2na

T(n) = bnlogyn+ (2c+ b+2a)n—c € ©O(nlogn)
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

@ Tiene sentido, ya que hacemos n operaciones 1 + log, n veces

| n |

| n/2 | n/2 |

1+1og,n ;’l | n/4 n/4 | n/4 n/4 |
2 i

[fefefafafafafafafafafafafafa]s]

1
i
[}
[}
[}
i
'
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Teorema maestro - version simple

@ Fdérmula atil para algoritmos “divide y venceras':

d sin=1
T(n) =
aT(n/b) + cn* sin>1
O(n*) si ¢ <1
T(n) =1{ ©O(n*logn) si 7 =1
O(n'o8s2) si 7 >1
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Teorema maestro - demostracion

T(n)

aT(n/b) 4 cn*

2o7() +e (5) ] rert =T (G) vent (14 )

J
a T(T) + cn* Z <§> Se alcanza T(1) = ¢ cuando: i = log, n
Jj=0
logy, n—1 2\J 2 \ logs n log,, n—1 2 \J
s S () <er (2) e S ()
Jj=0 Jj=0
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Teorema maestro - demostracion (logaritmos)

@ La dltima igualdad se debe a:

log, n log, n

a \ log,n 3'°8b 3'%8b

an (7) = CHkT = anT = CalOgbn
pklog, n n

@ Mais adelante también necesitaremos:
n/ogba _ a/ogbn

Ya que:

log,, n'°8? = log, a’8*" = log, a-log, n

@ Finalmente:

T(n) = cn* 'oib:" (%)j
j=0

Y tendremos 3 casos seglin los valores de a, by k

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Teorema maestro - demostracion

Q@ a< b= T(n)€O(n¥)

o

. 1 .

E r' = 1 = constante (no diverge), para r < 1
—r

Q a= bk = T(n) € O(nklogn)

T(n) = cn“(log, n + 1)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 21 /49
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Teorema maestro - demostracion

Q a> bk = T(n) € O(n'°8r?)

|Og n+1 k logp, n k

o) = e T et (G) S e
(3) 1 K
K2alogbn _ an K2nlogba o an
S Kk K

Como a > bX = log,a > k = T(n) € ©(n'°8s2)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Teorema maestro - version completa

@ Dada una recurrencia del tipo:

T(n)=aT(n/b) + f(n)

donde a >0, b > 0, y f(n) es una funcién asintéticamente
positiva, entonces se puede aplicar el teorema maestro en
estos tres casos:

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Teorema maestro - version completa

@ Si 7(n) = O(n'8»3=) para alguna constante ¢ > 0, entonces:

T(n) € @(n’ogba)

Q Sif(n) = @(n/‘?gba/ogkn) con! k > 0, entonces:

T(n) € ©(n°8v3jogh+1n)

Q Si f(n) = Q(n83+<) con ¢ > 0, y f(n) satisface la condicién
de regularidad (af(n/b) < cf(n) para alguna constante ¢ < 1
y para todo n lo suficientemente grande), entonces:

T(n) € ©(f(n))

1k suele ser 0
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 24 / 49
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Errores frecuentes — Expansion de recurrencias

@ No comprobar que la férmula final sea andloga a la recurrencia
inicial

o También al aplicar el método general

@ No realizar correctamente la primera expansidn

o jMuy frecuente!

@ No simplificar

o Los patrones seran mucho mas complicados

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Analisis de eficiencia en tiempo:

Método general

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 26 / 49



O®000000000000000

Método general

@ No siempre se puede aplicar la expansién de recurrencias

@ Para muchas recurrencias no se conoce la forma de resolverlas
e Sucede como con las integrales o ecuaciones diferenciales:

sabemos como resolver un subconjunto de éstas, pero no todas

@ Ahora veremos un método general con el que vamos a ampliar
el conjunto de recurrencias que podemos resolver

Método general
de resolucion
de recurrencias

Expansion de
recurrencias

Recurrencias

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 27 / 49
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Recurrencias homogéneas

e Dada la siguiente recurrencia homogénea (aparece un 0 en la
parte derecha):

alT(n)+aT(n—1)+-- +aT(n—k)=0

@ Buscamos soluciones del tipo:

k
T(n) = GPi(n)A + -+ + CeP(n)ry =Y GPi(n)rf
i=1

@ Realizando el cambio x*~ "% = T(z) obtenemos la ecuacién
caracteristica asociada:

aoxk + alxkf1 4+ Fak_1x+a=0

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 28 / 49
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Primer caso: raices distintas

@ Si todas las raices del polinomio de la ecuacién caracteristica
son distintas:

k
T(n)=GrH+ +Crf =Y Grf

i=1

o Las constantes r; van a ser las raices de la ecuacidon
caracteristica

e P;i(n) =1, para todo /

o Las constantes C; se hallan a partir de las condiciones iniciales,
resolviendo un sistema de ecuaciones

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 29 / 49
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Ejemplo: Numeros de Fibonacci

0 sin=20
T(n)=< 1 sin=1
T(n—=1)+T(n-2) sin>1

@ La ecuacién caracteristica es x> — x — 1 = 0, cuyas raices son:

1++/5 1-+5
n = 5 rnp = 5

@ Por tanto, al ser distintas, la solucién tiene la forma:

145\ 1-v5\"
T(”)=C1f1"+C2f2"=C1< +2f> +C2< 2\f>

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 30 / 49
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Ejemplo: Numeros de Fibonacci

o El siguiente paso consiste en hallar las constantes, a partir de
las condiciones iniciales (casos base de la recurrencia):

G+G = 0 = T(0)
a(HE)+0(%E) =1 = 1)

@ Resolviendo el sistema obtenemos:

G=-"F% G=-

1
V5 V5

o Finalmente:

1 (1+v5\ 1 [1-v5)\
-3 ()

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 31/ 49
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Ejemplo: Numeros de Fibonacci

@ El segundo término tiende a 0 seglin n — oo, por tanto:

T(n) < e((“zﬁ))

El orden es exponencial

El arbol de recursion es binario, pero estda podado

Para un 4rbol de recursién binario completo el orden es 2"

En este caso la base del exponente es
(1+5)/2~1,618 <2

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Segundo caso: raices con multiplicidad mayor que 1

@ En general, el polinomio asociado a la ecuacién caracteristica
puede tener raices con multiplicidad 1 o mayor que 1

(x=—n)™ - (x=—r)™ - (x—r)™ =0

@ En este caso general, la solucién tiene la forma:

my my my
T(n) = E Clin'*lrln + g Cz,'nlflr; S § Ck,'nlflr/?
=1 i=1 i=1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 33 /49
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Segundo caso: raices con multiplicidad mayor que 1

@ Ejemplo:

T(n)=5T(n—1)—8T(n—2)+4T(n—23)

@ Ecuacién caracteristica:

X3 -5x®48x—4 = (x—-2P(x—-1 = 0

@ El 2 es una raiz doble, por tanto:

T(n) = G2"+ Gn2" + G1"

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 34 /49
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Recurrencias no homogéneas - una primera idea

@ La parte de la derecha ya no es 0

T(n)—2T(n—1)=3" (a)

@ La convertimos en homogénea:
T(h+1)-2T(n) = 3" (1)
3T(n)—6T(n—1) = 31 (2
T(n+1)—-5T(n)+6T(n—1) = 0 (1) —(2)

e En (1) se incrementa n en (a), en (2) se multiplica (a) por 3

@ Con T(0)=0y T(1)=3
T(n)=3-3"-3.2" ¢ O3

URJC 35 /49
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Recurrencias no homogéneas - caso simple

@ Recurrencia, con un solo término a la derecha donde d es el
orden del polinomio P(n)

aT(n)+aT(n—1)+--- +a,T(n— k)= b"P(n)

@ Ecuacién caracteristica:

(a()Xk + alxkfl + -+ ak)(x — b)d+1 =0

@ Ejemplo:

T(n)—2T(n—1)=n b=1 P(n)=n d=1

(x=2)(x=1)2=0 = T(n)=GC2"+G1"+Gnl" € O(2")

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 36 / 49
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Recurrencias no homogéneas - caso general

@ Recurrencia general:

aT(n)+a T(n—1)4--- +a, T(n—k) = b P (n)+- - +bIP%(n)

@ Ecuacién caracteristica:

(aoxk +axk 44 ar)(x — bl)d1+1 c(x — bs)ds+1 -0

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 37 /49
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Recurrencias no homogéneas - caso general

@ Ejemplo:

T(n)=2T(n—1)+n+2" con T(0)=1

@ Ecuacién caracteristica:

(x =2)(x —1)*(x—2) = (x = 2)*(x —1)*=0

@ Solucién (sin hallar las constantes):

T(n) = 2"+ Gn2" + G1™ + CGynl”

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 38 /49
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Recurrencias no homogéneas - caso general

@ Dado T(0)=1,yusando T(n)=2T(n—1)+n+2"
tenemos que hallar T(1), T(2)y T(3), para formar un
sistema de 4 ecuaciones y 4 incdgnitas (las constantes):

T(1)=5 T(2)=16 T(3)=43

G+G =1 = T(O)
2G4+2G6+G+G = 5 = T(1)
4G +8G+ G +2C, = 16 = T(2)
8C1+24G,+ GG+3C, = 43 = T(3)

@ Solucién final (C; =3, G =1, GG=-2y G = —1):

T(n)=3-2"4+n2"-2—-n € ©(n2")

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Método de cambio de variable

Recurrencia:  T(n) =4T(n/2)+ n T(1)=1 T(2)=6

Cambio: n=2% = T(2¢)=4T(2"1) 42k

T(n) =T =t(k) = |t(k)=4t(k—1)+2"| Nueva recurrencia

Ecuacién caracteristica:  (x —4)(x —2) =0
t(k) = G(4) + G(2") = G(2")" + G(2Y)
Deshaciendo el cambio:  T(n) = Cin®> + Gon

Hallando las constantes: T(n)=2n*>—n € ©(n?)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Expansion de recurrencias (mismo ejemplo)

T(n) = T(n)=4T(n/2)+n

- 4{4T<7) +g] +n:42T<2%> +2n+n

n

- 4[4 {4T(—)+—} +g} +n:43T(2—,;>+4n+2n+n

El caso base T(1) se alcanza cuando n = 2/, n> = (2/)? = (22)" = 4/
Sustituyendo:
T(n)=n*4+n(n—1)=2n*>—n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 41 / 49
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Errores frecuentes — método general

@ Cambio de variable n = 2, y ecuacién T(2K) = 4T (2% 1) 4 2k

o Error: al cambiar t(k) = T(2%) hacer t(k) = 4t(k — 1) + k
o Lo correcto es: t(k) = 4t(k — 1) + 2k

@ Si t(k) — t(k — 1) = 3% no tenemos una potencia del tipo b* en el
miembro derecho

o Hay que transformarla: 3% = (32)k = 9k

@ A la hora de hallar el polinomio caracteristico es necesario sacar
factor comiin de las potencias en el miembro derecho

o t(k)—t(k—1) =2+ k®+ 2K+ k2 es
t(k) — t(k —1) = (2 + k3)1k + (1 + k)2*
o El polinomio caracteristico seria

(x— 1)(x — 1)*(x — 2)2 = (x - 1)(x — 2)2

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 42 / 49
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Analisis de eficiencia en espacio
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Modelo de memoria

e Cédigo del algoritmo @ Modelo (simple) de
memoria

@ Datos estaticos

. Pila / Subprogramas
o Variables globales pos

o Llamadas a
subprogramas ﬁ

o Parametros
Monticulo (heap)

e Variables locales

Datos estaticos

@ Memoria dindmica
Caédigo

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 44 / 49
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Arbol y proceso de llamadas a funciones

.. e Arbol de @ Proceso de
2 AC..) [lamadas [lamadas
3 B

¢ main main

5 def A(...) l | l |
6

; B(..) SERE
8 Y
9

10 def B(...) 2{ fs
11

L i o o
13

14 3‘ *4
15 def C(...)
16

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Estado de la pila

: :

datos dinamicos

datos dinamicos datos dinamicos

datos estaticos datos estaticos datos estaticos

codigo

A A A

= =

codigo codigo

datos dinamicos

datos dinamicos

datos dinamicos

datos dinamicos

datos estaticos

datos estaticos

datos estaticos

datos estaticos

codigo

codigo

codigo

codigo

Manuel Rubio Sanchez
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Arbol recursivo

o Caso recursivo: Fpio = Fpi1 + Fp

@ Casos base [1 =FH =1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 47 / 49
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Llamadas a subprogramas

@ La complejidad depende de la profundidad del arbol

recursivo de llamadas
o Para ilustrar esto se han coloreado los nodos de un mismo
nivel en el drbol con el mismo color

@ La complejidad también depende de los recursos que requiera
cada subprograma (funcién/método/subrutina) ejecutado
o Parametros de los subprogramas

o Variables locales a los subprogramas

o Memoria dindmica reservada al ejecutar el subprograma

Disefio y Andlisis de Algoritmos

Manuel Rubio Sanchez
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Introduccion
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Recursividad

@ Métodos/funciones/subprogramas que se invocan a si mismos

e Si Allama a B, y B llama a A: A y B también son recursivos

@ La definicién de conceptos en términos de si mismos

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 4 /85
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Recursividad

@ Herramienta muy potente para la resolucién de problemas
computacionales y matematicos

o Una forma de pensar al abordar problemas computacionales

o Enfoque de disefio de algoritmos

@ Alternativa a los bucles

o Para ejecutar instrucciones de manera repetida

@ Alternativa a algunas estructuras de datos

o Pilas y colas

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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iSe puede usar en un diccionario?

@ Definiciéon de descendientes, segtin el diccionario de la Real
Academia Espanola:

o Descendientes: "Hijos, nietos o personas que descienden de
otra”

o Descender: “Proceder, por natural propagacién, de un mismo
principio o persona comtn, que es la cabeza de la familia”

o Proceder: “Dicho de una persona o de una cosa: Tener su

origen en un determinado lugar, o descender de cierta
persona, familia o cosa”

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 6 /85
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iSe puede usar en un diccionario?

@ Mejor definicién: los hijos mas los descendientes de los hijos

{@ si H(p) = &
H(p) v D(H(p)) si H(p) # &

H: hijos, D: descendientes, p: persona

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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iCuando es util aplicar la recursividad?

@ Especialmente util cuando la “estructura” del problema,
algoritmo o los datos no es “lineal”

Arrays, listas, ... Grafos, Arboles, ...
[ITITTTTTTT]

YAy ey ey avd
Iteracion / Bucles Recursividad

@ Cuando el método realice dos o mas llamadas a si mismo

@ Cuando sea mas facil comprender la versidn recursiva

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Conceptos clave en la recursividad

o Descomposicion/simplificacion de problemas

o Debemos ser capaces de reconocer que para resolver un
problema podemos valernos de soluciones a “subproblemas’
idénticos al original, pero mas sencillos o de menor

tamano

@ Induccién

o Construimos nuestra solucién suponiendo que ya sabemos la
solucién a estos problemas mas simples

@ No tenemos que calcular estas “subsoluciones” desde cero

@ Se obtienen a través de llamadas recursivas

Disefio y Andlisis de Algoritmos

Manuel Rubio Sanchez
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Primer ejemplo: Factorial

subproblema: (n—1)!

n .
. 1 sin=20
n!=H/:1><2><3><-~~><(n—1)><n= _
L nx(n—1)"1 sin>0
i=1
problema: n!
1 def factorial(n):
2 if n==0:
3 return 1
4 else:
5 return factorial(m-1) * n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 10 / 85
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El paradigma de programacion declarativa

@ En general, hay que pensar en qué se va a hacer mucho mds
que en c6mo se va a hacer

o A diferencia del paradigma imperativo, evitaremos pensar en
cémo se modifican los pardmetros y variables a medida que se
ejecuta un programa paso a paso

@ Suponemos que sabemos qué se resuelve (el subproblema),
pero no nos interesa saber cémo

@ Salto de fe recursivo

o Usas la funcidn que estds programando, asumiendo que
funciona, aunque todavia no la hayas terminado de
implementar

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 11 /85



000000000 e00

Factorial: implementaciones “iterativas” (a evitar)

1
2
3
4
5
6
7
8

def factl(n):

p=1
while n>0:
P = p*n
n = n-1
return p
facti(n)
iteracion | n p
0 4 1
1 3 4
2 2 12
3 1 24
4 0 24

Manuel Rubio Sanchez

1 def fact2(m,p):

2 if n==0:

3 return p

4 else:

5 return fact2(n-1,p*n)
6

7

8

fact2(n,1)

Aunque fact2 sea recursivo (por cola), es
equivalente a la versidn iterativa factl

fact2 surge de un enfoque imperativo, donde
pensamos en los valores que toman variables y
parametros

fact2 no surge de pensar en subproblemas

fact2 no surge de pensar de manera “recursiva”

Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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iArbol de recursion?

@ Si podemos, evitaremos pensar en el drbol de recursién

o Generalmente no ayuda a disefiar el algoritmo

o Lo importante es definir la regla recursiva

@ La relacién entre un nodo padre y los hijos, que se aplica en
todo el drbol

@ En este caso es F(n) = F(n—1) + F(n —2) (nimeros de
Fibonacci o similares)

o No perdemos tiempo en pensar cémo se resolveran los
subproblemas

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 13 /85
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Tipos de recursividad

@ Lineal (no final)

f(n’A)z{lA~f(n—l,A) ::ii g(")zf("’(i (1)>>12

@ Lineal final (por cola)

a sin=0

f(n,a, b) = = f(n,0,1
(n,a,b) {f(n—l,a+b,a) sin>1 &(n) (m0,1)

@ Multiple
o J1 sin=1,2

f(n){lJrZ?—ff(f) sin>3 g(n) = f(n)

@ Mutua
_ 1 sii=1 ) 0 sii=1 g(n) =
B() = {A(i 1) siiz?2 All) = {A(i —1)+B(i—-1) sii=2  B(n)+A(n)
@ Anidada

1+ in=1,2
f(my)z{ f(nil,y+f(n72,0)) 2in>3 g(n) = f(n,0)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 14 / 85
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algoritmos recursivos
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Metodologia

O Identificar el tamaiio del problema
o Lo que determina el nimero de operaciones a realizar
@ Establecer los casos base

o Instancias sencillas del problema que no requieren llamadas
recursivas

o Suelen ser instancias de menor tamafio

© Descomposicidn: escoger instancias del problema de menor
tamaiio

@ Induccidn: establecer los casos recursivos a partir de las
soluciones de las instancias seleccionadas en la fase de
descomposicién

© Implementar y probar

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 16 / 85
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Ejemplo: suma de los primeros naturales

S(ny*=>1i=1+2+43+ - +(n—1)+n
i=1

@ Paso 1 (tamafio del problema)

e n

@ Paso 2 (casos base)

e n=0. En ese caso: S(0) =0
o n=1.Enesecaso: 5(1) =1

@ Redundante si consideramos S(0) = 0

*Suponemos que no conocemos la férmula S(n) = n(n+1)/2, que se calcula
en tiempo constante ©(1)
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 17 / 85
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Ejemplo: suma de los primeros naturales

@ Paso 3 (descomposicién)
o Consideramos problemas de tamafio menor: n— 1, n — 2, n/2, n/10
o Algunas descomposiciones no conducen a algoritmos sencillos o
eficientes

@ Lo mds sencillo en este caso es considerar S(n — 1)

@ Paso 4 (casos recursivos)

subproblema: S(n—1)

S(n)=>i=1+2+3+ - +(n—1)+n={

problema: S(n)

0 sin=0
n+S(n—1) sin>0

1 def suma(n): 1 sin=20
Sy T(n) - _

2 if n==0: T(n—1)+1 sin>0

3 return 0

4 else:

5 return suma(n-1) + n T(n) € e(”)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 18 / 85
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Graficamente

@ Paso 3 (descomposicién)

o Buena idea: usar diagramas para identificar el problema original y el
o los subproblemas a considerar

n-1
n n
Problema original Subproblema
@ Problema = “ndmero de cuadrados en una piramide triangular de

altura (y base) n

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 19 / 85
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Dividir el tamano del problema por dos — |

@ Paso 3 (descomposicién)
@ Problemas de tamafio n/2 (aproximadamente)
o // indica divisién entera (8//2 =4, 7//2 = 3)

o x//y = |x/yl

nll2

nl/l2

npar nimpar
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Dividir el tamano del problema por dos — |

0 sin=0
1 in=1
S(n) = -
35(n/2) + S(n/2 - 1) sin>1y npar
35((n—1)/2) + S((n+1)/2) sin> 1y nimpar
1 def suma(n):
2 if n==0:
3 return 0
4 elif n==1:
5 return 1
6 elif n%2==0:
7 return 3*suma(n//2) + suma(n//2 - 1)
8 else:
9 return 3*suma(n//2) + suma(n//2 + 1)

T(n)=2T(n/2)+1,con T(0)=1y T(1)=1 = T(n)eO(n)
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Dividir el tamano del problema por dos — |l

@ Paso 3 (descomposicién)

@ Problemas de tamafio n/2 (aproximadamente)

Fnll2

nll2

~nll2 nil2 +1

n par n impar
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Dividir el tamano del problema por dos — |l

0 sin=0
1 sin=1
S(n) = 2 .
25(n/2) + (n/2) sin>1ynpar
25((n—1)/2) + ((n+1)/2)* sin> 1y nimpar
1 def suma(n):
2 if n==0:
3 return 0
4 elif n==1:
5 return 1
6 elif n%2==0:
7 return 2*xsuma(n//2) + (n//2)**2
8 else:
9 return 2*suma(n//2) + (n//2 + 1)%%2

T(n)=T(n/2)+1,con T(0)=1y T(1)=1 = T(n)ec O(log(n))
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Dividir el tamano del problema por dos — Ill

@ Paso 3 (descomposicién)

@ Problemas de tamafio n/2 (aproximadamente)

n/l2

+ nil2

T
i P

npar nimpar
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Dividir el tamano del problema por dos — Ill

0 sin=20
1 in=1
S(n) = o
45(n/2) — (n/2) sin>1ynpar
45((n—1)/2) + (n+1)/2 sin>1y nimpar
1 def suma(n):
2 if n==0:
3 return 0
4 elif n==1:
5 return 1
6 elif n%2==0:
7 return 4*suma(n//2) - n//2
8 else:
9 return 4*suma(n//2) + n//2 + 1

T(n)=T(n/2)+1,con T(0)=1y T(1)=1 = T(n)ec O(log(n))
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Arrays y listas

@ Es importante conocer dos formas de implementar cédigo
relacionado con listas o arrays

@ Las funciones reciben la lista completa, pudiendo acceder a su
longitud

@ Las funciones reciben la lista completa, pero se trabaja con una
sublista de ésta, definida por un indice inferior y otro superior

a |7|0|5|—1|3|2|4|—3|9|2|

o Suele ser més eficiente, aunque también mas compleja
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Arrays y listas

Suma de los elementos de una lista

Dado una lista a de n niimeros, hallar la suma de éstos:
n—1

@ Hay varias formas de emplear recursividad para resolver este
problema, y varias implementaciones posibles

n—1

n—1
Q s(a) = Z aj =ao + Z aj = ao + s(ar.n-1)
i=0

i=1

n—2

n—1
Q s(a) = Z aj = Z aj + an—1 = 5(aoun—2) + an—1
i=0

i=0

n—1 m n—1
Q s(a) = Z aj = Z ai + Z aj = s(ap.m) + s(am+1..n—1)
i=0 i=0 i=m+1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 27 / 85



{e]e] o]

Arrays y listas — Implementacion tipo 1

1 # s(a) => af0] + s(al1:n])

2 def suma_lista_1(a):

3 if len(a) ==

4 return 0

5 else:

6 return a[0] + suma_lista_1(al[1:]1)
7

8

9 # s(a) => s(al0:n-1]) + a[n-1]

10 def suma_lista_2(a):

11 if len(a) ==

12 return O

13 else:

14 return suma_lista_2(al[:-1]) + a[-1]
15

16

17 # s(a) => s(al0:n//2]) + s(aln//2:n])

18 def suma_lista_3(a):

19 if len(a) ==

20 return O

21 elif len(a) ==

22 return al[0]

23 else:

24 mitad = len(a)//2

25 return suma_lista_3(al:mitad]) + suma_lista_3(al[mitad:])
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Arrays y listas — Implementacion tipo 2

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

RN RN NN R e
GRONROOONOT &SN

# s(a) => af[0] + s(al1:n])
def suma_lista_limites_1(a,inf,sup):
if inf>sup:
return 0
else:
return alinf] + suma_lista_limites_1(a,inf+1,sup)

# s(a) => s(al0:n-1]) + a[n-1]
def suma_lista_limites_2(a,inf,sup):
if inf>sup:
return 0
else:
return alsup] + suma_lista_limites_2(a,inf,sup-1)

# s(a) => s(al0:n//2]) + s(aln//2:n])
def suma_lista_limites_3(a,inf,sup):
if inf>sup:
return 0
elif inf==sup:
return alinfl # or alsup]
else:
mitad = (sup+inf)//2
return suma_lista_limites_3(a,inf,mitad) + suma_lista_limites_s(a,mitad+1,sup)
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Problemas basicos

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 30 /85



e0

Suma de los digitos de un namero

Suma de los digitos de un nimero entero no negativo

Dado un nimero n € N, hallar la suma de sus digitos.

Ejemplo: Para n = 3652, se devuelve s(3652) =3 +6+5+2 =16

@ Paso 1 (tamafio):
o El nimero de digitos de n
@ Paso 2 (casos base):

o Instancia mas pequena: que el niimero solo contenga un digito.
e Sin<10,s(n)=n

@ Paso 3 (descomposicién). Opciones:

o Eliminar el digito menos significativo s(365) < mas sencillo
o Eliminar el digito mas significativo s(652)
o Dividir el ndmero por la mitad s(36), s(52)
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Suma de los digitos de un namero

@ Paso 3 (descomposicién):

e 5(n//10) es la suma de todos los digitos de n, salvo el menos
significativo. s(365) = 14

@ Paso 4 (casos recursivos):

e Si conocemos s(n//10) solamente hace falta sumarle el digito
menos significativo de n: (n%10)

o En el ejemplo: s(3652) = 5(365) + 2

o Caso recursivo: s(n) = s(n//10) + (n%10)

@ Paso 5 (implementar):

1 def suma_digitos(m):
2 if n<10:

3 return n
4 else:

5 return suma_digitos(n//10) + n%10

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



®00000

Suma lenta

Suma lenta de dos nimeros enteros no negativos

Dados a, b € N, hallar su suma. Solo se puede sumar o restar una unidad
a los ndmeros.

Ejemplo: s(a, b) = a+ b. Paraa=3y b =5, 5(3,5) =8.

@ Paso 1 (tamafio):

e Hay varias opciones. Puede ser a, b o min(a, b). Empecemos
tomando como tamafio a.

@ Paso 2 (casos base):
o Instancia mds pequefia: a = 0. En ese caso s(0,b) = b
@ Paso 3 (descomposicién). Tenemos varias opciones vélidas:

o El subproblema s(a — 1, b)
o El subproblema s(a—1,b+ 1)
o El subproblema s(a—1,b—1)
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Suma lenta - |

@ Paso 3 (descomposicién): s(a—1,b) =a—1+b

@ Paso 4 (casos recursivos):

o ;Cémo conseguir s(a, b) si ya sabemos s(a — 1, b)? Solo hace
falta sumarle 1
o Caso recursivo: s(a,b) =s(a—1,b) +1

@ Paso 5 (implementar):

1 def suma_lental(a,b):
2 if a==0:

3 return b
4 else:

5 return suma_lental(a-1,b) + 1
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Suma lenta - |l

@ Paso 3 (descomposicién): s(a—1,b+1)=a—1+b+1=a+b

@ Paso 4 (casos recursivos):

o ;Cémo conseguir s(a, b) si ya sabemos s(a —1,b+ 1)? No
hace falta hacer nada. ..
o Caso recursivo: s(a,b) =s(a—1,b+1)

@ Paso 5 (implementar):

1 def suma_lenta2(a,b):
2 if a==0:

3 return b
4 else:

5 return suma_lenta2(a-1,b+1)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 35 /85



[e]e]e] lole]

Suma lenta — Il

@ Paso 3 (descomposicién):
sa—1l,b—1)=a—-1+b—-1=a+b-2

@ Paso 4 (casos recursivos):

o ;Cémo conseguir s(a, b) si ya sabemos s(a — 1, b — 1)? Sumar
1 dos veces
o Caso recursivo: s(a,b) =s(a—1,b—1)+1+1

@ Paso 5 (implementar):

1 def suma_lenta3(a,b):
2 if a==0:

3 return b
4 else:

5 return suma_lenta3(a-1,b-1) + 1 + 1
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Suma lenta - IV

@ Paso 1 (tamario):

o Ahora, tomemos min(a, b) como tamafio del problema.

@ Paso 2 (casos base):
o Instancia mds pequeiia: a=00 b=0.Si a=0 se retorna b, y
si b =0 se retorna a. Es decir, s(0,b) = by s(a,0) = a
@ Paso 3 (descomposicién):

o Consideramos el subproblema s(a — 1, b — 1). Garantiza que se
reduce el tamaiio del problema.
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Suma lenta - IV

@ Paso 3 (descomposicién):
s(a—1,b—1)=a—-1+b—-1=a+b-2

@ Paso 4 (casos recursivos):

e jCémo conseguir s(a, b) si ya sabemos s(a — 1, b — 1)? Sumar
1 dos veces
o Caso recursivo: s(a,b) =s(a—1,b—1)+1+1

@ Paso 5 (implementar):

1 def suma_lenta4(a,b):

2 if a==0:

3 return b

4 elif b==0:

5 return a

6 else:

7 return suma_lenta4(a-1,b-1) + 1 + 1
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Maximo de una lista

Maximo de una lista de nimeros
Dada una lista a, de longitud n > 1, hallar el maximo de sus elementos:
méx;—o..n—1{ai}

Ejemplo: m([4,2,7,5]) = 7.

@ Paso 1 (tamafio): n
@ Paso 2 (casos base): Sin=1, s(a) = ag
@ Paso 3 (descomposicién). Tenemos varias opciones vélidas:

o Eliminar el primer elemento de la lista (al1:1) m(a;. ,—1)
o Eliminar el dltimo elemento de la lista (al:-1]1) m(ag._,—2)

o Dividir la lista por la mitad (al:mitad] y almitad:]1)
m(ag. p—1) y m(ap. n—1), donde h =n//2 = |n/2|.

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 39 /85



(o] lele]

Maximo de una lista — |

@ Paso 3 (descomposicién): m(ay. ;1)

@ Paso 4 (casos recursivos):

o ;Cémo conseguir m(a) si ya sabemos m(ay_,_1)? Sera el
mayor entre el encontrado en la sublista y el primer elemento
de a

e Caso recursivo: m(a) = max{m(ay ,—1), a0}

@ Paso 5 (implementar):

1 def maximo1l(a):

2 if len(a)==1:

3 return al[0]

4 else:

5 return max(maximol(al[1:]),a[0])
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Maximo de una lista — |l

@ Paso 3 (descomposicién): m(ag. ,—2)

@ Paso 4 (casos recursivos):

o jCémo conseguir m(a) si ya sabemos m(ag._,—»)? Sera el
mayor entre el encontrado en la sublista y el dltimo elemento
de a

o Caso recursivo: m(a) = max{m(ap..,—2),an—1}

@ Paso 5 (implementar):

1 def maximo2(a):

2 n = len(a)

3 if n==1:

4 return al[0]
5 else:

6 return max(maximo2(al:-1]),al[n-11)
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Maximo de una lista — |11

@ Paso 3 (descomposicién): m(ag. p—1) y m(ap . n—1)

@ Paso 4 (casos recursivos):

o ;Cémo conseguir m(a) si ya sabemos m(ag. p—1) y m(an. n—1)?
Sera el mayor entre los maximos encontrados en ambas
sublistas

o Caso recursivo: m(a) = max{m(ag._p—1), m(an n—1)}

@ Paso 5 (implementar):

1 def maximo3(a):

2 n = len(a)

3 if n==1:

4 return al[0]
5 else:

6 mitad = n//2

7 return max(maximo3(al[:mitad]), maximo3(a[mitad:]))
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Potencia con exponente no negativo

Potencia con exponente no negativo

Calcular b", donde be Ry n e N es un entero no negativo

Ejemplo: Si (b, n) = b", f(2,5) =2° = 32

@ Paso 1 (tamafio): n
@ Paso 2 (casos base):

o Sin=0:f(b,n) =1 (seasume que 0° = 1)
@ Paso 3 (descomposicién): Opciones:

o Considerar f(b,n—1)
o Considerar f(b,n//2)
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Potencia con exponente no negativo — |

@ Paso 4 (casos recursivos):

e ;Cémo conseguir b" si conoces b"1?

o Caso recursivo: b" = b - "1

@ Paso 5 (implementar):

1 def potil(b,n):

2 if n==0:

3 return 1
4 else:

5 return b*potl(b,n-1)
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Potencia con exponente no negativo — |

@ Paso 4 (casos recursivos):

e ;Cémo conseguir b" si conoces b"//22
o Sinespar: b" = (b"/?)?
o Sinesimpar: b" = b (b"/?)?

@ Paso 5 (implementar):

1 def pot2(b,n):

2 if n==0:

3 return 1

4 elif n%2==0:

5 p = pot2(b,n//2)
6 return p*p

7 else:

8 p = pot2(b,n//2)
9 return b*p*p

T(n) = ©(log(n))
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Escribir secuencia de caracteres — |

Escribir una secuencia de caracteres en orden

Dada una cadena de n caracteres s, escribir éstos verticalmente y en
orden. Si s es la cadena vacia se escribird un salto de linea.

Ejemplo: f(‘hola’) — h ol Jadl

@ Paso 1 (tamafio): n
@ Paso 2 (casos base):
e Sin=0:print(Q)
e Sin=1: print(s)
@ Paso 3 (descomposicién):
o Eliminar el primer elemento de s (s[1:1) f1(sy. 1)
o Eliminar el dltimo elemento de s (s[:-11) f2(so..n—2)
o Escribir ambas mitades por separado(s[:mitad] y s[mitad:])
f3(so..h—1) y F3(sh.n—1), donde h = n//2.
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Escribir secuencia de caracteres — ||

Escribir una secuencia de caracteres en orden inverso

Dada una cadena de n caracteres s, escribir éstos verticalmente y en
orden inverso. Si s es la cadena vacia se escribird un salto de linea.

Ejemplo: g(‘hola") — acllloclhd

@ Paso 1 (tamafio): n
@ Paso 2 (casos base):
e Sin=0:print(Q)
e Sin=1: print(s)
@ Paso 3 (descomposicién):
o Eliminar el primer elemento de s (s[1:1) gl(s1. 1)
o Eliminar el dltimo elemento de s (s[:-11) g2(so..n—2)
o Escribir ambas mitades por separado(s[:mitad] y s[mitad:])
g(so.n-1) y 3(sh.n-1), donde h = n//2.

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 47 / 85



ooce

Escribir secuencia de caracteres — | y |l

©O~NOU A WN R

@ Pasos 4 y 5 (casos recursivos e implementacién):

def f1(s):

n = len(s)

if n==0:
print ()

elif n==1:
print(s)

else:
print (s [0])
f1(s[1:1)

def gi(s):

n = len(s)
if n==0:
print ()
elif n==1:
print(s)
else:
gi(s[1:1)
print (s[0])

Manuel Rubio Sanchez
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def £2(s):

n = len(s)
if n==0:
print ()
elif n==1:
print(s)
else:
f2(s[:-11)
print (s[-11)

def g2(s):

n = len(s)
if n==0:
print ()
elif n==1:
print(s)
else:
print (s[-11)
g2(s[:-11)

Disefio y Andlisis de Algoritmos
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def £3(s):

n = len(s)

if n==0:
print ()

elif n==1:
print(s)

else:
m = n//2
£3(s[:m])
£3(s[m:1)

def g3(s):

n = len(s)

if n==0:
print ()

elif n==1:
print(s)

else:
m = n//2
g3(s[m:]1)
g3(s[:m])
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Sumatorio general

Calcular un sumatorio de una funcién general

Dada una funcién general g(x) y unos limites m y n, hallar
f(m,n g) =3, &(i)

@ Paso 1 (tamafio): n — m + 1 (nimero de términos a sumar)

@ Paso 2 (casos base):
@ Si m > n (en ese caso el tamafio es 0 o negativo): f(m,n,g) =0
@ Si m = n (solo necesario si se divide el sumatorio en dos en la fase
de descomposicién): f(m, n,g) = g(m)
@ Paso 3 (descomposicién):
@ Eliminamos el primer elemento de la suma. Consideramos f(m + 1,n, g):
2m8&(i) =g(m)+ 30, 1 8(i)
@ Eliminamos el dltimo elemento de la suma. Consideramos f(m,n —1,g):
Smel) =3 g(i) +g(n)
@ Dividimos el sumatorio en dos (por la mitad). Consideramos f(m, h,g) y
f(h+1,n,g), donde h = (n+m)//2: 37 g(i) = X1, 8(1) + 27,1 8(7)
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Sumatorio general

Pasos 4 y 5 (casos recursivos e implementacién):

def g(x):

©CO~NOU A WN R

return x*x;

si(m,n,g):

if m>n:
return

else:
return

s2(m,n,g):

if m>n:
return

else:
return

s3(m,n,g):

if m>n:
return

elif m==n:

g(m) + si(m+1,n,g)

s2(m,n-1,g) + g(n)

return g(m)

else:
mitad

return s3(m,mitad,g) + s3(mitad+i,n,g)

Manuel Rubio Sanchez
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i Contiene digito?

i Contiene digito?
Dado un entero no negativo n, y un digito d € {0,1,...,9}, determinar si d es
una de las cifras de n

Ejemplo: Si la funcién booleana es f(n, d), £(3082,2) = True

@ Paso 1 (tamafio): El ndmero de digitos de n

@ Paso 2 (casos base):

@ Si n solo contiene un digito el resultado es jn = d?
@ Si d es el dltimo digito de n (el menos significativo) el resultado es

True
@ Se puede incorporar como caso base o en la regla recursiva

@ Paso 3 (descomposicién):

o Consideramos n//10, que es n sin el dltimo digito.

URJC 51 /85
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i Contiene digito?

@ Paso 4 (casos recursivos)

@ Si no estds en un caso base (d no es el (ltimo digito de n) el

resultado serd f(n//10,d) (si d es una de las cifras restantes de n)

@ Paso 5 (implementacién)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

def

def

contiene_digito_cola(n,d):
if n<10:
return n==
elif n%10==4d:
return True
else:
return contiene_digito_cola(n//10,d)

contiene_digito_lineal(n,d):
if n<10:
return n==
else:
return (n%10==d) or contiene_digito_lineal(n//10,d)
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Problemas adicionales
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Cambio de base

Cambio de base 10 a base b

Dado un ndmero entero no negativo n, calcular su expresion en base b
(b e [2,9] es otro entero)

Ejemplo: 142;5 = 10325. Por tanto, c(142,5) = 1032

@ Paso 1 (tamafio): El niimero de digitos de la salida
@ Paso 2 (casos base):

o Instancia mas pequena: que la salida solo tenga un digito
@ n < b. En ese caso c(n, b) = n

@ Paso 3 (descomposicién).

o ;Cémo te acercas al caso base? Dividiendo n entre b.
c(n//b, b) tendrd un digito menos que c(n, b)
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Cambio de base

@ Paso 4 (casos recursivos):

e ;Si conoces c(n//b, b), cémo construyes c(n, b)?

o Ejemplo. Para n = 142, n//5 = 28. Ademds, c(142,5) = 1032
y ¢(28,5) = 103

o Tendriamos que multiplicar 103 por 10, y sumarle 2

o La regla recursiva es: c(n, b) = 10- c(n//b,b) + n%b

@ Paso 5 (implementacién):

1 def cambio_base(n,b):
2 if n<b:

3 return n
4 else:

5 return 10*cambio_base(n//b,b) + n¥%b
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Evaluar un polinomio

Evaluar un polinomio

Sea P(x,d) = d,x" + d,_1x"1+ -+ 4 dix + dp un polinomio de grado
n, determinado por los coeficientes d;, que se especifican en una lista d
de longitud n + 1. El problema consiste en evaluar el polinomio para un
valor concreto de x.

Ejemplo: P(3,[2,—4,5]) =5-(3)2—4-(3)! +2=135

@ Paso 1 (tamafio): n

@ Paso 2 (casos base):

o Instancia mas pequena:
o n=0. En ese caso P(x,d) = do
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Evaluar un polinomio — Algoritmo de Horner

@ Paso 3 (descomposicién)
o Eliminamos el primer elemento de d (algoritmo de Horner)

@ También se puede eliminar el (ltimo, o partir el polinomio en
dos

@ Paso 4 (casos recursivos):
e Asumimos que conocemos
P(X,len) e anil + d,,,an72 + - + dl
o La regla recursiva es: P(x,d) = do + x - P(x,dy. )

@ Paso 5 (implementacién):

1 def hormner(x,d):

2 if len(d)==1:

3 return d[0]

4 else:

5 return d[0] + x*horner(x,d[1:])
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Busqueda lineal

Busqueda lineal

Dada una lista a de longitud n, no necesariamente ordenada, y un
elemento x, devolver un indice de la lista en el que se encuentre x. Si x
no esta en la lista el método devolverda —1. El método serd una funcién
f(a, x).

@ Paso 1 (tamafio): n

@ Paso 2 (casos base):

o n = 0. En ese caso el método devolverda —1.

e Otros casos triviales son (no serd necesario considerar ambos):
@ Si x = a,_1 el método devolverd n—1
@ Si x = a9 el método devolvera 0

@ Paso 3 (descomposicién):

o Eliminar el dltimo elemento de la lista (veremos solo este caso)
o Eliminar el primer elemento de la lista
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Busqueda lineal

@ Paso 4 (casos recursivos):

o Si hemos comprobado que x # a,_1, entonces el resultado del
método serd el resultado de buscar a x en la sublista ag_,_»

e En ese caso f(a,x) = f(ag. n_2, X)

@ Paso 5 (implementacién):

1 def busqueda_lineal(a, x):
2 n = len(a)

3 if n==0:

4 return -1

5 elif a[n-1]==x:
6 return n-1

7 else:

8 return busqueda_lineal(al[:-1], x)
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Busqueda en lista ordenada

Busqueda en lista ordenada

Dada una lista a de longitud n, ordenada de manera creciente, y un
elemento x, devolver un indice de la lista en el que se encuentre x. Si x
no esta en la lista el método devolverd —1.

@ Paso 1 (tamafio): n

@ Paso 2 (casos base):

e n = 0. La lista es vacia. En ese caso el método devolverd —1.
o Si x = a,, el método devolverd m. En el algoritmo que veremos
(bdsqueda binaria) m hard referencia a la mitad de la lista.

@ Paso 3 (descomposicién):

o Descartar la bisqueda en la mitad superior o inferior de la lista.
Esto conducird a un algoritmo que correra en tiempo ©(log(n))
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Busqueda en lista ordenada

@ Paso 4 (casos recursivos):
o Si x < a,, entonces x solo podrd estar en ag_,,_1, por lo que la
blsqueda debe continuar en esa primera mitad de la lista

e Si x > a,, entonces x solo podra estar en a,,,1..,_1, por lo que
la bdsqueda debe continuar en esa segunda mitad de la lista

lista (problema) original lista (problema) original
A
/s N\ N\
al [T TTTTTT] a [ [TTTTTT]]
A t
ﬂ mitad X <@g X <@ 00 mitad ﬂ
v | | ¥
(rrri1. LTI
A \/—/ %\/ J
sublista sublista
(subproblema) (subproblema)
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Busqueda en lista ordenada

@ Paso 5 (implementacién):

o Al tener que devolver un indice, es conveniente emplear
pardmetros que indiquen el principio (inf) y final (sup) de la
sublista de a en la que se va a realizar la bisqueda

o Se pasa toda la lista a (en realidad, un puntero a ella), pero la
funcién debe trabajar solo con los indices entre inf y sup

def busqueda_binaria(a, x, inf, sup):
if inf>sup:
return -1
else:
mitad = (inf+sup)//2

if x==al[mitad]:

return mitad
elif x<a[mitad]:

return busqueda_binaria(a, x, inf,mitad-1)
else:

return busqueda_binaria(a, x, mitad+1, sup)

© 0N Or W N

oe e
N = O
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Formas de subir escaleras

Formas de subir escaleras

Halla el ndmero de maneras en las que se puede subir unas escaleras de n
peldafios, dando pasos de uno o dos peldafios.

@ Paso 1 (tamafio): n

@ Paso 2 (casos base):
e n = 1. Solo hay una forma de subir, (1) =1
e n = 2. Hay dos formas de subir, f(2) = 2
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Formas de subir escaleras

@ Paso 3 (descomposicién)

e Suponemos que sabemos subir tanto n — 1 como n — 2

peldaios
o Intentaremos construir f(n) a partirde f(n— 1)y f(n—2)

@ Paso 4 (casos recursivos):

e En problemas combinatorios (de conteo) es recomendable
agrupar los elementos a contar en diferentes categorias
o En este caso hay dos tipos de formas de subir: las secuencias
que comienzan subiendo un peldafio, y las que empiezan
subiendo dos
o El nimero de secuencias que empiezan subiendo un peldafio
es f(n—1)
@ El ndmero de secuencias que empiezan subiendo dos peldafios
en un paso es f(n— 2)
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Formas de subir escaleras

fin-1)
f(n-2)

@ Paso 5 (implementacién):

1

2

3 return 1

4 elif n==2:

5 return 2

6 else:

7 return f(n-1) + f(n-2)
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Caminos por Manhattan

Caminos por Manhattan

Hallar el nimero de formas de llegar desde el origen en el plano
(0,0) hasta el punto (x,y), donde x,y € N, dando x + y pasos,
donde en cada uno solo se puede avanzar una unidad hacia arriba
o hacia la derecha. Es decir, solo se puede incrementar en una
unidad la coordenada x o la coordenada y en cada paso.

(x.y)
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Caminos por Manhattan

@ Paso 1 (tamafio): x + y

@ Paso 2 (casos base):

@ x =0ey =0 es un caso base, pero hay otro mas general:

@ Si x =00 y = 0 solo habrd una forma de alcanzar (x,y)
@ Un camino totalmente horizontal o vertical
@ Si x =0e y =0 se considera que hay un camino valido
@ Paso 3 (descomposicién)
@ Suponemos que sabemos llegar al punto (x — 1,y) y al (x,y — 1)
o Es decir, aprovechamos las soluciones f(x — 1,y) y f(x,y — 1)
@ Paso 4 (casos recursivos)
@ Desde (x —1,y) o (x,y — 1) solo hay una manera de llegar a (x,y).

Por tanto: f(x,y) = f(x —1,y) + f(x,y — 1)
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Caminos por Manhattan

x1.y) (XY

(x.y-1)

(0.0)

@ Paso 5 (implementacién):

1 def f(x,y):

2 if (x==0) or (y==0):

3 return 1

4 else:

5 return f(x-1,y) + f(x,y-1)

-3 (7))
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Encontrar un 0 de una funcidn: biseccidn

Encontrar un 0 de una funcién

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo [a,b]. Se sabe que

signo(f(a)) # signo(f(b)), por lo que la funcién tendra al menos un cero (r).

Se pide hallar uno de estos ceros con una precisién de e (la diferencia con
respecto al cero real serd ¢ como mucho). Por tanto, el resultado serd una
estimacién Z. La funcién a implementar serd ((a, b, f,¢).
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Encontrar un 0 de una funcidn: biseccidn

@ Paso 1 (tamafio): b — a, que, en funcién de ¢, determinard el ndmero de
veces que se reducird el intervalo de bisqueda por 2.
@ Paso 2 (casos base):
@ Si f(2) = 0 se podrd parar: se ha encontrado un cero exacto (2 = r)

o Si b— a < 2¢, la diferencia entre el cero real (r) y nuestra
estimacidn del cero (2) serd menor o igual a € y podremos parar

f(x)

A
A,
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Encontrar un 0 de una funcidn: biseccidn

@ Paso 3 (descomposicién)
@ Reducimos el ancho del intervalo, dividiéndolo por dos

e Tomando 2 = (a + b)/2, Z pasara a ser un extremo de un nuevo
intervalo, de manera que los signos de la funcidén en sus extremos
sean diferentes

@ Paso 4 (casos recursivos):
@ Inicialmente 2 = (a + b)/2
o Si signo(f(a)) # signo(f(2)) entonces el resultado sera ((a, 2, f,¢)

@ En caso contrario serd (2, b, f,¢)
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Encontrar un 0 de una funcidn: biseccidn

@ Proceso:

/m

f(=)

f(=)
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r un 0 de una funcidén: biseccion

@ Paso 5 (implementacién):

1 def f£(x):

2 return x*x-2

3

4 def biseccion(a, b, f, epsilomn):

5 z = (a+b)/2

6

7 if £(z)==0 or b-a<=2xepsilon:

8 return z

9 elif (£(a)>0 and £(z)<0) or (£f(a)<0 and £(z)>0):
10 return biseccion(a, z, f, epsilon)
11 else:

12 return biseccion(z, b, f, epsilon)
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Torres de Hanoi

Torres de Hanoi

En este puzle se dispone de n discos de diferente tamafio (se puede asumir que el
i-ésimo disco tiene radio i), insertados en una torre, en orden decreciente de tamafio
(estado inicial). El objetivo consiste en determinar la secuencia de movimientos de
discos individuales para ubicar a todos los discos en otra torre (estado final), usando
una tercera como auxiliar, con las siguientes reglas:

@ Solo se puede mover un disco a la vez

@ No puede haber un disco de mayor tamafio encima de otro de menor tamafio

Cada movimiento se imprimira por pantalla como “Mover disco i desde t; a ",
donde t; y t» podran ser la torre origen, auxiliar o destino.

Estado inicial Estado final

Estado intermedio

v
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Torres de Hanoi

@ Proceso, para n = 4 se puede resolver en 15 movimientos:

@ O: origen. A: auxiliar. D: destino
ALL Ll
ke Ll

ad -
Ll

ol— op—
>p— >

o

mo
> >

B P P

o s R
EEEN

@ No suele ser (til analizar todas las operaciones

o Las etapas 7 y 8 son especialmente interesantes. j Por qué?

@ Debemos centrarnos en subproblemas y sus soluciones
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Torres de Hanoi

@ Paso 1 (tamafio): n

@ Paso 2 (casos base):

e Si n=1: mover el disco 1 desde la torre origen a la destino

e También: Si n = 0: no se realiza ninglin movimiento

@ Paso 3 (descomposicién):
o Consideramos subproblemas de tamafio n — 1

o Implicacién clave: suponemos que sabemos mover toda una
piramide de n — 1 discos, desde cualquier torre a otra
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Torres de Hanoi

@ Paso 4 (casos recursivos):

n ‘ } n-1
y Subproblema
ueve
piramide Llamada
o recursiva
Mueve Operacién
disco basica
[em—]
M Subproblema
ueve
piramide Llamada
recursiva
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Torres de Hanoi

@ Paso 5 (implementacién):

1 def torres_Hanoi(n,o0,d,a):

2 if n==1:

3 print ('Mueve disco',n,'desde torre',o,'a torre',d)
4 else:

5 torres_Hanoi(n-1,0,a,d)

6 print ('Mueve disco',n,'desde torre',o,'a torre',d)
7 torres_Hanoi(n-1,a,d,o0)

8

9

10 # Cédigo alternativo

11 def torres_Hanoi_alt(n,o0,d,a):

12 if n>0:

13 torres_Hanoi_alt(n-1,0,a,d)

14 print ('Mueve disco',n, 'desde torre',o,'a torre',d)
15 torres_Hanoi_alt(n-1,a,d,o0)
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Torres de Hanoi ciclicas

Torres de Ha
Este puzle is idéntico al de las torres de Hanoi original, pero afiade una

restricciéon sobre el movimiento de los discos. Si las torres se ubican en los
vértices de un tridngulo, los discos solo podran pasar de una torre a otra en el
sentido de las agujas del reloj.

A

(9]
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Torres de Hanoi ciclicas

@ Realmente tenemos dos problemas distintos:

A L\
LAL h LAL

PROBLEMA 1: Mover n discos en el sentido de las agujas del reloj

A 1
LAL:}L/ 1

PROBLEMA 2: Mover n discos en el sentido contrario al de las agujas del reloj
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Torres de Hanoi ciclicas

@ Paso 1 (tamafio): n

@ Paso 2 (casos base):

e Sin=1("reloj”): mover el disco 1 desde la torre origen a la
destino

e Sin=1 (“antireloj”): mover el disco 1 desde la torre origen a
la auxiliar, y luego a la destino

e También: Si n = 0: no se realiza ninglin movimiento

@ Paso 3 (descomposicién):

o Consideramos subproblemas de tamafio n — 1, para ambos
problemas

o Implicacién clave: suponemos que sabemos mover toda una
piramide de n — 1 discos, en cualquiera de los dos sentidos
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Torres de Hanoi ciclicas

@ Paso 4 (casos recursivos). Operaciones que podemos realizar:
@ Instruccién basica
@ Mover un disco
o Llamadas recursivas

@ Mover n — 1 discos en el sentido de las agujas del reloj

@ Mover n — 1 discos en el sentido contrario al de las agujas del

reloj
Instruccion basica Resolver subproblemas mediante llamadas recursivas
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Torres de Hanoi ciclicas

@ Paso 4 (casos recursivos). Sentido “reloj”
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Torres de Hanoi ciclicas

@ Paso 4 (casos recursivos). Sentido “antireloj”

J-NES L J_\
J_J_ éj_ éLL

Inicio

Y

Y 1
J_L LJ_ éJ_

R
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Torres de Hanoi ciclicas

@ Paso 5 (implementacién):

1 def reloj(m,o0,d,a):

2 if n>0:

3 antireloj(n-1,0,a,d)

4 print ('Mueve disco',n,'desde torre',o,'a torre',d)
5 antireloj(n-1,a,d,o0)

6

7

8 def antireloj(m,o0,d,a):

9 if n>0:

10 antireloj(n-1,0,d,a)

11 print ('Mueve disco',n,'desde torre',o,'a torre',d)
12 reloj(n-1,d,0,a)

13 print ('Mueve disco',n, 'desde torre',o,'a torre',d)
14 antireloj(n-1,0,d,a)
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Introduccion
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Divide y venceras

@ Uno de los mds importantes paradigmas de disefio algoritmico

@ Se basa en la resolucién de un problema dividiéndolo en dos o
mas subproblemas de igual tipo o similar

@ El proceso continda hasta que éstos llegan a ser lo
suficientemente sencillos como para que se resuelvan
directamente

@ Al final, las soluciones a cada uno de los subproblemas se
combinan para dar una solucién al problema original

@ Muchos algoritmos basados en esta estrategia son recursivos

o También hay algoritmos iterativos de divide y vencerds
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Estrategias de diseno de algoritmos

e Transforma y venceras

o Reducciones (vistas en el Tema 1)

o Decrementa y venceras
o Se reduce el tamafio del problema (p.e., n— 1, n//2, n//10, etc.)
@ Una sola llamada recursiva en cada caso recursivo
@ Se requiere la solucién de un solo subproblema

o Ejemplos vistos en el Tema 4

o Divide y venceras
@ Se reduce el tamafio del problema (p.e., n//2, n//4, etc.)
@ Mas de una llamada en alglin caso recursivo

@ Se requiere la solucién de varios subproblemas
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Transforma y venceras
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Transforma y venceras

o Esta estrategia también se denomina reduccién

@ Resolver un problema transformdndolo en otro mds simple,
conocido, o para el que existan algoritmos eficientes

transformacién

Problema A Problema B
resolucion resoluqon
dificil sencilla
o ineficiente o eficiente

paso sencillo

solucion A - solucién B
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Mediana de un array v desordenado

© Ordenar el array v — O(nlogn)
@ Devolver:

e v[n//2] si n es impar

o, vU(n//2) 1] + v[n//2]
2

si n es par

[+z]s]s]ef2]ofe]a]s]e]7]

ordenar

[ofafz]=[« [N = [s]e]7]¢]
|—>4.5

e Hay algoritmos més eficientes (p.e., “Quickselect”)
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Estimacion del valor de 7

@ Planteamos un problema alternativo

@ Buscamos una aproximacion del perimetro p de un circulo
de radio R

p=2tR = 7=_—=

@ Aproximamos un circulo con un poligono regular inscrito o
circunscrito al circulo

@ El perimetro del poligono inscrito p; nos dard una cota inferior
de p

@ El perimetro del poligono circunscrito p. nos dard una cota
superior de p
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Estimacion del valor de 7

e Comenzamos por un poligono regular inscrito (por ejemplo, un
hexagono), cuyo perimetro serd 6R

@ A continuacién, doblamos el niimero de lados, obteniendo una
mejor aproximacién

Hexagono Dodecagono

regular regular

o El perimetro de un poligono con el doble de lados se puede
obtener ficilmente a partir del primero

@ Los perimetros de los poligonos circunscritos se pueden
obtener de los perimetros de los poligonos inscritos
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Estimacion del valor de 7
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Estimacion del valor de 7

@ Si el lado de un poligono inscrito mide L, se puede hallar la longitud un
lado del poligono / con el doble de lados

2_ 2, (L2 _ Ip2_ (Ly2 =_=_2_£2
RP=y+(3)" = vy R()nyRR(z)

l/\/(é)2+R2+R2 (é)%zR«/Rt (é)Q:R«/zf 44%)2

@ El lado L’ de un poligono circunscrito se puede hallar a partir del lado L
de un poligono inscrito

@ la estimacion de 7 se obtiene a partir de los perimetros hallados:

L - nimero de lados L’ - nimero de lados
ST
2R 2R
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Otros métodos para estimar del valor de 7

Simulacién Monte Carlo Integraciéon numérica
@ Series
arctan x = x X3+X5 X7+ arax=1 = 7T*l 1+1 1+
XT3 Ts 7 para x = 4~ 35 7

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 13 / 68



00000000 e0000

Raiz cuadrada

@ Deseamos hallar \/a

@ Transformamos el problema en el de hallar un cero de una
funcién

@ Por tanto, querremos hallar un cero de la funcién y = x> — a

@ Como x serd generalmente un nimero real, nos podemos
conformar con una aproximacion

@ Hay varios métodos para resolver este nuevo problema, por
ejemplo:

o Método de Newton-Raphson (que veremos a continuacién)
o Método de biparticién (de “decrementa y vencerds”)
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Método de Newton-Raphson

@ Se trata de un método iterativo, que parte de un valor inicial xp, y aplica
la siguiente regla para hallar un cero (r) de la funcién f(x):

)
()

Xn+1 = Xn

@ En cada iteracién se busca la recta tangente a f(x) que pasa por el punto
p = (o, F(xn))

@ El corte de la recta con el eje de abscisas constituye el nuevo punto x,41

f(=@)
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Método de Newton-Raphson

e El método surge del desarrollo de f(x) en serie de Taylor, para
un entorno del punto x:

2 f//(xn)
21

f(x) = f(xn) + ' (xn) (x — xn) + (X — xpn) + ...

@ Si se trunca el desarrollo a partir del término de grado 2, se
obtiene la recta tangente (que pasa por el punto (x,, f(x,)))

@ Posteriormente evaluamos en X, 1:

f(Xnr1) = f(xn) + f/(Xn)(Xn—s-l — Xp)

@ Si asumimos que x,.1 tiende hacia el cero de la funcidn,
podemos sustituir f(x,+1) = 0, obteniéndose el algoritmo
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Raiz cuadrada - método de Newton-Raphson

o Debemos aplicar la regla para f(x) = x? — a, con f/(x) = 2x
x2—a 2x2  x2-a x2 + a
Xntl = Xp— o = -t = I
2Xn 2Xp 2X, 2X,
xo  13,00000000000000000000
x1  7,00000000000000000000
f(z) =2%—13

xo  4,42857142857142882519
x3  3,68202764976958540899
x4 3,60634548946551847237
x5 3,60555136291760147671
X6  3,60555127546399045713
x7  3,60555127546398912486
xg  3,60555127546398956895
e xo  3,60555127546398912486

x10  3,60555127546398956895

x11  3,60555127546398912486
/13 3,60555127546398912486
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Factorizacion LU

@ Supongamos que queremos resolver un sistema de ecuaciones Ax = b,
donde A es una matriz cuadrada e invertible de dimensiones n x n
@ Una solucién: x = A~ 'b
o A™! se calcula en O(n®), pero no suele ser buena idea por:
o Errores de precisién
o A~! puede ser densa incluso cuando A es dispersa

@ Alternativa: factorizacién LU, que también se calcula en O(n®)

@ A = LU, donde L es triangular inferior, y U triangular superior (del
mismo tamafio). Para una matrix de 3 x 3 tendriamos:

ail ar  as hi 0 O Ul U2 U1
a1 ax an|= |k k2 0 0 ux ux
a1 ax ass Bi ko k3 0 0 s

@ Para resolver el sistema Ax = b ahora se van a resolver dos, pero mas
sencillos:

Ax=LUx=b = [Ly=b

- [Dy)
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Divide y venceras
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Divide y venceras

@ La descomposicidén de un problema genera varios
subproblemas

@ Las soluciones a los subproblemas se combinan para generar la

solucién al problema original, la cual puede requerir alguna
operacién adicional

y Subproblema %mbina

Subproblema

) —
\ Subproblema /

Problema solucién

e
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Divide y venceras — Ventajas

@ Base de numerosos algoritmos
o Transformada Rapida de Fourier (FFT)
@ Posiblemente el algoritmo mas importante en la actualidad
o Problemas geométricos

o Par de puntos mas préximos en el plano

o Cierre convexo

o Skyline (en el libro, apartado 6.7)

o Otros que veremos en este tema. ..
@ Aumento de eficiencia en términos de coste computacional
@ Paralelismo (subproblemas tratados en diferentes procesadores)

@ Uso eficiente de jerarquias de memoria (cache)
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Maximo de una lista a de n niumeros

@ Tamafio: n
@ Caso base:
o Si n =1 se devuelve ag
© Descomposicién:
@ x = maximo de la primera mitad de a
e y = maximo de la segunda mitad de a
© Combinacién:

e max{x,y}

1 def maximo(a): # Ya wisto en el Tema 4

2 n = len(a)

3 if n==1:

4 return al[0]

5 else:

6 mitad = n//2

7 return max(maximo(al[:mitad]), maximo(al[mitad:]1))

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Maximo de una lista a de n niumeros

@ ;Podriamos conseguir un algoritmo mas eficiente que una
bdsqueda lineal, que tarda O(n)?

o Claramente, no

o Sea cual sea nuestra estrategia tenemos que procesar todos los
elementos de la lista

o Este problema tiene una cota inferior Q(n)

1 sin=1
T(n) = { 1+42T(n/2)  sin>1

T(n)=2n—1€©(n)

o Coste lineal a pesar de dividir el problema por dos, ya que
tenemos que resolver dos problemas

URJC 23 / 68
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Maximo de una lista a de n niumeros

@ El 4rbol de recursién tiene del orden de 2" nodos (2 - 2" — 1 si es
completo), donde h es la altura del arbol, pero en este problema

h = log,(n)
@ La funcidén exponencial se cancela con la logaritmica
o El &rbol tiene 2n — 1 nodos, y cada uno requiere ©(1) operaciones

e T(n)e®O(n)

nodos

log (n)

0 0@
@000

0 0@

Y 000 000000000 -
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Problema de ordenacion

@ Insert-sort
@ Select-sort

@ Merge-sort (divide y venceras)

Quicksort (divide y venceras)

o Quickselect (algoritmo de bisqueda - no de ordenacién)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problema de ordenacion

Problema de ordenacion

@ Entradas: una lista a de n ndmeros [ag, a1,...,a3,-1]

/ /
Salidas: Una permutacién (reordenaaon) [ap, &), ..., a, 1] de
los elementos de a tal que 2} < a, <--- < a

Tamaio del problema: n

Casos base:
o Si n <1 se devuelve la lista de entrada

@ n podria ser 0, en cuyo caso se devolveria una lista vacia

La descomposicion que escojamos determinara el algoritmo a
desarrollar
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Insert-sort

@ Descomposicién: Eliminar el dltimo elemento de la lista de

entrada
Entradas Salidas
[2,1,9, 6, 4] —_— [1,2,4,6,9]
ﬂ H inserta 4 in lista ordenada
[2, 1,9, 6] —_— [1, 2,6, 9]
1 def insert_sort_rec(a):
2 if len(a) <= 1:
3 return a
4 else:
5 return inserta_en_lista_ordenada/(
6 insert_sort_rec(al:-1]1), al[-11)

@ Ejercicio para casa: inserta_en_lista_ordenada()

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 27 / 68



1
2
3
4
5
6
7

0O00®0000000000O00000000

Select-sort
@ Descomposicién: Eliminar el menor elemento de la lista de
entrada
Entradas Salidas
[7,5, 3,8, 4] _— [3,4,5,7, 8]
ﬂ H concatena [3]
5,7, 8, 4] I [4,5, 7, 8]
def select_sort_rec(a):
if len(a) <= 1:
return a
else:
m = min(a)
a.remove (m)
return [m] + select_sort_rec(a)
URJC
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Select-sort

@ Alternativas que no modifican la lista de entrada

1 def select_sort_rec(a):
2 if len(a) <= 1:
3 return a

4 else:

5 b = list(a)
6 min_index = b.index(min(b))

7 aux = b[min_index]

8 b[min_index] = b[0]

9 b[0] = aux

10 return [aux] + select_sort_rec(b[1:])

def select_sort_rec(a):
if len(a) <= 1:
return a
else:
b
m

list(a)
min (b)
b.remove (m)
return [m] + select_sort_rec(b)

©® N oG R W N -
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Merge-sort

@ Descomposicién: Dividir la lista de entrada en dos mitades

Entradas Salidas

[7, 3. 4,8, 4,6, 4, 6] _— [3.4,4,4,6,6,7, 8]

ﬂ H -

[7. 3, 4, 8] _— [3, 4,7, 8]

[4, 6, 4, 6] _— [4, 4, 6, 6]
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Merge-sort
1 def merge_sort(a): # Version out-of-place
2 n = len(a)
3 if n <= 1:
4 return a
5 else:
6 mitad = n//2
7 al = merge_sort(al:mitad])
8 a2 = merge_sort(almitad:])
9 return mezcla(al, a2)

11 # Version recursiva sencilla. Es preferible una wversion iterativa
12 # Las listas a and b estdn ordenadas de menor a mayor
13 def mezcla(a, b):

14 if a == []:

15 return b

16 elif b == []:

17 return a

18 else:

19 if a[0] < b[o0]:

20 return [a[0]] + mezcla(al[1:], b)
21 else:

22 return [b[0]] + mezcla(a, b[1:])
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Merge-sort — Version in-place mas eficiente

1 # Versidn in-place, mds eficiente

2 def merge_sort_limites(a,ini,fin):

3 if ini<fin:

4 mitad = (ini+fin)//2

5 merge_sort_limites(a,ini,mitad)

6 merge_sort_limites(a,mitad+1,fin)

7 al[ini:fin+1] = mezcla_limites(a,ini,mitad,mitad+1,fin)
8

9

10 def mezcla_limites(a,al,aF,bI,bF):

11 if aI>aF:

12 return al[bIl:bF+1]

13 elif bI>bF:

14 return alal:aF+1]

15 else:

16 if alaIl<albI]:

17 return [a[aIl]l + mezcla_limites(a,al+1,aF,blI,bF)
18 else:

19 return [a[bI]] + mezcla_limites(a,al,aF,bI+1,bF)
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Merge-sort — Coste computacional

@ Coste en tiempo:

T(n) = { ,17+ 2T(n/2) : : z i = nlogy(n)+ne ©(nlog(n))

e O(nlogn) en todos los casos: mejor, peor, y medio

@ ;jCual es el tiempo si no se divide el vector por la mitad, sino
segtin un 10% y 90 %?

e También ©(nlogn)

@ Memoria auxiliar

o “In-place": la ordenacién se realiza en el propio vector

o “QOut-of-place”: se requiere un vector auxiliar de tamafio n. Es
decir, la ordenacién no se realiza en el propio vector
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Merge-sort

@ Paso a paso
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Merge-sort

@ Para disefar el cédigo, es mejor pensar en este esquema

38 |27 |43 | 3 |

Descomponer el problema

82 10
38 (27|43 | 3 9 82 10
Obtener soluciones de

o o subproblemas
<7 < (automaticamente) a través
de llamadas recursivas
3 |27 |38 |43 9 |10 | 82
\ / Combinar soluciones
3 (9 |10|27 |38 |43 |82
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Quicksort

@ Descomposicién
@ Se escoge un elemento “pivote”
@ Se divide la lista en tres partes:
@ Parte izquierda: elementos menores o iguales que el pivote

o El propio pivote

@ Parte derecha: elementos mayores que el pivote

(o] [4] BEEE — | &[]

t . 3 M
pivote X <= pivote X > pivote

@ Posteriormente se ordenan las partes izquierda y derecha

@ Combinacién

o Trivial: la lista ya estd ordenada, no hay que hacer nada mds
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Quicksort

@ Descomposicidn: Elementos menores o iguales, y mayores, que un

000000000000 e000000000

pivote (el primero, el central, uno al azar...)

Entradas Salidas
[6,4,1,7, 4,7, 3,6,5] — [1,3,4,4,56,6,7,7]

concatena
[4] entre
sublistas
ordenadas

[4, 1, 3] — [1, 3, 4]

6,7, 7,6, 5] — [5,6,6,7, 7]
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Quicksort

@ Diagrama alternativo:

’26‘ 5‘37‘ 1 ‘61‘11‘59‘15‘48‘19‘

ﬂ Descomponer el problema
[ s o] [s == [ .
Obtener soluciones de
i ] subproblemas
S, oy (automaticamente) a través

de llamadas recursivas

‘1 ’5‘11‘15‘19‘26‘37‘48

59’61‘

trivial ﬂ Combinar soluciones

‘1 ’5‘11‘15‘19’26‘37‘48’59’61‘
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Quicksort

def quick_sort_inplace(a, ini, fin):
if ini < fin:
indice_pivote = particion_Hoare(a, ini, fin)

quick_sort_inplace(a, ini, indice_pivote - 1)

1
2
3
4
5
6 quick_sort_inplace(a, indice_pivote + 1, fin)

@ Particién de Hoare: algoritmo iterativo para realizar la
descomposicién

o Se usa en otros algoritmos (quickselect)

@ Después de las llamadas recursivas la lista ya queda ordenada

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Particion de Hoare — ldea

pivote fin
5

olnjola] Jalalolol M LIo0L T0E ol

izqa dcha @
@ dcha

IOpEpEE| | (MEDEREDEE

izqa

L L

dcha ini dcha

_Injnjslojalslofol ol TenT Tolalalol

izqa
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Particion de Hoare — Cdédigo

1 def particion_Hoare(a,ini,fin):

2 if £in>=0:

3 mitad = (ini+fin)//2

4 pivote = a[mitad]

5 a[mitad] = alini]

6 alini] = pivote

7

8 izqa = ini+1

9 dcha = fin

10

11 ha_terminado = False

12 while not ha_terminado:
13

14 while izqa<=fin and al[izqal<=pivote:
15 izqa = izqa+l

16

17 while aldchal>pivote:
18 dcha = dcha-1

19

20 if izqa<dcha:

21 aux = alizqal;

22 a[izqal = aldchal;
23 a[dcha] = aux;

24

25 ha_terminado = izqa>dcha
26

27 alini] = aldchal

28 aldchal = pivote

29

30 return dcha
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Quicksort

@ Caso mejor (el elemento pivote estd en la mitad)

1 sin=1
T(n) = { 2T(nf2) +6(n) sin=1 — Olnlogn)

@ Caso peor (un subvector queda siempre vacio)

1 sin=1
T(n)_{T(1)+T(n—1)+@(n) in-1 = O
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Quicksort

@ Algoritmo de ordenacién rdpido en la practica
o Caso peor: ©(n?)
o Caso mejor: O(nlog n)

o Caso medio: ©(nlog n)

@ Suele superar a otros algoritmos ©(nlog n) al utilizar mejor
las jerarquias de memoria

@ Memoria auxiliar

e O(n)

o Puede ser “out-of-place” o “in-place” (la ordenacién no se
realiza en el propio vector)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Busqueda del k-ésimo elemento mas pequeno

Busqueda del k-ésimo elemento mas pequeiio

Dada una lista a de n niimeros, encontrar el k-ésimo elemento mas
pequeiio.

Ejemplo: Para a = [4,3,7,7,2,5.1,8,9,2,1], y kK =5, el algoritmo
devuelve 3, ya que es el 52 elemento de la lista ordenada
[1,1,2,2,3,4,5,7,7,8,9].

@ Caso general de la bisqueda de la mediana

@ Veremos el algoritmo Quickselect

o Basado en la particién de Hoare
e Solo realiza una llamada recursiva

o Estrictamente, no es un algoritmo de divide y venceras
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Busqueda del k-ésimo elemento mas pequeno

Ip>k—1 lp<k—1

| |
i T ; ; T
a | Subproblema ! a i Subproblema

Problema original

Problema original

@ Aplica la particién de Hoare, ubicando el pivote donde quedaria en caso
de ordenar la lista

@ Si el pivote esta en el indice kK — 1 se ha encontrado el k-ésimo elemento
mas pequefio

@ De lo contrario se sigue buscando, pero solo en la mitad donde se puede
encontrar el elemento buscado
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Quickselect

1 def quickselect(a,ini,fin,k):

2 if ini==fin:

3 return alini]

4 else:

5 indice_pivote = particion_Hoare(a, ini, fin)
6

7

8

9

if indice_pivote==k-1:
return alindice_pivotel]
elif indice_pivote<k-1:
10 return quickselect(a,indice_pivote+1l,fin, k)
11 else:
12 return quickselect(a,ini,indice_pivote-1,k)

@ Coste medio: O(n)

o Coste en el peor caso: O(n?)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 46 / 68



00000000000

Multiplicacion

@ Multiplicacién de nimeros naturales en binario

o Algoritmo de Karatsuba

@ Multiplicacién de matrices

o Descomposiciones recursivas

o Algoritmo de Strassen
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Multiplicacion rapida de nimeros en binario

Multiplicacion de niimeros en binario

Dados dos niimeros enteros no negativos x e y, expresados en
binario mediante b, y b, bits, respectivamente, hallar el producto

XYy.

e Tamaiio del problema: min(x, y)

o Casos base:
e Six =00y =0 (es decir, si min(x, y) = 0) el resultado es 0
o Si x =1 el resultado es y
o Siy =1 el resultado es x
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Multiplicacion rapida de nimeros en binario

@ Descomposicién:

x=a-2"+b , QbXJ {byD
m = min ,
y=c-2"+d 2 2
@ Ejemplo. Para x =594 e y = 69:

x = 1001010010,

1001010 010 = 74-22 42
— =
a=T74 b=2

y = 1000101, = 1000 101 = 8-23+45

e by=10,b, =7, m=3,a=74,b=2,c=8,yd=5

Manuel Rubio Sanchez
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Multiplicacion rapida de nimeros en binario

o Regla recursiva bésica (lenta):

xy = (a-2™+ b)(c-2™ +d) = ac2®™ + (ad + bc)2™ + bd

o 4 llamadas recursivas (4 “subproductos”)

o Si x e y tienen n bits el coste en tiempo es:

1 sin<1
T(n) = .
4T(n/2) +en+f sin>1

T(n)e @(n2)
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Multiplicacion rapida de nimeros en binario

@ Regla recursiva rapida (algoritmo de Karatsuba):

xy = ac2’™ + [(a+ b)(c + d) — ac — bd] 2™ + bd

o 3 llamadas recursivas (3 “subproductos”)

o Si x e y tienen n bits el coste en tiempo es:

1 sin<1
T(n) = .
3T(n/2) +en+f sin>1

T(n) c e(n/og23) _ e(n1,585.“)
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Multiplicacion rapida de nimeros en binario

1
2
3
4
5
6
7
8
9

def numero_de_bits(n):
if n < 2:
return 1
else:
return 1 + numero_de_bits(n >> 1)
def multiplicacion_karatsuba(x, y):
if x == 0 or y ==
return 0
elif x ==
return y
elif y ==
return x
else:
n_bits_x = numero_de_bits(x)
n_bits_y = numero_de_bits(y)
m = min(n_bits_x // 2, n_bits_y // 2)
a=x>>mn # << y >> son operaciones de desplazamiento de bits
b =x - (a << m) # (z << m) equivale a z*(2%*m)
c=y>anm # (z >> m) equivale a z//(2%%m)
d =y - (c << m)
ac = multiplicacion_karatsuba(a, c)
bd = multiplicacion_karatsuba(b, d)
t = multiplicacion_karatsuba(a + b, ¢ + d) - ac - bd
return (ac << (2 * m)) + (t << m) + bd
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Multiplicacion de matrices

@ La divisidon de una matriz en bloques tiene varias ventajas:

o Simplifica operaciones algebraicas

o Se puede aprovechar para construir algoritmos eficientes que
hagan buen uso de la memoria caché

@ Para realizar una multiplicacién hay varias formas de dividir la
matriz

(A _( AiBi AiB
o) oo (4 48)

A2B>

B
A-B=(A| A )<< B; )—( AiBi + AsB; )

Apg_( A1 A Bu B\ _ [ AuBu+AwBan  AubBin + AnBn
A Ax Bo1 B A21B11 + AxnBo1 A21Biz + AxnBx

Manuel Rubio Sanchez
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Multiplicacion de matrices - complejidad

@ Sea A una matrizde p x g, y B una matrizde g x r

e El producto C = AB requiere O(pgqr) operaciones

o Considérese que las matrices son cuadradas de dimensién
n % n, y la siguiente descomposicion:

apg_ [ A A\ [ Bu B\ _ [ AuBu+AwBa  AubBi + AnbBx
A Ax By B A21B11 + AnBa1 A2 Bia + AxnBa

1 sin=1
T(n) = { 8T(n/2) +40()  sin>1

e 8 multiplicaciones (de matrices de n/2 x n/2)
e 4 sumas (de matrices de n/2 x n/2)

o Por el teorema maestro: T(n) = ©(n'°828) = O(n?)
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Multiplicacion de matrices — Libreria numpy

import numpy as np

def mult_mat(A, B):
p = A.shape[0]; q = A.shape[1]; r = B.shapel[1]

if p == 0 or q == 0 or r ==
return np.zeros((p, r))

elif p == 1 and q == 1 and r ==
return np.matrix([[A[0, 0] * B[O 0111)

else:
A11 = A[O:p // 2, 0:q // 2]; A21 = Alp // 2:p, 0:q // 2]
A12 = A[O:p // 2, q // 2:ql; A22 = Alp // 2:p, q // 2:q]

Bi1 = B[0:q // 2, O:r // 2]; B21 = Blq // 2:q, O:r // 2]
B12 = B[0:q // 2, v // 2:r]l; B22 = Blq // 2:q, v // 2:r]

C11 = mult_mat(A11, B11) + mult_mat(A12, B21)
C12 = mult_mat(A11, B12) + mult_mat(A12, B22)
C21 = mult_mat(A21, B11) + mult_mat(A22, B21)
C22 = mult_mat(A21, B12) + mult_mat(A22, B22)

21

22 return np.vstack([np.hstack([C11, C12]),

23 np.hstack([C21, C22]1)])

24

25 A = np.matrix([[2, 3, 1, -3], [4, -2, 1, 2]1])
26 B = np.matrix([[2, 3, 1], [4, -1, -5], [0, -6, 3], [1, -1, 111)
27 print(mult_mat(A, B))
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Multiplicacion de matrices - algoritmo de Strassen

@ La operacién bdsica més costosa es la multiplicacién

o El algoritmo de Strassen consigue reducir el nimero de
multiplicaciones

@ Considérese la siguiente descomposicion:

Aun A \ [ Bu B\ _ [ Gu G
Axn  Ax By Ba G G

My = (Au + Az) (B + B) Cii = My + My — Ms + My
My = (A2 + Ax)Bu Cio = M3+ Ms
M3 = A11(Bi2 — B) G =My + M,
Ms = Ax (B2 — Bi) Coo = My — My + Mz + Ms

Ms = (An + A12)322
Ms = (Ax1 — A11)(Bi1 + Bi2)
M7 = (A2 — Ax) (B2 + B)
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Multiplicacion de matrices - algoritmo de Strassen

@ Con esa factorizacion el algoritmo requiere

e 7 multiplicaciones

e 18 sumas
1 sin=1
T(n) = { 7T(nj2) +180(n%)  sin>1
o Por el teorema maestro: T(n) = ©(n'°&27) = ©(n?807)

@ Solo es mas eficiente que una multiplicacién ordinaria si el tamafio
de las matrices es muy elevado

@ Actualmente hay un algoritmos en O(n?:37%)

Winograd)

(Coppersmith -

@ En la practica la mejor estrategia para acelerar el producto de dos
matrices consiste en aprovechar la estructura jerarquica de la
memoria
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Embaldosado con L-triominds

Embaldosado con L-triominds

Se desea cubrir una cuadricula de dimensiones n x n, donde n = 2%
con k = 1 es una potencia de dos, con L-triominds, donde solo un
cuadrado no quede cubierto.

[
n :> _l

H

@ Casos base:

= M
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Embaldosado con L-triominds

@ Descomposicién y casos recursivos:

n/2 n/2

@ Ubicar un triominé en el centro
@ Realizar 4 llamadas recursivas con cuadriculas de lado n/2

o Cddigos 6.11, 6.12 y 6.13 en el libro

URJC 59 / 68
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Permutacion de inversion de bits

ermutacion de inversion de bits

Dada una lista a de 2P nimeros (p € NT), devuelva otra lista a’ que sea
una permutacién concreta de los elementos de a. En particular, aj’- = a;
(y a: = aj) donde j es el nimero que resulta de invertir los bits de i,
asumiendo que / y j son numeros binarios de p bits.
relacién entre iy j, para p=3 permutacion (intercambios) para p =3

i | b, b b, b, b, b, | j a a

0 0o 0 o0 0o 0 o0 0 a[l0)] «——> 3[0] = al0]

1 0 0 1 1 0 0 4 a] al4] = a[1]

2 0o 1 o0 0 1 o0 2 a2 al2] = a[2]

3 0 1 1 11 0 6 a3 a[6] = a[3]

4 10 0 A 0o 0 1 1 a4] a[l] = a[4]

5 10 1 10 1 5 a[5] a[5] = a[s]

6 11 0 0o 1 1 3 a[6] a[3] = al6]

7 11 111 7 a7) «———> a7]=al7]
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Permutacion de inversion de bits

o Ejemplo 1:
e Parap=>5
o i = (bsbsbybibg), < j = (bobibobsbs)s
® ax = ap; Yy au = ay
@ Ya que 26 = 11010, y 11 = 01011,

@ Ejemplo 2:
e Parap=3
o a=[35724816 < a =[347158,2,6]

@ Ya que para p = 3 se intercambian los elementos de las
posiciones 1y 4, y los de las posiciones 3y 6

@ Notas:

@ El problema de inversién de bits es parte de implementaciones de la FFT
(transformada rapida de Fourier)

@ Hay algoritmos més eficientes que los que se describen a continuacién
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Permutacion de inversion de bits

@ Tamaho: p

@ Caso base:

@ Si p = 1 se devuelve la propia lista a

o p=1< n=2(n: longitud de a)

@ Descomposiciones:
@ Veremos dos que conducen a diferentes algoritmos
o Veremos una tercera versién “iterativa”

o Para p =2 (n = 4) se intercambian los dos elementos centrales:

relacion entre iy j, para p=2 permutacion para p =2
i b, b, b, b, ‘ j a a
0 0 0 ) 0 a0 «— > a[0] = 4[0]
1 0o 1 1.0 2 alt] a[2] = al]
2 10 : v 0o 1 1 af2] >< al] = a[2]
3 101 101 3 a[8] «——> a3]= a3
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Permutacion de inversion de bits — Solucién |

@ Descomposicién: Dividir la lista de entrada en dos mitades

Entradas Salidas

[3.5.7,24,8,1, 6] _— [3.4,7,1,5,8, 2, 6]

ﬂ H intercala

[3.5,7, 2] e [3, 7,5, 2]

[4, 8, 1, 6] —_— [4, 1, 8, 6]
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Permutacion de inversion de bits — Solucién |

1 def intercala(al,a2):

2 if len(al)==1:

3 return [a1[0],a2[0]]

4 else:

5 return [a1[0]] + [a2[0]] + intercala(all[i1:],a2[1:])
6

7

8 def invbitperml(a):

9 if len(a)<=2:

10 return a

11 else:

12 mitad = len(a)//2

13 al = invbitperml(al[:mitad])
14 a2 = invbitperml(al[mitad:])
15 return intercala(al,a2)
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Permutacion de inversion de bits — Solucion |l

@ Descomposicién: Listas de indices pares e impares

Entradas Salidas

[3.5.7,24,8,1, 6] _— [3.4,7,1,5,8, 2, 6]

ﬂ H concatena

[3. 7,4, 1] e [3, 4,7, 1]

[5, 2, 8, 6] > [5. 8, 2, 6]

URJC 65 / 68
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Permutacion de inversion de bits — Solucion |l

1 def pares_impares(a):

2 if a==[]:

3 return ([1,[])

4 else:

5 (al,a2) = pares_impares(al[2:])

6 return ([a[0]] + a1, [a[1]] + a2)
7

8

9 def invbitperm2(a):

10 if len(a)<=2:

11 return a

12 else:

13 (al,a2) = pares_impares(a)

14 return invbitperm2(al) + invbitperm2(a2)
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Permutacion de inversiéon de bits — Solucion Il

@ Descomposicién: Dividir la lista en dos mitades

@ Caso base: Si la lista tiene un elemento, se calcula el indice
invertido, y se actualiza una segunda lista que almacene la solucién

alsls|7]zf[4]s]1]6]

[e]s]7]2] [+]e]1]e]

o 51 56 1 o6 o

0

o 010 101 0 111
Se calcula el indice Anélogo a un
invertido y se actualiza b algoritmo iterativo

000 001 010 011 100 101 110 111

blafaf7][r[sfef2]6]
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Permutacion de inversiéon de bits — Solucion Il

1 def indice_invertido(x,p):

2 if p==1:

3 return x

4 else:

5 return indice_invertido(x//2,p-1) + (x%2)*2**(p-1)
6

7

8 def invbitperm3(a,ini,fin,b,p):

9 if ini==fin:

10 i = indice_invertido (ini,p)

11 b[i] = al[ini]

12 else:

13 mitad = (ini+fin)//2

14 invbitperm3(a,ini,mitad,b,p)
15 invbitperm3(a,mitad+1,fin,b,p)
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Backtracking - Vuelta atras

@ Estrategia para encontrar soluciones a problemas con restricciones
definidos sobre espacios discretos (de elevado tamafio)

@ Construye soluciones parciales progresivamente, las cuales deben
cumplir las restricciones del problema

@ El recorrido (en profundidad) tiene éxito si, procediendo de esta
forma, se puede definir por completo una solucién (en una hoja de
un arbol de recursién)

o Puede detenerse al encontrar una solucién o seguir hasta
encontrar todas

@ Si en alguna etapa la solucién parcial construida hasta el momento
no se puede completar, se vuelve atras deshaciendo la solucién
parcial, hasta un punto donde puede seguir explorando posibles
soluciones

@ Es un método de “fuerza bruta” pero “inteligente”
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Ejemplos
N reinas Laberinto
%7 = M - == %
¥ Mo
¥ =
W ﬁiﬁ& = ==
W L ﬁ
: =
L] i =
Sudoku Problema del viajante (TSP)
6] |1 4] 5 N
83| |5|6 \\
2 1 A
8 4 7 6 \/
6 3 /
7 9| |1 4 [
5 2 N
712] Telo N
4| [s5] [8| |7
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Subconjuntos de {3, b, ¢}

Solucién - arbol binario

o Arbol recursivo del algoritmo (“4rbol de biisqueda”)

{1 {c} {b} {b.c} {a} fac} {ab} fab.c}
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Subconjuntos de {3, b, ¢}

Solucién - arbol binario

seincluye: a

seincluye: b

se incluye: ¢

{} {c} {b} {b,c} {a} {ac} {ab} {ab.c}
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Subconjuntos de {a, b, ¢}

Solucién - arbol binario

o Arbol binario

@ Al descender hacia las hojas se decide si los elementos estaran
presentes o no en el subconjunto creado

@ Solucién parcial: lista de valores binarios/booleanos
o [1,0,1] = {a,c)

o Cada hoja representa un subconjunto de los 2" posibles

e n es la cardinalidad del conjunto inicial (en este caso n = 3)
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Implementacion — |

Solucién - arbol binario

1 def genera_subconjuntos_wrapper (elementos):

2 sol = [None] * (len(elementos))

3 genera_subconjuntos (0,sol,elementos)

4

5

6 def imprime_subconjunto(sol,elementos):

7 ha_imprimido_alguno = False

8 print('{',end="")

9 for i in range(0,len(sol)):

10 if sol[i]==1:

11 if ha_imprimido_alguno:

12 print(',',elementos[i],sep="'"',end="")
13 else:

14 print (elementos[i],sep='"',end="'")
15 ha_imprimido_alguno = True

16 print('}')
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Implementacion — ||

Solucién - arbol binario

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

def

genera_subconjuntos(i,sol,elementos):
if i==len(elementos): # Caso base: solucidn parcial completa

imprime_subconjunto(sol,elementos) # Imprimir solucion
# completa
else:

for k in range(0,2): # Genera candidatos a incluir en
# solucidn parcial

sol[i]l = k # Incluye candidato k en solucidon parcial

# Exzpande solucidén parcial a partir del indice %+1
genera_subconjuntos(i+1,so0l,elementos)

i: indice del elemento a considerar (nivel del drbol)
elementos: lista inicial de elementos
len(elementos): nimero de elementos (profundidad del arbol)

sol: solucién parcial (valores binarios que definen los elementos presentes en un
subconjunto)
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Consideraciones

Solucién - arbol binario

@ Cédigo "sencillo”
o Claro
e jHay que aprenderse estos cédigos/esquemas generales!

o Los algoritmos de backtracking que veremos tendran una
estructura similar, aunque también mds elementos

@ Buen esquema si los subconjuntos a generar tienen cardinalidades
diferentes

@ Se reserva memoria para toda la solucién parcial en la funcién
wrapper

o Importante de cara a la eficiencia

o Es preferible que usar una estructura de datos que crezca y
decrezca dindmicamente
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Subconjuntos de {3, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

{ab}

{a,b,c}
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Subconjuntos de {3, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

0 elementos
a7 )
2 elementos {ab} 7777777777777777777777777777

v {abc} 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

@ La etiqueta de la rama indica qué elemento a insertar
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Subconjuntos de {a, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

@ El arbol de recursion no es binario
@ En el nivel / las soluciones tienen i elementos

@ La solucién parcial es una lista con los indices de los
elementos que se van incluyendo

e [0,2] ={a,c}

@ Se obtiene un subconjunto en cada nodo (no solo en las
hojas)

@ Mis eficiente si se buscan subconjuntos de la misma
cardinalidad
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Subconjuntos de {3, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

@ Ahora es necesario llevar dos indices: 1 y j

@ i: Indice de la solucién parcial donde se incluird un candidato

e j: Indice del dltimo candidato incluido
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Implementacion — |

Solucién - subconjunto en cada nodo

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

def

def

genera_subconjuntos_alt_wrapper (elementos) :

# reserva memoria para la solucion parcial
sol = [None] * (len(elementos))

Llamada a funcidén recursiva. j wnicializada a -1 indica
que no se ha inclutdo ningin candidato en la solucion

en los subconjuntos todos los elementos, empezando por
el del indice 0 = j+1
genera_subconjuntos_alt(0,-1,so0l,elementos)

#
#
# parctal todavia. La stiguiente llamada intentard incluir
#
#

imprime_subconjunto_alt(sol,n_elementos,elementos):
print('{',end="")
for i in range(O,n_elementos-l):

print (elementos[sol[i]],',',sep="'"',end="")
if n_elementos>0:

print (elementos [sol[n_elementos-1]],sep='"',end="'")
print('}"')
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Implementacion — ||

Solucién - subconjunto en cada nodo

1 def genera_subconjuntos_alt(i,j,sol,elementos):

2

3 # Imprimir solucion completa

4 imprime_subconjunto_alt(sol,i,elementos)

5

6 for k in range(j+1,len(elementos)): # genera candidatos
7

8 sol[i]l = k # Incluye candidato k en solucidn parcial
9

10 # Ezpande solucion parcial a partir del 4ndice 1+l

11 # sabiendo que k es el udltimo candidato incluido en sol
12 genera_subconjuntos_alt(i+1,k,sol,elementos)

len(elementos): nimero de elementos (profundidad maxima del drbol)
i: indice en la solucién parcial (sol) del candidato a incluir

j: indice del dltimo candidato incluido en sol

sol: solucién parcial (indices de la lista elementos)

@ elementos: conjunto (lista) original
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Implementacion — Il

Solucién - subconjunto en cada nodo (sin parametro j)

1 def genera_subconjuntos_alt2(i,sol,elementos):
2

3 imprime_subconjunto_alt(sol,i,elementos)

4

5 if i==0:

6 k_ini = 0

7 else:

8 k_ini = sol[i-1]+1

9

10 for k in range(k_ini,len(elementos)):

11 sol[i] = k

12 genera_subconjuntos_alt2(i+1,sol,elementos)
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Permutaciones de {a, b, c}

(a,b,c) (a,c,b) (b,a,c) (b,c,a) (c,a,b) (c,b,a)
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Permutaciones de {a, b, c}

rimer a c
eIF:amemo b 3 llamadas

segundo 2 llamadas
elemento
tercer 1 llamada
elemento
permutacion (a,b,c) (a,c,b) (b,a,c) (b,c,a) (c,a,b) (c,b,a)
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Permutaciones de {a, b, c}

o ;Cuantas llamadas recursivas se hacen en cada nivel?

e 3,2, 1 (se podrian controlar con bucles)

o Pero lo mas facil y eficiente es generar siempre 3 posibles
llamadas, y usar una lista de valores binarios o booleanos para
ver si realmente se debe realizar la llamada recursiva

o La lista de booleanos se puede pasar por valor o referencia
o Referencia: habrd que deshacer los cambios al retroceder

@ Valor: no sera necesario deshacer cambios

@ El nivel de la llamada indica la posicién del nuevo elemento a
anadir

o Al llegar al dltimo nivel (a las hojas) tenemos completada la
permutacién

22 /74
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Implementacion — |

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16

def

def

genera_permutaciones_wrapper (elementos) :

# Reserva memortia para la solucién parcial y para lista
# que indica st un elemento ya se ha incluido en la

# solucion parcial (st forma parte de la permutacion)
sol = [None] * (len(elementos))

libres = [True] * (len(elementos))

# Llamada al método Tecursivo
genera_permutaciones(0,libres,sol,elementos)

imprime_permutacion(sol):
for i in range(0,len(sol)):

print(sol[i],"' ',end='")
print ()
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Implementacion — ||

1 def genera_permutaciones(i,libres,sol,elementos):

2 n = len(elementos)

3 if i==n: # Caso base

4 imprime_permutacion(sol) # Imprimir solucién completa
5 else:

6 # Genera candidatos

7 for k in range(O,n):

8

9 # Comprueba wvalidez del candidato

10 if libres[k]:

11

12 # Incluye candidato k en solucidn parcial

13 sol[i] = elementos[k]

14

15 # El candidato k deja de estar libre

16 libres[k] = False

17

18 # Expande solucidn parcial a partir del indice t+1
19 genera_permutaciones(i+1,libres,sol,elementos)
20

21 # El candidato k wvuelve a estar libre

22 libres[k] = True
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Consideraciones

@ Pardmetros:
@ i: indice en la solucién parcial donde incluir un nuevo elemento
@ libres: lista booleana que indica si un elemento ya se ha incluido
en la solucién parcial
sol: solucién (permutacién) parcial construida
@ elementos: elementos a permutar

iHay que aprenderse estos cédigos/esquemas generales!

sol también podria contener indices a los elementos

@ El uso de la lista 1ibres es clave de cara a la eficiencia
@ Se calcula si un elemento estd libre en O(1)
@ Si no se usara se necesitaria un bucle para comprobarlo, cuyo coste
serfa O(n), donde n es el nimero de elementos a permutar

@ La reserva de memoria también influye en la eficiencia

@ Se debe evitar concatenar elementos a sol (o borrarlos)
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Permutaciones ineficiente

def

def

es_factible(elemento,sol,i):
esta_elemento = False

j=o0

while (j<i) and not esta_elemento:
esta_elemento = (elemento==s0l[j])
j=i+t

return not esta_elemento

genera_permutaciones (i,sol,elementos):
if i==len(elementos):
imprime_permutacion(sol)
else:
for k in range(0,len(elementos)):
if es_factible(elementos[k],so0l,i):
sol[i] = elementos [k]
genera_permutaciones (i+1l,sol,elementos)
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Problema de las N reinas
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N reinas

Problema de las N reinas

@ Dado un “tablero ajedrez” de n x n celdas, se pide ubicar n
reinas de modo que no se amenacen

o No pueden estar en la misma fila
o No pueden estar en la misma columna

o No pueden estar en la misma diagonal (principal o secundaria)

"}

W

W

"}

@ Ejemplo mas famoso de problema que puede resolverse
aplicando backtracking
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8 reinas

W

W

W

@ Para n = 8 hay 92 soluciones posibles

@ Aunque 12 lnicas

o Las demds pueden obtenerse aplicando simetrias, rotaciones y
traslaciones

e El problema puede solicitar encontrar una solucién o todas
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N reinas

W

W

W

@ Solucién obvia pero absurda:

o Probar las 2" formas de colocar reinas en el tablero
e 1,84-10" paran=38
@ 65536 paran=4

@ Pero los conjuntos solucién solo deben contener n elementos

s - 7 2
o Esto reduciria nuestro espacio de biisqueda a ()

e 4,42-10" para n=8
o 1820 para n=4
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N reinas

W

W

W

@ Ademas solo puede haber una reina por cada columna:

o Esto reduce las posibilidades a n” (hay n formas de colocar
una reina en una columna, y hay n columnas)

e 16777216 para n =38
@ 256 paran=4

@ Pero ademas, no puede haber dos reinas en la misma fila

o Esto convierte nuestro problema en la bisqueda de una
permutacién con n! posibilidades (lo cual sigue siendo elevado)

@ 40320 paran=38
@ 24 paran=4
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N reinas

"}

@ Formato de la solucién:

o (fila de la columna 0, fila de la columna 1,... fila de la
columna n — 1)

e (1,3,0,2) en la figura
o Todas las filas son diferentes y tienen que estar representadas

o Tendremos que buscar las permutaciones vilidas
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Arbol de busqueda para N =4

3( |12 3f |+ 2f [+ 3 |2 3 Jo 2f o 3 f1 3 jo 1 o 2f [+ 2| (o 1| |o

@ Podemos emplear un algoritmo para buscar permutaciones

o Al llegar a una hoja se "han colocado” las cuatro reinas y
podemos probar si la solucién es vélida

o Pero, podemos comprobar si la solucién parcial puede llegar a
ser solucién final antes de llegar a una hoja

@ Podariamos el drbol ahorrando cilculos
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Arbol de busqueda para N =4

@ Solo se muestra el drbol hasta encontrar la primera solucién valida
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Arbol de biisqueda podado para N — 4

O
0 f 2 3
Q @ @) @
1,7, 3 0o, 3 Iy 3 o 2
@ @ @) (J @) Q
2/ \3 1/ \3 1/ \2 2[ \3 o/ \3 of \2 1/ \3 o/ \3 of \1 1/ \2 o/ \2 of \1
O O O OO0 OO0 O O OO0 OO Q O O
3l |2 3| [1o2f [ 3l |2 3 o 2| o 3 |1 3 0 1 o 2| [1 2 0o 1 0
OO0 OO O OO0 OO O O OO0 OO O OO0 OO

O solucion parcial valida ‘ solucion completa valida

. solucion no valida O nodo no explorado
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Implementacion

------------------ >0 [
Nl p
""""""""" >1 6 0"l
.................. > 2 o 5 %4
""""""""" > 3 N NN “_\l 4 1 ":’
\J \J \_\l \_\l 2 K,
012 3 3 4
filas diagonales diagonales
principales secundarias

o Para verificar que una solucién parcial es vélida usamos:
o filas_libres: filas libres

o pdiags_libres: diagonales principales libres
(columna — fila+ n—1)

e sdiags_libres: diagonales secundarias libres (columna + fila)
@ sol: solucién parcial

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Implementacion — |

1 def nreinas_todas_wrapper (n):

2

3 # reserva de memoria para estructuras de datos booleanas
4 filas_libres = [Truel * n

5 pdiags_libres = [True] * (2*n-1)

6 sdiags_libres = [True] * (2*n-1)

7

8 # reserva de memoria para la solucidn parcial

9 sol = [Nonel * n

10

11 # llamada a funcidn recursiva

12 nreinas_todas(0,filas_libres,pdiags_libres,sdiags_libres,sol)
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Implementacion — ||

1 def nreinas_todas(i,filas_libres,pdiags_libres,sdiags_libres,sol):

2 n = len(sol)

3 if i # Comprueba si la solucidn parcial es completa

4 print(sol)

5 else:

6 # Genera candidatos

7 for k in range(O,n):

8 # Comprueba restricciones

9 if filas_libres[k] and pdiags_libres[i-k+n-1] and sdiags_libres[i+k]:
10

11 # Introduce candidato k en la solucidén parcial

12 sol[i] = k

13

14 # Actualiza estructuras booleanas

15 filas_libres[k] = False

16 pdiags_libres[i-k+n-1] = False

17 sdiags_libres[i+k] = False

18

19 # Intenta exzpandir la solucidén parcial

20 nreinas_todas(i+1,filas_libres,pdiags_libres,sdiags_libres,sol)
21

22 # Vuelve a marcar la fila y las diagonales como libres
23 filas_libres[k] = True

24 pdiags_libres[i-k+n-1] = True

25 sdiags_libres[i+k] = True
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Implementacion — Il

@ Lineas 3 y 4: si se ha llegado a una solucién valida se imprime
@ Linea 7: se generan los candidatos

@ Linea 9: se comprueba la validez del candidato

@ Linea 12: se incluye el candidato en la solucién parcial

o Lineas 15-17: se marcan como ocupadas las correspondientes
filas y diagonales

@ Linea 20: nueva llamada recursiva para extender la solucién
parcial

@ Lineas 23-25: Se marcan como libres la fila y diagonales del
candidato para que puedan usarse en futuros pasos
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Otros problemas
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Suma de subconjuntos

Problema de la suma de subconjuntos

Dada una lista L de nimeros no negativos (que pueden repetirse) y
otro nimero s, determinar los subconjuntos de L cuyos elementos

suman s
13=6+7
13=2+5+6
(1 2 3 5 6 7 9]:{} 13 |:{>13:1+5+7
13=1+3+9

L s

13=1+2+3+7
v

@ Las soluciones son subconjuntos de tamano variable

o Usaremos el esquema binario para generar subconjuntos
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Suma de subconjuntos

@ Ejemplo: L =[2,7,3,5], s=38
@ Se usard un pardmetro que almacene la suma parcial (suma de los
elementos de la solucién parcial)
o jCon este pardmetro mejora la eficiencia!
o Se podrd obtener la suma parcial en ©(1), en lugar de O(n) si
no se usa
@ Restriccién adicional: podar el drbol si la suma parcial es mayor que s

+27?
+77?

+37?

w57
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Implementacion — |

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

def

def

suma_subconjuntos_wrapper (L,s):

# Reserva memoria para solucidén parcial
sol = [0] * (len(L))

suma_subconjuntos (0,s0l,0,L,s)

imprime_subconjunto(sol,elementos,j):
ha_imprimido_alguno = False
print('{',end="")

for i in range(0,j):

if sol[i]==1:
if ha_imprimido_alguno:
print(',',elementos[i],sep="'"',end="")
else:
print (elementos[i],sep='"',end="")

ha_imprimido_alguno = True
print('}")
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Implementacion — ||

1 def suma_subconjuntos(i,sol,suma_parcial,L,s):
2 # Caso base

3 if suma_parcial==s:

4 imprime_subconjunto(sol,L,i)

5 elif i<len(L):

6 # Genera candidatos

7 for k in range(0,2): # Esquema binario
8
9

# Comprueba st se puede podar el drbol recursivo

10 if suma_parcial + kxL[i]<=s:

11

12 # Expande la solucidén parcial

13 sol[i] = k

14

15 # Actualiza la solucidn parcial

16 suma_parcial = suma_parcial + kxL[i]

17

18 # Intenta ezpandir la solucidén parcial

19 suma_subconjuntos (i+1,sol,suma_parcial,L,s)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 44 / 74



Ruta del caballo de ajedrez

@ lIdentificar una ruta de una caballo de ajedrez en un tablero de n x n de
manera que salte a todas las casillas sin repetir ninguna

@ No es requisito que tenga que volver al punto de partida

) 1|14 | 9 |20 |23
‘ 1019|2215 8
Y Y 5 | 2 | 13|24 21
. K ) 18|11 | 4|7 |16

A 3|6 |17 |12|2

o Variante: ciclo Hamiltoniano (camino cerrado en un grafo)

GEL@ @ [ G [)
oA
[@Y(GUDNONONOE)0)]
0= 0.5
X (XK (BB L (B 8) YD)
(X (K BB (@ 8) YD)
0.20.0,
(@Y (XK (BB L (B X {8 X (D)
[@:(0ys B a0E D) a]
[iLLLLiJ\é]
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Ruta del caballo de ajedrez
Arbol de busqueda

[ (fila =3, columna=3) |

casilla origen casilla ocupada casilla libre X fuera del tablero

@ Se podria encontrar una permutacién de n”> elementos (tablero de n x n)

@ Las restricciones serian muy complejas

@ Para tamafios mayores que 6 x 6 tarda en hallar una solucién
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Implementacion — |

1 def busca_ruta_caballo_ajedrez_wrapper(n,fila_inicial,col_inicial):
2 # lista de incrementos a las coordenadas de una casilla

3 # para especificar un salto de caballo

4 incr = [(1,-2),(2,-1),(2,1),(1,2), \

5 (-1,2),(-2,1),(-2,-1),(-1,-2)]

6

7 # Inicializar una lista de listas a 0 (solucidn parcial)

8 B = [Nonel*n

9 for i in range(O,n):

10 B[i]l = [0]*n

11

12 B[fila_iniciall [col_inicial] = 1 # ubicamos un primer caballo
13

14 # Si encontramos una solucidén la imprimimos

15 if busca_ruta_caballo_ajedrez(2,fila_inicial,col_inicial,B,incr):
16 imprime_matriz(B)

17

18 def imprime_matriz(B):

19 n = len(B)

20 for i in range(O,n):

21 for j in range(O,n):

22 print ("%5d" % (B[il[jl),end='")

23 print ()

24

25 busca_ruta_caballo_ajedrez_wrapper (5,0,0)
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Implementacion — ||

1 def busca_ruta_caballo_ajedrez(i,fila,col,B,incr):

2 if i>len(B)**2: # Comprobar si se ha completado una ruta

3 return True # Solucidon encontrada

4 else:

5 sol_encontrada = False

6 k=0

7 while not sol_encontrada and k<8: # Genera candidatos

8 # Nueva castilla candidata

9 nueva_col = col + incr[k][0]

10 nueva_fila = fila + incr[k][1]

11

12 # Comprueba validez de la candidata

13 if nueva_fila>=0 and nueva_fila<len(B) and \

14 nueva_col>=0 and nueva_col<len(B[0]) and \

15 Blnueva_fila] [nueva_col]==0:

16

17 # Afiade casilla a la ruta (a la solucién parcial)

18 Blnueva_filal [nueva_col] = i

19

20 # Intenta exzpandir la Tuta empezando desde la nueva casilla
21 sol_encontrada = busca_ruta_caballo_ajedrez(i+1,nueva_fi1a, \
22 nueva_col,B,incr)

23

24 # Marca la nueva casilla como vacia st no se encuentra solucidn
25 if not sol_encontrada:

26 B[nueva_fila] [nueva_col] = 0

27

28 k=k+1

29 return sol_encontrada
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Laberinto

Arbol de busqueda

problema

1 | [ [ i
| [ [ [ i
| ol = - = (1.9 |
1 s 1 1 s 1 1 ~ [l ! ~ '
| e | PR NS [ TSNS I
] YR PYTRNE  EERNN RN i
E AR i ! e o i E [T N i E RN i
A R U A B W 2 W N S S A N
| H [ o i
E subproblema E subproblema ¢} subproblema ¢} subproblema |

i i [ i

L J

@ No se debe hallar una permutacién (el camino puede tener duracién
variable)

@ No se debe hallar un subconjunto de celdas (el orden importa)

@ Usaremos un esquema diferente
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Implementacion — |

1 def lee_laberinto_de_fichero(nombre_fichero):

2 fichero = open(nombre_fichero,'r')

3 M=[]

4 for line in fichero.readlines():

5 M.append( [ x[0] for x in line.split(' ') 1 )

6 fichero.close()

7 return M

8

9 def encuentra_camino_wrapper(M,fila_entrada,col_entrada,

fila_salida,col_salida):

10 incr = [(0,1),(1,0),(0,-1),(-1,0)]

11

12 M[fila_entradal [col_entradal] = 'P' # Camino (path)
13 return encuentra_camino(fila_entrada,col_entrada,M, \
14 incr,fila_salida,col_salida)

15

16 M = lee_laberinto_de_fichero('laberinto_01.txt')
17 # Entrada esquina arriba-tzquierda, salida abajo-derecha
18 if encuentra_camino_wrapper(M,0,0,len(M)-1,len(M[0])-1):
19 dibuja_laberinto(M,0,0,len(M)-1,len(M[0])-1)
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Implementacion — ||

1 def encuentra_camino(fila,col,M,incr,fila_salida,col_salida):

2 if fila==fila_salida and col==col_salida:

3 return True # Caso base. Se encontré una solucidn

4 else:

5 sol_encontrada = False

6 # Genera candidatos

7 k=0

8 while not sol_encontrada and k<4:

9 # Nueva celda candidata

10 nueva_col = col + incr[k][0]

11 nueva_fila = fila + incr[k][1]

12

13 # Comprueba validez de la nueva celda candidata

14 if nueva_fila>=0 and nueva_fila<len(M) and \

15 nueva_col>=0 and nueva_col<len(M[0]) and \

16 M[nueva_filal [nueva_col]l=='E':

17

18 # Afiade al camino ((usamos M como solucién parcial)

19 M[nueva_fila] [nueva_col] = 'P'

20

21 # Intenta expandir el camino empezando en la nueva celda
22 sol_encontrada = encuentra_camino(nueva_fila,nueva_col, \
23 M,incr,fila_salida,col_salida)
24

25 # Marca la nueva celda como vacia si no se ha encontrado solucion
26 if not sol_encontrada:

27 M[nueva_fila] [nueva_col] = 'E'

28

29 k=k+1

30 return sol_encontrada
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Implementacion — Il

1
2
3
4
5
6
7
8
9

gris = (0.75,0.75,0.75); amarillo = (0.75,0.75,0); turquesa = (0,0.75,0.75)
import matplotlib.pyplot as plt; from matplotlib.patches import Rectangle

def dibuja_laberinto(M,fila_entrada,col_entrada,fila_salida,col_salida):
nfilas = len(M); ncols = len(M[0])
fig = plt.figure(); fig.patch.set_facecolor('white'); ax = plt.gca()

if fila_entrada is not None and col_entrada is not None:
ax.add_patch(Rectangle((col_entrada,nfilas-fila_entrada), \
1,-1,linewidth=0,facecolor=turquesa,fill=True))
if fila_salida is not None and col_salida is not None:
ax.add_patch(Rectangle ((col_salida,nfilas-fila_salida), \
1,-1,1linewidth=0,facecolor=amarillo,fill=True))

for fila in range(O,nfilas):
for col in range(0,ncols):
if M[fila][col]l=='W":
ax.add_patch(Rectangle((col,nfilas-fila),1,-1, \
linewidth=0,facecolor=gris))
elif M[filal[col]l=='P':
circ=plt.Circle((col+0.5,nfilas-fila-0.5), \
radius=0.15, color='black', fill=True)
ax.add_patch(circ)

ax.add_patch(Rectangle((0,0) ,ncols,nfilas,edgecolor="'black',fill=False))
plt.axis('equal'); plt.axis('off'); plt.show()
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Sudoku

6] |1 4] |5 9(6|3[1]7]4]2]5]8
8|3| |56 117]8|3l2]5|6/4]9

2 1 2/5/4l6]8]9|7]3]1

8 4] |7 6 8l2|1|4|3/7|5|9]6
6 3 ——> |4/9/6|8/5/2|3/1]7

7 9| [1 4 7/3|5|9]6|1|8]2]4

5 2 5/8l9l7][1]3]4]6]2
712] Jelo9 3[1]7]2]4]6]9]8]5
4] |s] |8 |7 6/4l2(5/9/8]1]7]3
Sudoku inicial Solucién

@ Rellenar el tablero con niimeros

@ No puede haber dos mismos niimeros en una fila, columna o caja de
3x3
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Sudoku

9/6/3|1]7]4]2]|5]8 —
1/7]/83]2]5|64]9 e
2|5/4|6]8]/9]|7|3]1 e e
8l2/1|4[3|7][5]9]|6 ]
419|687 3
7 9 1 4
5 2

7 6|9 )

Progreso por filas
4 5 8 7

@ Solucidn parcial: el propio tablero

@ Expandimos la solucién parcial (por ejemplo) por filas
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Implementacion — |

1 def lee_sudoku(nombre_fichero):

2 fichero = open(nombre_fichero,'r')
3 S=[[None]*9]*9

4 i=0

5 for line in fichero.readlines():

6 S[i] = [int(x) for x in line.split(' ')]
7 i=i+1

8

9 fichero.close()

10 return S

11

12 def imprime_sudoku(S):

13 for s in S:

14 print (xs)

15

16 # Funcidn auziliar pare ezpandir la solucidn parcial fila a fila
17 def avanza(fila,col):

18 if col==8:

19 return (fila+1,0)

20 else:

21 return (fila,col+1)

22

23 S = lee_sudoku('sudokuOl_input.txt')

N
=

if (resuelve_sudoku(0,0,8)):
imprime_sudoku(S)

N
3]
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Fichero de entrada (sudoku01 input.txt)

1060104050
2008305600
3200000001
4800407006
5006 000300
6700901004
7500000002
8007206900
9040508070
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Implementacion — ||

1 def resuelve_sudoku(i,j,S):

2 if i==9: # Comprueba st la solucidn parcial estd completa

3 return True # Solucidén encontrada

4 else:

5 # Comprueba si S[i][j] contiene un nimero inicial fijo

6 if S[i][j1!=0:

7 (i_nueva, j_nueva) = avanza(i,j)

8 return resuelve_sudoku(i_nueva,j_nueva,S)

9 else:

10 sol_encontrada = False

11 k=1

12 # Genera candidatos

13 while k<10 and not sol_encontrada:

14 # Comprueba validez del candidato

15 if es_candidato_valido(i,j,k,S): # ;;INEFICIENTE!!
16 # Incluye digito en celda (%,3)

17 S[i1[j] =k

18

19 (i_nueva, j_nueva) = avanza(i,j)

20 sol_encontrada = resuelve_sudoku(i_nueva,j_nueva,S)
21

22 k=k+1

23

24 # Si no hay solucién se marca la celda (%,j) como wacia
25 if not sol_encontrada:

26 Ss[il[jl =0

27

28 # Devolver si se ha encontrado una solucidn

29 return sol_encontrada
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Implementacion — Il

1
2
3
4
5
6
7
8
9

# Comprueba si el digito en la celda (fila,col) is wdlido
def es_candidato_valido(fila,col,digito,S):
# Comprueba conflicto en fila
for k in range(0,9):
if kl=col and digito==S[fila][k]:
return False

# Comprueba conflicto en columna
for k in range(0,9):
if k!=fila and digito==S[k][coll:
return False

# Comprueba conflicto en caja
caja_fila= math.floor(fila/3)
caja_col = math.floor(col/3)
for k in range(0,3):
for m in range(0,3):

if fila!=3*caja_fila+k and col!=3*caja_col+m:

if digito==S[3*caja_fila+k][3*caja_col+m]:
return False

return True
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Sudoku — Aceleracion

@ Matrices booleanas para detectar conflictos en ©(1)

Digito Digito Digito
12 83 45 6 7 8 9 12 383 45 6 7 89 12 3 456 7 89
ofF FFF 0 F F F F 0 F F
1 F FF F 1 FF 1|F FFF
2|F F o 2 FFF 2|F F F
23 F FFF SslrrrFF F g s FFF
g 4 F F g 4 § 4|F F F F
g 5|F F F F g 5|F FFFFF g5 FF F
6 F F el F F F = 6 FF F
7 F F F 7 F F 7 F FF F
8 F F F 8|F F F F 8 F F F
Sudoku inicial
6 1 4 5
83 516 Caja0 | Cajal | Caja2
2 1
8 4 7 6
6 3 Caja3 | Caja4 | Cajas
7 9 1 4
5 2
Caja6 | Caja7 | Cajas8
712 6]9
4 5 8 7

@ Ejercicio para casa/practica
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Problema de la mochila 0-1

Problema de la mochila 0-1

Dado un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p; y un valor v;,

i =1,...,n,y una mochila con capacidad C. Maximizar la suma de los valores
asociados a los objetos que se introducen en la mochila, sin sobrepasar la
capacidad C, sabiendo que los objetos NO pueden partirse en fracciones mas
pequeias:

n
maximizar 2 Xi Vi sujeto a  x; € {0,1} i=1,...,n
X i=1

i xipi < C
i=1

v
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Mochila 0-1

Arbol de busqueda

@ pesos = (3,6,9,5), beneficios = (7,2,10,4), capacidad = 15

(15,0)
0 1
(15, 0) (12,7)
0 1 0 1
(15,0) 9,2) (12,7) (6,9)
0 1 0 1 0 1 0 1
(15,0) (6, 10) 9,2 (0, 12) 12,7) (3,17) 6,9 (-3,19)
0 1 0/ \1 o/ \1 o/ \1 0 1 0 1

0 1

(15.0) (10,4) (6.10) (1,14) (9.2) (4.6) (0,12) (5 16) (12,7) (7,11) (72.21) 6.9 (1 13)
beneficio 6ptimo

(X, Y) = (capacidad restante, beneficio parcial )

(XY) ~ 1
(X, Y) p,. b, (X-p;,Y+b;) (X,Y) capacidad sobrepasada
Diseiio y Analisis de Algoritmos URJC 64 / 74
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Implementacion — |

def mochila_O1_wrapper(p,v,C):
sol = [0] * (len(p))
sol_opt = [0] * (len(p))

1
2
3
4
5 v_total = mochila_01(0,C,0,so0l,sol_opt,-1,p,v,C)
6
7 return v_total

8

9

10 p = [3,6,9,6] # pesos

1 v [7,2,10,4] # walores

12 C = 156 # capacidad

13 print(mochila_01_wrapper(p,v,C))
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Implementacion — ||

1 def mochila_Ol(i,C_restante,v_actual,sol,sol_opt,v_opt,p,V,C):
2 if i==len(sol): # Se han analizado todos los objetos

3 if v_actual>v_opt: # Comprueba si se ha encontrado una solucién mejor
4 # Actualiza el mejor wvalor y solucidn

5 v_opt = v_actual

6 for k in range(0,len(sol)):

7 sol_opt[k] = sol[k]

8 else:

9 for k in range(0,2): # Genera candidatos

10

11 # Comprueba st se puede podar el drbol de recursion
12 if k*p[i]<=C_restante:

13

14 # Ezpande la solucidn parcial

15 sol[il=k

16

17 # Actualiza la capacidad rTestante y el walor parcial
18 nueva_C_restante = C_restante - k*pl[i]

19 nuevo_v_actual = v_actual + k*v[i]

20

21 # Intenta expandir la solucidn parcial

22 v_opt = mochila_01(i+1,nueva_C_restante, \

23 nuevo_v_actual,sol,sol_opt,v_opt,p,v,C)

24

25 # devuelve el mejor walor encontrado hasta el momento

26 return v_opt
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Introduccion a la
ramificaciéon y poda
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Ramificacion y poda

@ Hasta ahora podabamos el arbol de recursién si una solucién
parcial no cumplia los requisitos del problema para llegar a ser
una solucién completa

e En problemas de optimizacién se pueden realizar podas
adicionales:

Habiendo conseguido hallar una soluciéon valida con valor
optimo v, podemos descartar soluciones que nunca puedan
alcanzar dicho valor éptimo

@ Es un método exacto de resolucién de problemas de
optimizacién

@ Se aplica a problemas duros (desde un punto de vista
computacional), para acelerar la bisqueda del éptimo global
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Ramificacion y poda: Mochila 0-1

@ pesos = (3,6,9,5), beneficios = (7,2,10,4), capacidad = 15

0(23)
bs[1] 7 7
0 (16) 7(23)
bs[2] -2 +2 2 +2
0(14) 2 (16) 7(21) 9 (23)
bs[3] -10 +10 -10 +10 -10 +10 -10
0(4) 10 (14) 2 (6) 12 (16) 7(11) 17 (21) 9(13) X
I I I
beld] -4 ‘a4 4 +4 6<14 _, 11<14 4, 13<17
0(0) 4(4)  10(10) 14 (14) 12(12) X 1717 | X
I
12<14
D beneficio 6ptimo X exceso de peso X (Y) = beneficio parcial (méaximo beneficio posible)
-Z X (Y) +Z
beneficio parcial 6ptimo mmmm  poda X (Y-2Z) X+Z (Y)
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Implementacion — |

def mochila_O1_bnb_wrapper(p,v,C):
sol = [0] * (len(p))
sol_opt = [0] * (len(p))

1
2
3
4
5 v_total = mochila_01_bnb(0,C,0,sum(v),sol,sol_opt,-1,p,v,C)
6
7 return v_total

8

9

10 p = [3,6,9,6] # pesos

11 v = [7,2,10,4] # walores

12 C = 156 # capacidad

13 print(mochila_01_bnb_wrapper(p,v,C))

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 70 / 74



[e]e]e]e] lelele)

Implementacion — ||

1 def mochila_O1_bnb(i,C_restante,v_actual,max_v,sol,sol_opt,v_opt,p,v,C):

2 if i==len(sol): # Se han analizado todos los objetos

3 if v_actual>v_opt: # Comprueba si se ha encontrado una solucidén mejor
4 # Actualiza el mejor walor y solucidn

5 v_opt = v_actual

6 for k in range(0,len(sol)):

7 sol_opt[k] = sol[k]

8 else:

9 for k in range(0,2): # Genera candidatos

10

11 # Comprueba si se puede podar el drbol de recursidén por capacidad
12 if k*p[i]<=C_restante:

13

14 # Actualiza el mdzimo valor alcanzable

15 nuevo_max_v = max_v - (1-k)*v[il

16

17 # Comprueba st se puede podar el drbol de recursion por wvalor
18 if nuevo_max_v>v_opt:

19

20 sol[il=k # Ezpande la solucidn parcial

21

22 # Actualiza la capacidad restante y el walor parcial

23 nueva_C_restante = C_restante - k*pl[i]

24 nuevo_v_actual = v_actual + kx*v[i]

25

26 # Intenta expandir la solucidn parcial

27 v_opt = mochila_01_bnb(i+1,nueva_C_restante, \

28 nuevo_v_actual ,nuevo_max_v,sol,sol_opt,v_opt,p,v,C)
29

30 return v_opt # devuelve el mejor valor encontrado hasta el momento
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Aspectos a considerar al usar backtracking

@ jLas soluciones son permutaciones, subconjuntos u otra
entidad?

o Si son permutaciones o subconjuntos: usad los esquemas
vistos. Son claros y eficientes

o Estructura de la solucién parcial

@ ;Se pueden acelerar célculos usando estructuras de datos?

@ ;Se busca una solucién o todas?

o Si solo se busca una, paramos en cuanto la encontremos
(while + variable booleana (solucion_encontrada))

e En problemas de optimizacién se busca solo una (la mejor),
pero se analizan todas
@ En problemas de optimizacién
o Afadimos dos parametros: mejor solucién y mejor valor
o ;Se puede podar el arbol de recursién por valor?
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Secuencias de paréntesis validas — |

1 def parentesis(i,n_abiertos,sol,n):

2 if i==2%n:

3 return 1

4 else:

5 nsols = 0

6

7 for k in range(0,2):

8 n_abiertos = n_abiertos + (1-k)
9

10 if n_abiertos>=i-n_abiertos+1 and n_abiertos<=n:
11 sol[il=k

12 nsols = nsols + parentesis(i+1,n_abiertos,sol,n)
13

14 n_abiertos = n_abiertos - (1-k)
15

16 return nsols

17

18

19 def parentesis_wrapper(n):

20 sol = [Nonel * (2xn)

21 return parentesis(0,0,sol,n)
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Secuencias de paréntesis validas — Il

1 def parentesis_alt(i,sol,n):

2 if i==n:

3 # print (sol)

4

5 return 1

6 else:

7 nsols = 0

8

9 if i==

10 k =0

11 else

12 k_ini = sol[i-1]+1

13

14 for k in range(k_ini,2%i+1):
15 sol[il=k

16 nsols = nsols + parentesis_alt(i+l,sol,n)
17

18 return nsols

19

20

21 def parentesis_wrapper_alt(n):

22 sol = [Nonel * n

23 return parentesis_alt(0,sol,n)
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Introduccion
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Algoritmos voraces

@ Los algoritmos voraces se suelen aplicar a problemas de
optimizacién
o Maximizar o minimizar una funcién objetivo
@ Suelen ser rapidos y faciles de implementar

@ Exploran soluciones “locales”

@ No siempre garantizan la solucién éptima

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Algoritmos voraces

@ Son algoritmos que siguen una heuristica mediante la cual
toman decisiones 6ptimas locales en cada paso, de manera
muy eficiente, con la esperanza de poder encontrar un éptimo
global tras una serie de pasos

@ Se aplican, sobre todo, a problemas duros, desde un punto de
vista computacional

o Ejemplo: problema del viajante (NP-completo)

o Heuristica: “escoge la ciudad mds préxima no visitada atn”

@ Para ciertos problemas se puede demostrar que algunas
estrategias voraces si que logran hallar un éptimo global de
manera eficiente

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



[e]e]e] le]ele)

Ventajas y desventajas

@ Ventajas
o Son faciles de implementar
o Producen soluciones eficientes

@ A veces encuentran la solucién éptima

@ Desventajas

@ No todos los problemas de optimizacién son resolubles con
algoritmos voraces

o La bisqueda de un éptimo local no implica encontrar un
6ptimo global

o Dificultad de encontrar la funcién de seleccién que garantice la
eleccién éptima
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Elementos

@ Conjunto de candidatos C: la solucién se construird con un
subconjunto de estos candidatos

@ Funcion de seleccion: selecciona el candidato “local” mas
idéneo

@ Funcion de factibilidad: comprueba si un candidato es
factible

@ Funcidén objetivo: determina el valor de la solucién (funcién a
optimizar)

@ Funcion solucién: determina si el subconjunto de candidatos
ha alcanzado una solucién
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Esquema general

@ La técnica voraz funciona por pasos:

o Partimos de una solucién vacia y de un conjunto de candidatos
a formar parte de la solucién

e En cada paso se intenta anadir el mejor de los candidatos
restantes a la solucién parcial

o Una vez tomada la decisién, no se puede deshacer
o Si la solucién ampliada es valida = candidato incorporado

o Si la solucién ampliada no es valida = candidato desechado

o El algoritmo acabarad cuando el conjunto de elementos
seleccionados constituya una solucién o cuando no queden
elementos sin considerar
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Esquema general en pseudocaddigo

funcién voraz(C) //C es el conjunto de candidatos//

S—g
mientras C # (J y no solucién(S) hacer
x < seleccionar(C)

C— CQ\{x}
si factible(S U {x}) entonces
S Su{x}
si solucién(S) entonces
devolver S //S es una solucién//
si no

devolver & //No hay soluciones//
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Ejemplos basicos
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Camino mas corto - 1

Camino mas corto - 1

Encontrar el camino mas corto de vy a v,, donde solo hay caminos entre
vértices adyacentes (vi_1y v;, para i =1,... n).

@ ;Funcién de seleccién?

o Método voraz: en cada paso se coge el arco de menor longitud
10

@ Solucién optima: 1 +2+4 =7

@ Se demuestra aue I3 e aF
Manuel Rubio Sanchez
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Camino mas corto - 2

Camino mas corto - 2

Encontrar el camino mds corto de v 1 a v, 1, donde solo hay caminos

entre vértices de etapas adyacentes (v;_1,y Vjx, parai=1,....n,y
Y/, k, donde puede haber cualquier nimero de vértices en las etapas 1,
2,...,n—1).
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Camino mas corto - 2

@ jFuncién de seleccién?
o Método voraz: en cada paso se coge el arco de menor longitud
(]

Vit 2
3

@ Longitud de la solucién voraz: 1 + 9 + 13 = 23
(vo,1,Vv1,2,v2,1,v3,1)
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Camino mas corto - 2

@ Se demuestra que la estrategia no es éptima (contraejemplo)

@ Longitud de la solucién optima: 3+3+1=7
(vo,1, V1,1, V2,2, v3,1)
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Problemas clasicos
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Cambio de monedas

Problema del cambio de monedas

Se dispone de n monedas de euro con valores de 1,2,5,10,20 y 50
céntimos de euro, 1y 2 euros.

@ Dada una cantidad X de euros, devolver dicha cantidad con el
menor nimero posible de monedas

@ Ejemplo: devolver 2.24€
e Solucién: 4 (2 4+ 0,20 + 0,02 + 0,02)
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Cambio de monedas

@ Conjunto de candidatos:

o Todos los tipos de monedas

Funcién solucién:

o Conjunto de monedas que suman X
Funcién de factibilidad:

. 8 . . , e
e Si >.. ;vin; > X, el conjunto obtenido no podra ser solucién

@ n; = nimero de monedas de tipo /

@ v; = valor de una moneda de tipo /

@ Funcién objetivo:

o Minimizar la cardinalidad de las soluciones posibles

Funcién de seleccion:

o Moneda de valor mas alto posible, que no supere el valor que
queda por devolver
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Cambio de monedas

@ ;jEs éptima la funcidén de seleccién propuesta?

Problema del cambio de monedas

Se dispone de n monedas de euro con valores de 1,2,5,10,12,20 y 50
céntimos de euro, 1y 2 euros.

@ Dada una cantidad X de euros, devolver dicha cantidad con el
menor nimero posible de monedas

@ Ejemplo: devolver 2.24€

e Solucién voraz: 4 (2 + 0,20 + 0,02 + 0,02)
e Solucién 6ptima: 3 (2 + 0,12 + 0,12)
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Minimizacidn del tiempo en el sistema

del tiempo en el sistema

Considérese un servidor que tiene que dar servicio a n clientes,
donde t;, con i = 1,...,n, es el tiempo requerido por el cliente .
Suponiendo que todos los clientes llegan al mismo tiempo al
servidor pero solo uno puede usarlo, minimizar el tiempo T en el
sistema para los n clientes:

n

= Z(tiempo en el sistema para el cliente i)
i=1

v
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@ Supongamos que tenemos 3 clientes con t; =5, tp, = 10, y
t3 = 3, hay varias posibilidades segtin el orden en el que sean
tratados en el servidor

Orden T

123: 5+(5+10)+(5+10+3) =38

132: 5+(5+3)+(5+3+10) =231

213: 10+ (10 +5) + (10 + 5+ 3) = 43 < peor planificacién
231: 10+ (10+3)+(10+3+5) =41

312: 34 (3+5) +(3+5+10) =29 <« mejor planificacién
321: 3+(3+10)+(3+10+5)=234
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Estrategia voraz

@ Dar servicio en orden creciente de tiempo t;

@ Es una estrategia 6ptima:

e Sea P ={p1,p2,...,Pny una permutacién de los clientes (de
enteros de 1 a n)

e Sea s; = tp,, entonces

T(P) = 51+($1+52)+(51+52+53)+...
= nss+(n—1Ds+(n—2)s3+ ...
= Z:(n—k—kl)s;<

k=1

e Haciendo s; lo menor posible, luego sy, etc. conseguimos
minimizar T
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Mezcla de listas

Mezcla de listas

Sean m listas ordenadas, cada una con n; elementos (i = 1,..., m)

@ jCudl es la sucesién éptima del proceso de mezcla, mezclando
listas dos a dos, para mezclar todas las listas de manera
ordenada con el menor niimero de comparaciones?

B:8- 000 -0pEno
e Jo [u]x]
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@ Sean tres listas L1, Ly, y L3, con longitudes 10, 20, y 30,
respectivamente

Li+ L, =30 Li+ L3 =40 Ly + L3 =50
30+ L3=60| 40+ L, =60 || 50+ L; =60
90 < 100 110

@ Solucién voraz: escoger en cada momento los dos lotes de
menor tamafo

o Construye un arbol binario de abajo hacia arriba (drbol de

.

mezclas)
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Codigos de Huffman

Cadigos de Huffman

Dado un conjunto de n objetos y sus respectivas frecuencias de
aparicién f;, i = 1,..., n, obtener una codificacién binaria para los
objetos que minimice el promedio de bits necesarios para
representarlos.

v
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Codigos de Huffman

@ La codificacién Huffman es un método usado para compresidn
de datos

@ Se codifica una serie de objetos mediante una secuencia de
bits seglin su frecuencia de aparicién

@ Los objetos con mayor frecuencia se codifican con menos bits

@ La codificacién Huffman minimiza el promedio de bits
necesarios para representar los objetos
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@ Tenemos un texto de 100000 caracteres

@ Solo aparecen 6 caracteres con las siguientes frecuencias
absolutas de aparicién

caracter a b c d e f
frecuencia | 45000 | 13000 | 12000 | 16000 | 9000 | 5000

@ Solucién 1: Usar 3 bits por cada cardcter = 300000 bits

@ Solucién 2: Usar cédigos de longitud variable en el que los
mas frecuentes tienen el cédigo mas corto = 224000 bits

o Objetivo: crear una codificacién de longitud variable para
minimizar el nimero de bits, en promedio, necesarios para
representar un texto
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Estrategia voraz

@ Asignar codigos mas largos a los caracteres con menor
frecuencia de aparicion

o Utiliza la tabla de frecuencias de aparicién de cada caracter

@ Construye un arbol binario de longitud variable de abajo hacia
arriba

@ Utiliza una cola @ de arboles con prioridades
@ Inicialmente @ contiene un arbol por cada caracter

@ En cada paso, se “mezclan” los dos drboles de @ que tienen
menos frecuencia dando lugar a un nuevo arbol
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Estrategia voraz

o Fase 1

o Orden creciente de frecuencias (en miles)

‘f:s“e:g“c:ﬁ"b:lS“d:lG“a;AS‘

o Fase 2 y posteriores

o Fusionar drboles hasta obtener un sélo drbol manteniendo la
ordenacidn creciente

] ] ()
0 1
f: 5 e:9
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Estrategia voraz
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Estrategia voraz

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 30 / 67



000000000000 0000e0

Estrategia voraz

100

=) X:
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Codificacion final

@ Para hallar la codificacién de un caracter se usa el camino
desde la raiz del arbol hasta la hoja que representa el caracter

@ La secuencia de bits la determina la rama (izquierda: 0,
derecha: 1) por la que se avanza hasta la hoja

o Codificacidn final:

caracter | cédigo
a 1
d 011
e 0101
f 0100
b 001
c 000
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Problema de la mochila
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Problema de la mochila - 1

Problema de la mochila — Version 1

Se tiene un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p;, y una
mochila con capacidad C.

@ Maximizar el nimero de objetos que se pueden introducir en
la mochila sin sobrepasar la capacidad C
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Problema de la mochila - 1

Problema de la mochila — Versién 1 — Formulacion matematica

Dado un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p;, i = 1,...,n, y una
mochila con capacidad C. Maximizar el nimero de objetos que se pueden
introducir en la mochila sin sobrepasar la capacidad C:

n
maximizar Z Xi
X i=1

sujeto a xi € {0,1} i=1,...,n

Zn] xipi < C
=

@ Las variables x; determinan si se introduce el objeto i en la mochila

@ Es un problema de programacién lineal entera
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Problema de la mochila - 1

@ Ejemplo: C = 15, @ Ejemplo: C = 15,
p=1(9,6,5) p=1(9,5,6,4)
@ jFuncién de seleccién? @ ;Funcién de seleccién?
o Peso decreciente o Peso decreciente
@ Solucién: 2 (9 + 6) @ Solucién: 2 (9 +6)
o Peso creciente e Peso creciente
@ Solucién: 2 (5 +6) @ Solucién: 3
(4+5+6)

@ La estrategia voraz escogiendo candidatos en orden creciente
de peso es mejor (para este problema es 6ptima)
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Problema de la mochila — 2

Problema de la mochila — Version 2

Se tiene un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p;, y una
mochila con capacidad C.

@ Maximizar el peso de los objetos que se introducen en la
mochila sin sobrepasar la capacidad C
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Problema de la mochila — 2

Problema de la mochila - Version 2 - Formulacion matematica

Dado un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p;, i = 1,...,n, y una
mochila con capacidad C. Maximizar el peso de los objetos que se introducen
en la mochila sin sobrepasar la capacidad C:

n
maximizar Z Xi pi
X i=1

sujeto a xi € {0,1} i=1,...,n

Zn] xipi < C
=

@ Las variables x; determinan si se introduce el objeto i en la mochila

@ Es un problema de programacién lineal entera
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Problema de la mochila — 2

@ Ejemplo: C = 15, @ Ejemplo: C = 15,
@ ;Funcién de seleccién? @ ;Funcién de seleccién?
o Peso decreciente o Peso decreciente
@ Solucién: 15 @ Solucién: 10 (10)
(9+06)

o Peso creciente

o Peso creciente e
@ Solucién: 13

o Solucién: 11 (6+7)
(5+6)

@ Ninguna de las estrategias de seleccién es éptima, ni mejor
que la otra
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Problema de la mochila — 3

Problema de la mochila — Versién 3

Se tiene un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p; y un
valor v;, y una mochila con capacidad C. Los objetos pueden
partirse en fracciones mas pequenas.

@ Maximizar la suma de los valores asociados a los objetos
que se introducen en la mochila, sin sobrepasar la capacidad C
v

URJC 40 / 67
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Problema de la mochila — 3

Problema de la mochila — Version 3 — Formula

Dado un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p; y un valor v;,

i =1,...,n, y una mochila con capacidad C. Maximizar la suma de los valores
asociados a los objetos que se introducen en la mochila, sin sobrepasar la
capacidad C, sabiendo que los objetos pueden partirse en fracciones mas
pequeias:

n
maximizar Z XiVi
=]

X
sujeto a 0<xi<l1 i=1,...,n
n
ZXI‘P;< C
i=1

@ Las variables x; determinan la fraccién del objeto i que se introduce en la
mochila
@ Es un problema de programacién lineal
Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 41 / 67
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Problema de la mochila — 3

@ Conjunto de candidatos:
o Todos los objetos

@ Funcién de factibilidad:
o Xiyxipi < C

Funcién objetivo:

o Maximizar > | xv;
@ Funciones de seleccién posibles:
o Seleccionar el objeto con mayor valor
o Seleccionar el objeto con menor peso restante

o Seleccionar el objeto cuyo valor por unidad de peso sea el
mayor posible

Funcién solucion:

o Cualquier conjunto de elementos es valido si no se ha
sobrepasado C

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problema de la mochila — 3

@ Ejemplo: C =100, n =5, con:

i 1 2 3 4 5
pi 10 20 30 40 50
vi |20 30 66 40 60
vi/pi 12,0 15 22 10 1,2

seleccionar x; X; valor total
maximizar v; 0O 01 05 1 146
minimizar p; 1 1 1 1 0 156

1 1.1 0 0,8 164

maximizar v;/p;

@ Funcién de seleccién éptima es: maximizar v;/p;
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Problema de la mochila — 4

4 — Formulacion matematica

Dado un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p; y un valor v;,

i =1,...,n, y una mochila con capacidad C. Maximizar la suma de los valores
asociados a los objetos que se introducen en la mochila, sin sobrepasar la
capacidad C, sabiendo que los objetos NO pueden partirse en fracciones mas
pequefas:

n
maximizar Z Xj Vi
i=1

x
sujeto a xi € {0, 1} i=1,...,n
ZX:'P,‘ < C

i=1

@ Las variables x; determinan si se introduce el objeto i en la mochila

@ Es un problema NP-completo (Problema de la mochila 0-1)
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Problemas sobre grafos
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Arbol de recubrimiento de coste minimo

@ Arbol libre: es un grafo no dirigido conexo aciclico:

Todo arbol libre con n vértices tiene n-1 aristas

Si se afiade una arista se introduce un ciclo

Si se borra una arista quedan vértices no conectados
Cualquier par de vértices estd unido por un dnico camino
simple

°
]
]
]

o Arbol de recubrimiento de un grafo no dirigido y ponderado
no negativamente: es cualquier subgrafo que contenga todos
los vértices y que sea un arbol libre

o Arbol de recubrimiento de coste minimo: es un arbol de
recubrimiento y no hay ningln otro arbol de recubrimiento
cuya suma de los pesos de las aristas sea menor. Lo
denotamos arm(G), donde G es un grafo no dirigido, conexo,
y ponderado no negativamente.
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Arbol de recubrimiento de coste minimo

Arbol de recubrimiento de coste minimo

Dado un grafo G = (V, E) no dirigido, conexo, y ponderado no
negativamente, hallar arm(G).

@ Valor 38 en la figura

@ No tiene por qué ser nico
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Propiedad fundamental

@ Sea G = (V E) un grafo no dirigido, conexo, y ponderado no
negativamente,

Ge{f:VxV—E}

@ Sea U un conjunto de vérticess U c V, U # J

Si{u,v) es la arista mds pequeia de G tal que ue U, y
v € V\U, entonces existe algtin drbol de recubrimiento de
coste minimo de G que la contiene

e Demostracién por reduccién al absurdo (contradiccién)

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos



0O000@0000000000

Algoritmo de Kruskal

@ Seleccionar la arista mds corta en cada etapa y construir el
arbol

@ Se basa en la propiedad de los drboles de recubrimiento de
coste minimo: partiendo del arbol vacio, se selecciona en cada
paso la arista de menor peso que no provoque ciclo sin

requerir ninguna otra condicién sobre sus extremos

@ Es una estrategia éptima

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC
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Algoritmo de Kruskal paso a paso

®- O O—0
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Algoritmo de Kruskal - Pseudocaodigo

Kruskal(G)
// Entrada: G = (V, E), es un grafo no dirigido, conexo,
// y ponderado no negativamente
// Salida: Et = conjunto de aristas que forman un arm(G)

ordenar E en orden no decreciente seglin los pesos asociados a las aristas:
W(efl) << W(ei\E\)

Er <O
cont — 0 // n2 de aristas de arm(G)
k<0 // n2 de aristas procesadas

while cont < |V|—1
k—k+1
si ET U {ej,} no contiene ciclos
ET <« ET ) {e,-k}
cont < cont + 1

devolver Er

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Algoritmo de Prim

@ Seleccionar un nodo y construir el drbol a partir de él

@ Aplica reiteradamente la propiedad de los drboles de
recubrimiento de coste minimo incorporando a cada paso una
arista

@ Se usa un conjunto U de vértices tratados y se selecciona en
cada paso la arista minima que une un vértice de U con otro
de su complementario

@ Es una estrategia 6ptima
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Algoritmo de Prim paso a paso

® . O » e,

3 4 4 6 3 4
O S O O O S OO
2 2
6 8 6 8
(D——) (D——
3 4 4 6 3 4 4 6
O SR OO @G @
2 2
6 8 6 8
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Algoritmo de Prim - Pseudocddigo

Prim(G)
// Entrada: G = (V, E), es un grafo no dirigido, conexo
// (puede usar pesos negativos)
// Salida: Et = conjunto de aristas que forman un arm(G)

Vr — {w} // vo puede ser cualquier vértice
Er— &

desde i < 1 hasta |V/| — 1 hacer
encontrar una arista e* = (v*, u*) de peso minimo entre todas
las aristas (v, u) tales que ve Vryue V\Vr
VT <« VT ) {u*}
ET <« ET U {e*}

devolver E+
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Caminos minimos desde un nodo

Caminos minimos desde un nodo

Dado un grafo G = (V/, E) conexo y ponderado no negativamente,
y un vértice s € V/, hallar la longitud de los caminos minimos desde
s al resto de vértices.

@ Sirve para grafos dirigidos y no dirigidos (si es no dirigido se
puede sustituir cada arista por dos con el mismo peso, y en
“direcciones” contrarias)

@ Veremos el algoritmo de Dijkstra

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Algoritmo de Dijkstra paso a paso

@ Inserta vértices en un arbol T progresivamente, segtn calcula nuevas
longitudes minimas
o El drbol T es conceptual (es una lista de nodos)
@ Para un nuevo vértice tiene en cuenta no sélo la longitud de la nueva
arista, sino también todo el camino hasta dicho vértice
o Es la diferencia con respecto al algoritmo de Prim
@ En cada paso inserta en T el vértice con menor longitud desde el origen

(estrategia voraz 6ptima)

@ Tras insertar un nuevo vértice vs;, debe recalcular distancias de nodos
conectados a vsip y T
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Algoritmo de Dijkstra en detalle

@ 20 @ . i | Camino | d; eT
0 0 0 v

0 5 s (® 1 0,1 20 | X
30 i 2 0,2 10 X

3 0,3 o0 X

@ 10 @ 4 0,4 0 X
o 20 @ " i | Camino | d; eT
0 0 0 v

o 5 s @ 1] 0,21 | 15| X
30 " 2 0,2 10 v

3 0,2,3 20 X

@ ., ® 4| 0,24 |40 | x
i Camino d; eT

® 0 0 0| 7/

@ 1 0,2,1 15 v

. 2 0,2 10| v

3 0,2,3 20 X

410,211,430 ]| X

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos URJC 57 / 67




0000000000000 e0

Algoritmo de Dijkstra en detalle

i Camino d; eT
0 0 0 v
1] 021 |15 v
2 0,2 10| v
3 0,2,3 20 v
410,21,4|3]| X
i Camino d; eT
0 0 0 v
1 0,2,1 15 v
2 0,2 10| v
3 0,2,3 20 v
410,21,4|3| v

Nota: el ejemplo usa un grafo no dirigido
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Algoritmo de Dijkstra - pseudocodigo

Dijkstra(G, s, t)
// Entrada: G = (V, E), es un grafo no dirigido, conexo,
// y ponderado no negativamente con pesos w entre aristas
// Salida: Distancias minima d desde el vértice s hasta el t,
// y todas las distancias minimas a vértices que son menores que d

T « {s}
desde i < 1 hasta |V/| hacer d; < o
para cada arista (s, v) hacer d, = w(s, v)
ultimo «— s
mientras (ultimo # t) hacer
seleccionar vsig ¢ T // el vértice desconocido que minimiza d
para cada arista (vsz, x) hacer
di < min[dx + w(Vsig, X)]
ultimo «— vsjg
T — T u{vsg}

) YVsig

devolver d

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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K-medias
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@ C(lustering: identificar grupos de puntos (datos) y asignar a cada punto
uno de esos grupos

@ El algoritmo K-medias procura encontrar los K mejores representantes
(“centroides”, que también son puntos) de los datos, donde cada
centroide representa un grupo

o El representante de un dato es el mas cercano a éste

@ K-medias intenta resolver el problema cuyo objetivo es minimizar la suma

de distancias Euclideas (al cuadrado) entre cada dato y su centroide

4 4 ? o
X/
2 2 He8 o
ooH8
0 0 ° P
> > o mofo o
2 2 Ql:e 02 %
B
4 -4 o8& °
°
6 -6 °
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
X X
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K-medias — Ejemplo de ejecucion

4 4
2 2
0 0
(1) ~ (2) ~ °
2 2 ° °
4 4
6 6
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
X X
4 o o 4 ° o
xS o® o o0 ©°
o
2 508 o 2 I8 o
3% ., e % .,
0 oo ° moge 0 ooo °‘°
.
(3) - o 4., (4) - .
2 ,‘.?a%o? o 2 °sq,o‘é° o
A W
4 He, . &,
o °
6 ° -6 °
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
X
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K-medias — Ejemplo de ejecucion

4 o - 4 ° o
o o0 ©° o g0 °°
2 F508 o 2 0:33’ °
e 3885 o, 2. R
0 o o °a° 0 o ®o :a"
(5) - N (6) - Saope s
2 %Bq 05 2 8e 05
Q ° °
%W - . m‘{% ° o
3
“ e, “ &,
o o
6 ° 6 °
-6 4 -2 0 2 4 6 6 -4 -2 0 2 4 6
X X
4 4 ° o
o °°°
(A3
2 A 2 o LB
°o® Af o
0 0 o Pope
o
%,
(7) - (8) - B
2 2 Ba 03 %o
@ e
%
“ Y He™,
o °
6 ° 6 °
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6
X X
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K-medias — pseudocadigo

@ El problema de optimizacién asociado no es convexo, ni se
existe una férmula analitica para la solucién

o Recurrimos a un algoritmo iterativo

@ Pseudocddigo del algoritmo K-medias:

K-medias(D, K)
Inicializar cada ux (valores aleatorios, datos concretos, etc.)
repetir:
(A) Escoge las mejores asignaciones aj para unos centroides 1ix fijos
(B) Escoge los mejores centroides /., para unas asignaciones aj fijas

hasta convergencia
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K-medias — Dos pasos

@ (A): Asignar x; a su centroide 115 mds cercano (el grupo seria Cy)

1 si k=argmin|x; —
ajk = /
0 en caso contrario

@ (B): Asignar a i la media de los puntos asignados a él (a Cy)

Mk:nik Z X;

i1 X; se
asigna a Cy
(es decir: aj=1)

N
ng = Z aik (ndmero de puntos x; asignados a Cy)
i=1

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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Problema de clustering que resuelve el K-medias

@ Sea D = {x1,...,xy} un conjunto de “datos”, donde x; € RY,
que deseamos agrupar en K grupos: {Cy, ..., Cx}

o Cada grupo estd representado por un “centroide”. Denotamos
estos centroides mediante: i1, ..., ux € RY

@ El problema (no convexo) consiste en minimizar:

o K N
P Z Z Ix; — peic])? Z Eaikai_NkH2
] k=1i=1

it X; se
asigna a Cy

1 si x; estd asignado a Ci
djk = .
0 en caso contrario

v
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@ Se garantiza que converge a un éptimo local
o Convergencia: los centroides no varian tras una iteracion
o También se puede parar tras T pasos

@ No siempre encuentra el éptimo global

o Se suele ejecutar varias veces con diferentes inicializaciones

@ Asume que los clusters son “esféricos”

e Poco realista

e Hay alternativas mejores de clustering
@ El problema es NP-duro

@ Se puede interpretar como un caso particular del algoritmo
EM (expectation-maximization) de teoria de probabilidad

Manuel Rubio Sanchez Disefio y Andlisis de Algoritmos
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