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Introduccion

Sistemas de control continuos

+ -
R(S) > G(S) > ]hx .
- & M —_— -
H(S) p R A .

+
" "
presidn
: -
D-action
v R,
foto “orrar ! Miguina 1 Carga R
' r AAA
Combustible i o —_— | -
filvala T— 2

Fundamentos necesarios: Conceptos basicos de control y automatica
Diagramas de bloques, modelado de sistemas mecanicos y eléctricos, analisis de la
respuesta temporal, disefio de controladores, analisis en el dominio de la frecuencia...
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Introduccion

Sistemas de control digitales/discretos

Aparicion y evolucion de
las computadores digitales

ahead, reduces speed fo return
vehicle to a safe following distance

ise control adjusts to the lead vehicle’s speed
and resets to the original speed it traffic clears

Finales de la década de los 60’s:
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* Aparicién de minicomputadoras (palabra de 16 bits, 8 a 124 KB de
memoria y una unidad de disco).

* Se comienza a aplicar el control digital a proyectos cada vez mas
pequenos.

Década de los 70’s:

* Aparecen las microcomputadoras.

* Coste y consumo minimos. Se hace rentable su empleo en gran numero
de aplicaciones. Se comienza a pensar en aplicar un microcomputador a
cada conjunto de variables de un proceso.

* También en esta época hay grandes avances en la teoria de control y en
desarrollo de sistemas de tiempo real.
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Caracteristicas de los sistemas discretos frente a los sistemas continuos

Caracteristicas generales

* Sistemas de control digitales/discretos:
e Controladores electrénicos: microcontrolador

* Diferentes opciones de control:

« Optimo, minima energia, multivariable...
* Control de sistemas complejos: robots, vehiculos, plantas industriales, etc.

e “Barato” => electrodomésticos, electronica de consumo, etc.

Ventajas ., . :
J Proceso de conversion de analdgico a digital (A/D)

Inconvenientes




Caracteristicas de los sistemas discretos frente a los sistemas continuos

Caracteristicas generales

* Sistemas de control en tiempo discreto:
* Ecuaciones diferenciales <~ Ecuaciones en diferencias

 Las senales de control (sensores):
* Sélo pueden cambiar en instantes discretos: (kT), k € N.
» Su valor estd restringido a ciertos intervalos (cuantificacion).

e Periodo de muestreo T suficientemente corto.

* Proceso de transformacion de la senal de trabajo continua a digital
(muestreo-cuantificacion):

* Secuencia de valores en intervalos de tiempo discretos y equiespaciados.
* Cuantizacion del valor en un intervalo discreto y equiespaciado.




Senales presentes en los sistemas discretos

Conversion Analégico/Digital
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Senales presentes en los sistemas discretos

Ejemplo: Muestreo
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Senales presentes en los sistemas discretos

Ejemplo: Muestreo

» Problema: pérdida de informacion en la “digitalizacion”
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Existen diferentes tipos de muestreo:
* Periddico: t,=kT, k=0,1,2...
* De orden multiple: Patron de los t, se repite periédicamente
* De tasa miultiple dependiente de las caracteristicas del lazo de control
e Aleatorio




Senales presentes en los sistemas discretos

Ejemplo: Cuantificacion
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sefal original, muestreada y cuantificada

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Senales presentes en los sistemas discretos

Ventajas e inconvenientes

Comparativa de una senal digital vs. senal analodgica:
Inmunidad al ruido
Facilidad para el procesamiento de la sefal
Amplificacion sin ruido
Pérdida de calidad/informacidn
Muestreo
* Digitalizacion
* Redondeo de operaciones/coeficientes
Sincronizacion
e Retraso A/D




Sistemas de adquisicion, conversidn y distribucion de datos

Estructura general de un sistema discreto de control (l)

Sistema digital

Microprocesador
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- 4
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Sistemas de adquisicion, conversidn y distribucion de datos

Estructura general de un sistema discreto de control (ll)
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Sistemas de adquisicion, conversidn y distribucion de datos

Estructura general de un sistema discreto de control: Muestreo y conversion A/D

Sistema digital *

Microprocesador

x(kT) : e(kT)
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Sistema fisico
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( 1. Muestreo

2. Retencidn

3. Codificacion



Conversion A/D

Muestreo y retencion

Muestra a nival Caida del modo
\ \ de retencion de retencion
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muestreo y retencidn seda agui
Ejemplo de circuito S/H de muestro/retencién: Dispositivo de » Modos de operacion:
memoria de tension * Interruptor cerrado: Seguimiento de la entrada. El
* Amplificador operacional 1: Aislamiento de la entrada condensador se encuentra conectado a la misma.
(impedancia de entrada alta). * Interruptor abierto: Retencidn. La tensidn del
* Amplificador operacional 2: Aislamiento del voltaje en el condensador se mantiene constante por un tiempo
condensador de retencion. especifico.

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Conversion A/D

Circuitos para la codificacion
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Errores debidos al proceso de “digitalizacion”

Error de cuantificacion (Q)
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Errores debidos al proceso de “digitalizacion”

Errores asociados a la conversion
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Error de ganancia Los CAD reales difieren de los
convertidores ideales en que los primeros
100 . .
siempre tienen algunos errores, tales
como errores de nivel, de linealidad y de
ganancia. Ademas, sus caracteristicas
000 | cambian con el tiempo y la temperatura.
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Sistemas de adquisicion, conversidn y distribucion de datos

Estructura general de un sistema discreto de control: Retencion D/A

Sistema digital | {}]i; Sistema fisico
Microprocesador E ~—
X(kT) e(kT) u(kT) { — U(s) Y(s)
A,Q_, R(2) 2 Ret;;\:on i , G(S)
y(kT)
- H(s)
Muestreo

yA/D




Conversion D/A: Retenedores

Circuitos para la retencion
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Conversion D/A: Retenedores

Orden de la retencion
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Mantiene la sefal constante e igual al
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ultimo valor obtenido hasta que se calcula
Seinales no causales: Para su realizacidn en un sistema real es necesario conocer X ;1

uno nuevo.
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Ventajas e inconvenientes del control digital

Ventajas

* Precisidn: Se usan representaciones digitales de longitud finita (cuantificada) de las sefales reales. La cuantificacion implica un error
de representacion, pero menor que la degradacidon que pueden sufrir las sefiales analdgicas (derivas con temperatura, con el paso del
tiempo, sensibilidad a ruido eléctrico, etc.).

* Errores de realizacidn: Trabajar con senales digitales implica realizar operaciones aritméticas con los valores almacenados. Los errores
debido a la representacion digital son despreciables frente al procesamiento analdgico de sefiales (circuitos realizados con
componentes eléctricos —R,L,C- con valores reales distintos de los ideales usados para el disefio.

* Flexibilidad: Los controladores digitales son realizaciones software. La modificacidon de los controladores es una reprogramacion.
Frente a ello, un controlador analdgico se realiza en hardware y una modificacion puede implicar el redisefio y construccidon desde cero
del nuevo controlador. Ademas, una ley de control compleja suele resultar mucho mas sencilla de realizar en SW que fabricar el
sistema HW que la realice.

* Velocidad: La respuesta de un controlador analdgico, en teoria sera siempre mas rapida que la de un control discreto. No obstante, el
avance de los computadores y la mejora de su velocidad de proceso ha hecho que la velocidad de respuesta de los controladores
digitales sea equiparable a la de los analégicos (continuos) en determinadas aplicaciones.

* Transmision de datos: La transmisidon de datos a grandes distancias se puede llevar a cabo en formato digital a gran velocidad y por
tanto sin introducir retrasos dindmicos, no asi en sistemas analdgicos.

* Potencia de transmision: La potencia necesaria para trasmitir datos de forma fiable es mucho menor en sistemas digitales que
analdgicos, evitando de esta forma la generacion de perturbaciones y mejorando la robustez frente al ruido a igual potencia de
transmision.

* Coste: El desarrollo de las técnicas de miniaturizacion ha hecho posible desarrollar sistemas digitales cada vez mas potentes y de
menor precio. Esto ha hecho que el control digital se introduzca incluso en pequefias aplicaciones de bajo coste.
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Ventajas e inconvenientes del control digital

Inconvenientes

* Margen de estabilidad del sistema: Al usar una sefal muestreada, no es posible detectar cambios de |a sefal en el periodo entre dos
instantes de muestreo. Estas variaciones se detectan en el siguiente instante, lo cual en la practica resulta en un retraso de la sefal y la
consiguiente disminucion del margen de fase y por tanto el empeoramiento del margen de estabilidad del sistema.

* Peligro de excesiva centralizacion: El uso de un unico computador para la realizacion de las acciones de control y supervisidon de un
sistema complejo entraia el peligro de que un fallo del computador afecte a todo el conjunto de procesos controlados. Este peligro
puede mitigarse planteando una estrategia de control distribuido en el que el cooperen varios microprocesadores cada uno de los
cuales se ocupa de una parte del proceso a controlar.
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Planteamiento del problema de control discreto o digital

La realizacion del sistema de control de un proceso suele
realizarse en base a unas especificaciones de disefo en las
gue normalmente se pretenden garantizar, entre otros, los
siguientes aspectos de comportamiento:

* Respuesta transitoria en lazo cerrado.

 Comportamiento en régimen permanente en lazo
cerrado.

* Rechazo a perturbaciones.

. Rlobustez frente a cambios en los parametros de la
planta.

©2022 Autores Antonio J. del Ama Espinosa y Enrique Hernandez Balaguera
Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia

“Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
disponible en

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

El cumplimiento de estas especificaciones se lleva a cabo
mediante un proceso de disefio, habitualmente iterativo,
que cubre las siguientes etapas:

Seleccion de los sensores encargados de medir las
sefiales necesarias.

Seleccion de los actuadores que actuaran sobre el
sistema a controlar.

Desarrollo del modelo matematico del proceso,
sensores y actuadores.

Seleccion de las especificaciones deseadas para el
sistema controlado.

Obtencion de los parametros del controlador a partir de
los modelos matematicos desarrollados y de las
especificaciones de disefio deseadas.

Realizacion analitica y simulacion del sistema de control
obtenido (posibles iteraciones).

Realizacidn fisica del sistema de control y prueba

(posibles iteraciones).
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La transformada Z




e La transformada Z
 Transformada Z de secuencias elementales
* Propiedades de la transformada Z

e La transformada Z inversa

 Convolucion de secuencias discretas

* Funcion de transferencia Z: G(z)
* Polosy ceros en el plano Z

 Resolucion de ecuaciones en diferencias mediante la transformada Z




La transformada Z

* El papel de la transformada Z en sistemas discretos es similar al de |a
transformada de Laplace en sistemas continuos:

» La dindmica de los sistemas continuos se caracteriza matematicamente por una
ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes

 Dominio de s: las ecuaciones diferenciales se transforman en ecuaciones algebraicas de variable
compleja (polinomios en s).

> La dinamica de los sistemas discretos se modela matematicamente a través de una

ecuacion en diferencias lineal

* Dominio de z: las ecuaciones en diferencias se transforman en ecuaciones algebraicas de variable
compleja z.




La transformada Z

Senales en tiempo discreto
{xx } Sistema {yk}
—> —>

discreto

e Secuencias: un conjunto numerado de valores

{xer} =t = X2, x4, %0, X1, X2, 0}

k € Z, T: Periodo de muestreo.

{-7,2,1y,2,3,5}

* Sistemas discretos: un algoritmo que transforma una secuencia de entrada en otra de

salida: {yx} = f({xx})

» Sistema estdtico: el elemento de la secuencia de salida sélo depende del elemento de |la secuencia de
entrada con el mismo indice: y, = f(x;)

» Sistema dindmico: el elemento de la secuencia de salida depende de elementos de la secuencia de entrada
con indices (igual) y diferentes

» Sistema causal: el elemento de |la secuencia de salida depende solo de los elementos de |la secuencia de entrada de
indice igual o menor

» Sistema no causal: el elemento de la secuencia de salida depende sélo de los elementos de la secuencia de entrada
de indice igual, menor o mayor
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Transformada Z

Definicion

* En esta asignatura, tan sélo se considerara la transformada z de funciones del tiempo
“definido positivo”: t € (0, )

* La transformada z de una funcion en el dominio del tiempo x(t) se define como:

(0.0]

X(2) = Z[x(®)] = Z[x(kT)] = Z x(kT) - 2%

k=0

X@) = Z1x(0)] = Zlxd = ) x 27"
k=0




Transformada Z

Anadlisis de convergencia

La transformada Z de una secuencia {x,} finita: ¢(la suma) es finita o infinita?, éconverge?

* Para una serie potencias de variable compleja S(z) = X.,_o ay - z® se demuestra que
3 Q € R; S(z) converge absolutamente & |z| < Q y diverge para |z| > Q
» (Q = radio de convergencia

Si {x, } es finita, entonces: X(z) = Z[xy] = Ynro Xy - 2 % = =0 4 T4 22 4 ... converge

: 1
absolutamente & < Q y diverge para . > ()

1
Z




Transformada Z

Transformada Z de secuencias elementales ()

* Impulso: §(t) =1
. {§(kT)} =1{..0,1,,0,0,0,0,0, ...}
c X(2)=Z[6()] = X5obkT) - z7*=(1-2°+0-271+0-272+-) =1

* Escalon unitario: u(t) =1, vt =0
e {u(kT)}=1{...,0,1,,1,1,1,1,1, ... }
c X)) =Z[lu@®)] =XroukT) - z7*=0Q-2+1-z7 +1-272+-) = = —
 Converge e |z| < 1

 Rampa unitaria: x(t) =t, Vvt =0
e {x(kT)} ={...0,0,4,1,2,3,4,5, ...}

z~1 Z

a0z~ L o2

c X(2) =Z[x(O)] =X oxkT) - z7¥=(0-22+1T - 271+ 2T -z 24+ --.) =T

* Converge s |z| < 1




Transformada Z

Transformada Z de secuencias elementales (ll)

* Funcidén polinémica: x(t) = at, Vt > 0
» {x(kT)} ={af,a”,a?",a%T,a*T, ..}
1 z

c X(2) =Z[x(O)] =Xga*T - z7F = (a°2° +aTz"  +a?Tz72 +..) = =

1—alz-1 z—aTl

« Converge & |aTz 1 <1

* Funcién exponencial inversa: x(t) = e %!, VvVt >0
o {x(kT)} — {88, e—aT’ e—ZaT, e—3aT’ e—4aT’ }
c X(2) =Z[x(®)] =X oe ¢FT .27k = (920 + e 4Tz L  e720Tz72 4 ...) = =

e Converge & ez 1 <1




La transformada Z

Tablas de transformadas: dominios del tiempo, Laplace y z
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Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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x(t) = 0, parar<0.
x(kT) = x(k) = 0, for k < 0.
A menos que se indique otracosa, k=0,1,2,3,.. ..




Transformada Z

* Las propiedades de la transformada z facilitan mucho la realizacion de
transformadas mas complejas

» Estrategias similares al calculo de transformadas de Laplace: manipulaciones
algebraicas + uso de propiedades + uso de tablas de transformacion entre dominios.

* Principales propiedades:
» Multiplicacidon por una constante
» Linealidad
» Multiplicacion por a
» Traslacion real
» Traslacion compleja
» Teorema del valor inicial
» Teorema del valor final

k




La transformada Z

Multiplicacion por una constante

Sea X(z) la transformada Z de x(t). Entonces, se verifica que:

Zlax(t)] = aZ[x(t)] = aX(2)

> Demostracion:

X(2) = Z[x(D)] = z a-x(kT) -z
=(a-x(0)-z2°+a-x(T) - Zk_=10+ a - x(ZT))O- z7%2 4 .)

—a (0 2+ x(T) -z +x(2T) - 224+ )=q- z x(kT) - z7% = aZ[x(0)]
k=0




La transformada Z

Linealidad

Sean X(z) la transformada Z de x(t) e Y(z) la transformada Z de y(t). Entonces, para
cualesquiera dos escalares «a, € R se verifica que:

ax(t) + By(t) = aX(z) + BY(2)

> Demostracion:

0.0)

Zlax(0)] + ZIBy(O] = ) a-x(KT) -z "+Zﬁ y(kT) - 27% =

Zx(kT) k4B Zy(kT) 7k =

k=0

aZ|x(t)] + B Z [y(t)]




La transformada Z

Multiplicacién por a*

Sea X(z) la transformada Z de x(k). Entonces, se verifica que:

Z|a*x(k)| = X (E)

a

> Demostracion:

(0.0) 0.0) co

Z[a*x (k)] = Z ak - x(k) -z = Z x(k) - 27K gk = z x(k) - (@=L 2)~% = X(a~12)

k=0 k=0 k=0




La transformada Z

Traslacion real

Sea X(z) la transformada Z de x(t). Entonces, se verifica que
* Retardo n muestras: Z|x(t — nT)]| = z7"X(2)
« Adelanto n muestras: Z|x(t + nT)] = z"(X(z) — Y3 x(kT) - z‘k)

» Demo retardo:

Zlx(t —nT)] = Xieox(kT —nT) -z 8 =z Y% x(kT —nT) -z k¥ =z"y®__ x(mT) -z™™,
conm = k — n. Dado que X(z) es por definicién definida semipositiva (x(mT) = 0, ¥V m < 0), por
tanto, se puede acotar desde m=0:

Zlx(t—nT)] =z 2 x(mT) -z7M=2z"" z x(kT) - z 7k
m=0 m=0

> Demo adelanto:

(&Y n—1 n-—1 0 n-—1
Z[x(t + nT)] = z™ x(kT +nT) - z=®+) & N x(kT)-z7% | = ) x(kT) -z7%| =2z" x(KT) -z7% = Y x(kT)-z7%
(e Som ) o o] -5

k=0 k=0 k=0 =0 k=0




La transformada Z

Traslacion compleja

Sea X(z) la transformada Z de x(t). Entonces, se verifica que:

Zle %x(t)] = X(e*z)

> Demostracion:

(0 0) (0 0)

Z[e=% - x(t)] = z x(kT) - e=9kT . 7=k = z x(kT)(z - e9T) K = X(z - €9

k=0 k=0




La transformada Z

Teorema del valor inicial

Si x(t) tiene transformada Z de valor X(z), y el lim X(z) existe, entonces el valor inicial
Z—C0
x(0) de x(t) o x(k) viene dado por:

x(0)=limX(z) o 0
Z—C0
> Demostracion: / /

X(2) = 2 x(kT) - z7% = {x(0)z° + x(YZ")_;iO1 + x(ZZT_))ZOO_2 + -} =x(0)

n=0

0.0)




La transformada Z

Teorema del valor final

Sea x(t) cuya transformada Z existe y tiene valor X(z). Ademas, todos los polos de X(z)
estan dentro del circulo unitario (|z| < 1). Entonces, se cumple que:

im x(0 = fim 0 = im[(1 - )32

» Demostracion:
lim|Z[x(k)] — Z[x(k — D]| = lim[X(2) — z7'X(2)]

(0.0]

Ll—{ri [z x(kT)z7F — Z x((k—1)T)z*
k=0

k=0

= > () —xt ~ D)z =
k=0

= [x(0) = x(=D] + [x(1) = x(0)] + [x(2) = x(D)] + -+ + [x(00) — x(00 = 1)] = x(00) = lim x(k)
= lim x(t)

t—o oo




La transformada Z inversa (Z1)

Definicion

Dada X(z) la transformada Z de x(t). La transformada inversa de X(z) se obtiene mediante la siguiente
expresion:

— . 1 — —
Z71X(2)] = T X(2)z*1dz = x{kT}

Siendo C una curva que rodea el origen del plano Z y esta contenida en la regién de convergencia de X(z)

Muestrec a 0.4Hz

JACANS IR TAT TN

« La Z~! da como resultado la correspondiente secuencia temporal x(kT) Bl \ A / IR
* No se obtiene x(t), si no la secuencia temporal. {{ ]‘ | \\ L ‘\ I[ \ " \
« Z~1dauna unica x(kT), pero no una Unica x(t) g 7 \
* En otras palabras, Z~! proporciona los valores de x(t) en los intervalos "
discretos de tiempo kT, pero no puede reconstruirse los valores entre || Ll ., Il ) |
intervalos. Por tanto pueden existir muchas x(t) que coincidan con la secuencia _, VO f | Jl }
temporal (teorema del muestreo). ] |/ ||




La transformada Z inversa (Z1)

Métodos de calculo

1. Método de la integral de inversion
« Aconsejable cuando X(z)z*~1 no tiene polos en el origen (z = 0)
* Expresar X(z) en potencias positivas de z

2. Descomposicion en fracciones parciales
e Cuando son muy complejos/laboriosos, probar con el método de la integral de inversion
* Expresar X(z) en potencias positivas de z

3. Divisién directa
* Sélo proporciona los valores de la secuencia, no la forma de la funcion x(kT)

* Sélo cuando no es posible encontrar una formulacidn cerrada de x(kT) y/o cuando sélo se desea
obtener los primeros términos.

4. Métodos computacionales (Matlab y Simulink)




La transformada Z inversa (Z1)

Método de la integral de inversion

Aplicando el teorema de los residuos a la derlr‘linicién de la integral inversa, se obtiene el siguiente resultado:

x(kT) =K, +K, + -+ K, = z[residuos de X(z)z* ! en el polo z = z, de X(z)z*™]
p=1

* Residuo para un polo sencillo (g = 1):
K, = lim|(z—z,) - X(2)z*1]

Z—>Zp

* Residuo para un polo de multiplicidad g:
1 [aq—l

== DI,

p

929-1 ((Z ~z)" 'X(Z)Zk_l)]




La transformada Z inversa (Z1)

Descomposicion en fracciones parciales (1)

* La metodologia es igual que en el caso de la transformada de Laplace: Se trata de descomponer un cociente
de polinomios en z en una suma de fracciones simples que sean facilmente identificables en la tabla de

transformadas Z:

, con p,, el n-ésimo polo de X(z)

X(Z) —Zn 1,

Tl

X (z)

* Si X(z) tiene uno o mas ceros en el origen, se calcula la descomposicién en fracciones de y se deshace

el cambio antes de identificar términos en las tablas.

T =y, -
n=

, con p,, el n-ésimo polo de X(z)

n

Universidad
Rey Juan Carlos



La transformada Z inversa (Z1)

Descomposicion en fracciones parciales (Il)

* Para el calculo de los coeficientes A,, se puede obtener mediante el residuo:

= [(z - pn)X(Z)]z:pn

s B By_q
* En el caso de polos multiples: L+ r
P P (z-p)"  (z-p)"t Z—p1

Br — [(Z _ pl)rX(Z)]z:pl

1 9/
By_; = Fa_ [(z —p1)"X(2)],= =pq
1 o1
Bl = (T' . 1)' aZT_l [(Z _ pl)TX(Z)]Z=p1

= [(Z —p)"

B,_j =

B, =

[(Z — Dn)

1 9/
lazf

1

X (Z)]
z=p

[(Z —p)"

(r — 1)' 0zr-1

—Fn

X(2)

[(Z —p)"

X (Z)]
z=p

—F1

X(z)




La transformada Z inversa (Z1)

Método de la division directa

Sélo proporciona la serie de valores {x; } = {xyr}
» Serie finita o infinita => Divisidon sin/con resto.

k

Si X(z) esta expresada (expandida) en una serie de potencias z™", entonces:

X(2) = Z x(kT)z™% = x(0) + x(Dz"  + x(2)z72 + -+ + x(kT)z™*T
k=0
Recordando el teorema del desplazamiento, z~* significa un retardo de k-muestras del factor al que
multiplica: los coeficientes de z~* son los valores de la serie {x; } = {x}r}.

Dado que se buscan los coeficientes de los factores z 7%, la expresién X (z) debe estar en forma de
potencias negativas de z.




La transformada Z inversa (Z1)

Division directa

* Ejemplo:
X(z) = iR.D.C.: 1z| > a
* Reordenando:

X(z) = —=ROC:|z| > a
* Division:
1 |1 —az™1
—1+4+az™?! 14+az '+ a?z72 + -
0 az?!
—az 1+ a?z7?
0 a’z 2
—a%z % + a3z73
0 a’z ™3

» 1+az t4+a?z72+ =32 a%z7% = z{a*}




Convolucion de secuencias discretas

Definicion

e La convolucion combina dos sefiales para producir una tercera sefial.
En el campo de las sefales digitales es muy importante, ya que 0.0
permite obtener la senal de salida de un sistema a partir de la senal de
entrada y la respuesta al impulso.

* Con las secuencias discretas se cumple que la transformada del
producto de la convolucion de dos secuencias es el producto de sus
transformadas:
ZIw(kT)] = Z[x(kT) * y(kT)] = Z(x) - Z(y) T
w(k) = z x(n) - y(k — 1) = Z y(m) - x(k —n) .
n=—oo Nn=—oo —ous |

Fuente: wikipedia)




Convolucion de secuencias discretas

Propiedades

Elemento neutro: x(kT) * 6 (kT) = x(kT)

Propiedad conmutativa: x(kT) * y(kT) = y(kT) = x(kT)

Propiedad asociativa: x(kT) = |y(kT) * z(kT)] = x(kT)* y(kT) * z(kT)

Propiedad distributiva: x(kT) = [y(kT) + z(kT)] = x(kT)* y(kT) + x(kT)*z(kT)




Polos y ceros en el plano Z

Normalmente las funciones de transferencia se expresan mediante potencias de z con exponente negativo.
Para el cdlculo de polos y ceros de la FDT es conveniente expresarla en potencias con exponente positivo:

z(z+0,5)

i D12) " Claramente se observa que tiene dos ceros z=0y z=-0,5 y dos polos: z=-1y z=-2.

SeaX(z) =

Si se expresa mediante potencias negativas:
2
z(z+0,5) z7?2 B 72+ 0,5z z72 3 z /Zz + O'SZ/ZZ 1+ 0,5z 1 B 1+4+0,5z71
(z+1D(z+2)z72 2243242272 ZZ/ n 32/ + 2/ T 143z7142z72 (1+zH(1+2z7Y)
z2 z2 z2

X(z) =

140,521
(1+z~H)(1+2z71)

En este caso, X(z) = tiene un cero en z=-0,5 y dos polos: z=-1y z=-2

El motivo es la indeterminacion que causa la evaluacion de z=0 en el célculo de los ceros/polos en el origen, al utilizar
potencias negativas de z:

(z+a)(z+Db) _a-b
Z+)z+d)|,_, c-d
1+azH(@A+bz™1) 00 - 0o
A+czH)(1+dz71) L, *®

Universidad
Rey Juan Carlos



Funcion de transferencia Z

Secuencia de ponderacién {u,}
k

)
N %% N =

* La secuencia de ponderacion de un sistema es la secuencia de salida del sistema cuando
la secuencia de entrada es una secuencia impulso.

e La secuencia de ponderacion contiene la informacion de la dinamica del sistema.

» Permite calcular la respuesta del sistema ante cualquier secuencia de entrada a partir de la secuencia
de ponderacion mediante convolucion discreta.

Z|ly(kD)] = Z[u(kT) * g(kT)] = Z[u(kT)] - Z[g(kT)]

(0.0]

y) = > um-glk-m = ) g0 -ulk—n)

n=—~oo n=—oo




Funcion de transferencia Z

Definicion y principales propiedades

U(2) U(z)
— G(2) =Z[{gx}] —
* G(2) eslatransformada Z de la secuencia de ponderacion del sistema. Z[{uy}] Z[{uy}]
* (G(z) es larelacion entre la transformada de la salida del sistema y la )
transformada de la entrada del sistema con condiciones iniciales nulas. 73 (9.} Yk
* Se calcula a partir de la ecuacién en diferencias que define el sistema.

Sea una ecuacion en diferencias de un sistema lineal con variable dependiente u e independiente y:
Vi t G Yi—1+ @Yk + -+ anYi_n = bouy + biug_q + -+ + b,

Esta ecuacion es valida V k , por tanto al ser lineal y con coeficientes constantes, se puede verificar también
para sus respectivas secuencias {y } y {uy} :

{YR} + al{yk—l} + az{Yk—z} + et anb’k—n} = bO{uk} + bl{uk—l} + et bm{uk—m}

Tomando la transformada Z de ambos términos de la ecuacion, y aplicando el teorema del corrimiento:
Y(2)+a,z7Y(2) + -+ a,z Y (2) = b,U(2) + bz tU(2) + - + b,z ™U(2)

Reordenando:
by +biz7t 4+ -+ bpz™ b,+ bz 1+ -+ bz ™

Y = U =G =
@) 1+az7 4+ 4+a,z7™ 2 (2)

1+az71+--+a,z"




Resolucion de ecuaciones en diferencias mediante la transformada Z

* Las ecuaciones en diferencias pueden ser resueltas facilmente mediante ordenador si se dispone de
los valores de todos los coeficientes. Pero no se obtiene un valor cerrado para {x;}. Si se puede
mediante el uso de la transformada Z.

* Para aplicar el método, se debe pasar de la ecuacidn en diferencias a la funcion de transferencia que la
define, y aplicar los métodos de calculo de la transformada Z inversa.

Funcién discreta Transformada z
z(k + 3) 2° X (z) — 2°2(0) — 2°2(1) — 22(2)
z(k + 2) 2° X (2) — 2°z(0) — zz(1)
xz(k+ 1) 2X(2) — zx(0)
z(k) X(2)
z(k — 1) 2 1 X(2)
z(k — 2) 22X (2)
r(k — 3) 272X (2)
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Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia
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Muestreo y retencion de datos




* Introduccion

 Muestreo mediante impulsos

Retencidon de datos

Calculo de transformadas Z que involucran al retenedor

La funcion de transferencia pulso
 FDTP de sistemas en cascada y realimentados

e Métodos de discretizacion




Introduccion

. . Sist digital Sistema fisico
Los sistemas discretos suelen tener istema digital  FEEFEREE
sefnales en tiempo discreto y continuo: Microprocesador N
. JORT ;. x(kT) e(kT) u(kT) Retencion U(s) Y(s)
 Secuencia de valores o codigo numérico —’Q—' R(2) g YA | G(s) [
* Funciones temporales |
* Los reguladores son discretos: R(z) AkT) ~ ) |«
Muestreo
* Los actuadores, plantas y/o sensores y A/D

son continuos: G(s), H(s)

Es necesario homogeneizar el sistema para poder disenar un regulador:
 Disefiar en tiempo continuo y discretizar el regulador: R(s) = R(z)

* Discretizar sefiales y sistemas en tiempo continuo y disefiar el regulador: G(s),H(s) —
G(2), H(z)




Introduccion

Sistema digital % Sistema fisico
* Los sistemas discretos tienen dos icroprocesacor | |
x(kT) e(kT) u(kT) e U(s)‘ Y(s)
procesos fundamentales: —()— r@ | o/ " Gl M
. . 1
* Discretizacion (muestreo y A/D)
e Retencién de datos (D/A) y(kT) - i
Muestreo
yA;D

e ¢Cuales son sus representaciones matematicas?
* Estudiar el efecto de tomar la transformada de Laplace a los procesos de muestreo y
retencidn: Relacidn transformada de Laplace (dominio s) <~ Transformada Z.

e iComo se aplican a los sistemas de control discretos?




Muestreo mediante impulsos

x(0)

Muestreo: tren de impulsos que comienzaent =0y x(0)
presentan en magnitud el valor muestreado (aplicacion lineal
de la funcion 6 (t) con la funcidon x(t)): ‘ [ I I ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

* Tren de impulsos: 5t(t) = Xp-o 0(t — kT) : :
* Lafuncién 6(t) (no unitaria) se define como: 6(t) = {Oooéltt=¢00 ;((3 /5r' ;g
. Magnitud: x(kT) X () = z x(kT) - 5(t — kT)
k=0

x*(t) =x(0T) - 6(t —0T) +x(T) - 6(t—T) + x(2T) - 6(t — 2T) + -+ + x(kT) - 6(t — kT)
X*(s) =L[x*(t)] = L[x(0T) - 6t —0T) + x(T) - 6(t = T) + x(2T) - 6(t — 2T) + --- + x(kT) - 6(t — kT) ]

X*(s) =x(O) L[S +x(ML[6(t —T)] +xQT)LIS(t — 2T)] + -+ + x(kKT)L[S6(t — KT)]

L[6()] =1 } | > X*(s) = 2 x(kT) - e~ KTs

LIft-D]=e""

k=0




Muestreo mediante impulsos

K0 £()

Muestreooomediante impulsos:
X*(s) = z x(kT) @
o ] Lt
Definicion de transfgrmada Z: et =z s = Tlnz t - n
X8 X (0
X(Z) = Z .X'(kT) X(s) % X'(s)
k=0 )
(0.0]
)| , =X = z x(KT) - z7KT
S=T Inz =0

La transformada de Laplace de la sefial muestreada mediante impulsos x™(?)
es la misma que la transformada Z de la sefal x( £) si se realiza el cambio de

variable: z = e’
1

——lnz)

Debe tenerse en cuenta que X(z) # X(s = z),sinoque X(z) = X* (s =




Retencion de datos

x(0

* Laretencion de datos genera una sefial en tiempo continuo h(t) a partir
de una secuencia en tiempo discreto x(kT) mediante la interpolacion , L ',
entre muestras

* Lasefial h(t) entre intervalos de muestreo (kT <t < (k + 1)T) se aproxima mediante un polinomio de
grado n:
h(kT + 1) = (ag = x(kT)) + ayT + -+ + a, "
cont € (0,T)yk={01,2,..}

* Debido a que el polinomio de orden n utiliza las n — 1 muestras anteriores para calcular el valor en n,

aumentar el grado del polinomio implica mayor precisidon en la retencidn, pero un retraso mayor.
* Habitualmente los circuitos electronicos para la retencion de datos implementan retenedores de orden 0o 1,
por tanto:

ZOH (m=0): h(KT + 1) = x(kT)
FOH (m=1): h(KT + t) = a4t + x(kT)




Retencion de datos

b0 X0
' ZOH (n=0): h(KT + t) = x(kT)

X' ()=x(kT) | Retenedor h(t) .
X | zOoH X(s) ]

X9 x(9
'oo.'.'O'. \J\/

FOH (n=1): h(KT + t) = a;7 + x(kT)
X'(0=x(kT) | Retenedor h(2)

A 4

X(s) - FOH X(s)




Retencion de datos

Funcion de transferencia del retenedor

S

x(kT) Ao
0 0
h(t) = x(0)(1 — 1(t — T)) + )
x(T)(1(t —T) — 1(t — 2T)) + - ;
x(2T)(1(t — 2T) — 1(t = 3T)) + - \ | Retenedor " :
X'(s) ZOH H(s)
_ - - h(kT + 1) = x(kT)
LIf(t—1)] =F(s)e™ y kT <7< (k+1)T
(0 ¢] /OO
e—kTs _ e—(k+1)Ts 1 — e—Ts
LIR(D)] = H(s) = Z [x(kT) - - ] - TZ x(kT) - e7KTS|= ZOH(s) - X*(s)
k=0 k=0
1_e—kTs @
Funcidn de transferencia del ZOH: Gy (s) = .
s x| Sefal muestreada a la
_e-Ts\2 — entrada del retenedor
De manera similar, para el FOH: G,(s) = (1 c ) Lol ssrinz

T




Calculo de transformadas que involucran al retenedor

Estructura general de un sistema discreto de control

Sistema digital E*— == Sistema fisico

Microprocesador l/—\
X(kT) e(kT) u(kT) v U(s) Y(s)
A’Q_' R(Z) X Ret;r;:on _ G (S)

- A

=

A

y(kT)

Muestreo
yA/D

Nos va a permitir discretizar funciones de transferencia y senales en tiempo continuo

Pasar del dominio de Laplace al dominio Z

Control Discreto Master en Ingenieria Industrial



Calculo de transformadas que involucran al retenedor

1 — e kTs x(kT) e(kT) u(kT H(s) Y(s)
F(s) = - G(s) #?— R(2) » ZOH " G(s)
1-— ykT) -

—kTs
F(z) = Z[F(s)] = z[ - G(s)] [(1 e~kTs) GS)] - P
=Z[(G'(s) — G'(s)e~¥T5)], con G'(s) _@ {GAN Gt ey KGN \G(/Z) y(kT).
Dadoque L[f(t —1)] = e ™ = L7G'(s)e ¥ = g'(t = T) iy(kT) T~
Tomando el teorema de desplazamiento: Z[g'(t — T)] = z71Z[G'(s)]
Volviendo a la expresion anterior inicial:
G F(z) = Z[F(s)] = Z|ZOH - G(s)]
ZI(G'(s) —z ' Z[G'()D] = 1 — z7)Z[G' ()] = (1 — ‘I)Z[ (5) (-2 [G(s)
I Zon I 6 R I S F = 2FG)] Discretizacion mediante FOH:
F(s) G(z) =(1-2z"12z [TS 1 G(s)]




La funcion de transferencia pulso

Definicion

* La funcion de transferencia (en el dominio de Laplace) relaciona las transformadas de
Laplace de las sefiales de entrada y salida de un sistema: G(s) = %

e La funcidn de transferencia (en el dominio Z) relaciona las transformadas Z de las sefiales

de entrada y salida de un sistema: G(2) = ;Z;

¢ Qué hacemos con una funcién de transferencia continua (Laplace) cuya senal de entrada
es una sefal discreta?

x(t) x(E) y(®)

G(s) ¢ G(s) = $) 5

v

X@s) 7 x(s) Y(s) X*(s) *




La funcion de transferencia pulso

Analisis x(t) (1) y(t)
S X* : G(S) :—>
* Para analizar el sistema, suponemos un muestreador ficticio a la salida del sistema X(s) () :Y(S) ‘0
* No hay ningun muestreador fisico. S6lo tomamos en consideracion el valor de y(t) en los instantes de muestreo. s Ea
Y*(s)

 Tomamos la transformada Z de las ecuaciones resultantes del sistema (Y(s) = G(s)X*(s)):
Z[Y(s)] = Z[G(s)X"(s)] » Y™ (s) =Y (2) = Z[G(s)X"(s)]
* Latransformada Z (ninguna transformada) tiene la propiedad distributiva: A priori no se puede desacoplar G(s)X*(s)

* Sin embargo, G(s)X*(s) representa la convolucién de dos sefiales: la respuesta al impulso con una sefial muestreada. Si se
aplica la integral de convolucidén, y dado que se ha introducido el muestreador ficticio a la salida, se puede demostrar que:

Y(z) = ZIG(s)X" ()] = Z[G()]Z|X" ()] = G"(s)X(2) = G(2)X(2)

Al calcular la transformada L*

de un producto de
A G*(s) se le denomina funcién de transferencia pulso transformadas, donde unas

son Lyotras L* las

e » » » transformadas que ya son *
(muestreadas o discretas) se
pueden factorizar de la
operacion L*

6 T 2T 3T 1t 2r3r4r5?‘;:

o 3r AT 5T :
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La funcion de transferencia pulso

Sistemas en cascada

' "
. > (s) > G2(s)
Calcular la FDTP: > X® & 1o s 0 U

U(s) =G1(s)X*(s) > Z - Z[U(s)] = Z[G1(s)X*(s)]

Factoriza X*(s): Z|U(s)] = Z|G1(s)]Z[X*(s)] « U*(s) = Z|G1(
U(z) = Z[G1(s)]X(2)

Y(s) = G2(s)U*(s) » Z - Z[Y(s)] /= Z[G2(s)U*(s)]

Factoriza U*(s):
Z|Y(s)] = Z[G2(s)]Z[U*(s)] © Y*(s) = Z[G1(s)]U"(s)
Y(z) =Z[G2(s)]U(2)

Por tanto:
Y(z)  Z[G2(s)]U(2)

Z[6G1(s)]Z[G2(s)]

X(z) U N
@ U 61




La funcion de transferencia pulso

Sistemas en cascada

x(t) x*(t) u(t)
() { s G1(s)
X(2) X(s) X*(s) U(s)

Calcular la FDTP:

U(s) = G1(s)X*(s) = Z » Z[U(s)] = Z[G1(s)X*(s)]

No existe U*(s). Sélo puedo calcular considerando G1(s)y G2(s) en serie (Y (s)/X*(s)):
Y(s) = G1(s)G2(s)X*(s) > Z FXZ[Y(s)] = Z|G1(s)G2(s)X*(s)]

Factorizo X*(s):
ZIY(s)] = Z[G1(s)G2(s)]X*(s) & V" (s) = Z[G1(5)G2(s)]X*(s) & Y(2) = Z|G1(s)G2(s)]X(2)

Por tanto,

) = 7Z|G1(s)G2(s)]

X(2)




La funcion de transferencia pulso

Sistemas realimentados

x(t) e(t) /' e*(t) y(®)
Y(Z) 5, - ¥ G1(s) G2(s) | >
Calcular la FDTP: Xs) FEG 7 B SN

A
\ 4

______

R(2)
Y(s) = G1(s)G2(s)E*(s)

H(s)

A
~
*
~
9]
—/

E(s) =R(s) —H(s)G1(s)G2(s)E*(s)
E(s) = R(s) —H(s)Y(s) l o

E*(s) = Z[R(s)] — Z[H(s)G1(s)G2(s)]E"(s)
Puedo considerar que existe una correspondiente R*(s) = R(z) dado que hay un muestreador tras el punto de suma al cual

se alimenta R(s).

El muestreador muestrea tanto R(s) como Y (s)H(s), por lo que, de manera similar al muestreador ficticio de la salida, se
puede considerar que existe R*(s) = R(2)

R(z) N\

E*(s) =17 Z[H(s)G1(s)G2(s)]

Y(z) Z[G1(s)G2(s)]

. R(z) 1+ Z[H(s)G1(s)G2(s)]

Y(z) = Z[G1(s)G2(s)]E*(s) J

Sélo se considera la salida del sistema




La funcion de transferencia pulso

Sistemas realimentados () O e y(®)

5 M G1(s) » G2(s) , >
Y(z X E) % B Y,
Calcular la FDTP; 22 © i o IR AL
R(2) be(s ye |y 5
By He [ Y*(s)

Y(s) = G1(s)G2(s)E*(s) Y&/
E(s) = R(s) — H(s)G1(s)G2(s)E*(s)

E(s) = R(s) — H(s)Y*(s)
Y*(s) = G1(s)G2(s)E*(s) l o

E*(s) = Z[R(s)] = Z[H(s)G1(s)G2(s)]E"(s)

Al existir un muestreador entre G2(s) y H(s) hay que analizar el sistema equivalente en serie:

e(t) e*(t) Y(ty'y (t) ) b(t) B(z) Z[H(s)]Y (2)
—/E(s) d —>E*(S)Gl(s)62(s) o T H(s) _'_>§B(s’)‘ () 5G) - TG / - Z[G1(s)G2(s)]Z[H(s)]
S S Z[G1(s)G2(s)]
. R(2) < B*(s)
T 1 Z[AGOIZIHO] | v(z) Z[G1(5)G2(5)]

X(2) 1+ Z[H()]Z[G1(s)G2(s)]

Y(z) = Z[G1(s)G2(S)]E*(s)




La funcion de transferencia pulso

Sistemas realimentados

e(t) u(t) u*(t)
rad

®
. G1(s) — G2(s) .
Y R(s) E(s) U(s) O U*(s L Y(s) '
Calcular Ia —= 7 e
H(s) < ~ Y*(s)

Y*(s) ¢,

Y(s) = G2(s)U*(s)
E(s) = R(s) — H(s)Y*(s) E(s) =R(s) —H(s)G2(s)U*(s)
U(s) = G1(s)E(s) lz:*

No existe Z[E*(s)], por lo tanto tampoco Z[R*(s)]. Opero para eliminar U*(s):

U(s) = G1(s)R(s) — G1(s)H(s)Y*(s) = L* - U*(s) = Z[G1(s)R(s)] — Z[G1(s)H(s)]Y*(s)
Y*(s)
Z[G2(s)]

Y*(s)
B Z|G1(s)R(s)]Z[G2(s)]
1+ Z[G1(s)H(5)]Z[G2(s)]

Y(s) = G2(s)U*(s) » L* - Y*(s) = Z[G2(s)|U"(s) —» U*(s) =

Cuando no hay muestreo tras el punto suma (la entrada al requlador),
no existe funcion de transferencia pulso: La entrada R(s) queda

“acoplada” (no puede factorizarse) a los elementos del interior del lazo




La funcidn de transferencia pulso de un sistema de control digital

\ 4

r(t) e(t) [ Muestreador | €(kT) [ cControlador | M(KT) [ Retenedor u(t) Planta c(t)
A/D g digital g D/A g

r(t) e(t) e*(t) m’(t) u(t) c(®)

— R*(s) = R(2) —> 1-e™ G(s) : >
R(s) E(s) & E*(s) M7 (s) s U(s) ) ()
""" 5

1—e"Ts
S

y

\ 4

\ 4

Definiendo G'(z) comola Z [ G(s)] (discretizacion de la planta mediante ZOH), se tiene la siguiente

FDTP:
C(z) R(2)G'(2)

R(z) 1+ R(2)G'(2)




Métodos de discretizacion: Introduccion

* La operacion de discretizacion se puede
realizar:

* Sobre el regulador continuo para pasar a
regulador discreto

e Sobre la planta continua para pasar a sistema
totalmente discreto

r(t) y(t)
R(s) G(s) >
R(s) Y(s)

\ 4

-

H(s)

y(®)

r(t) e(t) e’ (t)
{ > R(2)
R(s) E(s) E*(s)

ZOH

G(s)

\ 4
A 4

H(s)

Y(s)

e Métodos de discretizacion:

Discretizacion mediante retenedor (diap. 11)
Método de la integral de inversion

Meétodo de la aproximacion de la derivada
(método de Euler)

Método de la integracion trapezoidal (método
de Tustin)

Equivalencia polo-cero




Método de la Integral de Convolucion O EOF ] YO
51‘ > EEEEE—
X(s) X*(s)

Y(s)

(@) ) y(@) |

Aplicando la integral de convolucion a un sistema formado por un muestreador en serie con una
funcion de transferencia continua G(s), se tiene que:

ZIG(s)]=G(z) =K+ K, + -+ K, Z [re51duos de (G(s) p— TS) en los polos de G(s)

=5

* Residuo para polos sencillos (g = 1): K, = lim [(s — Sp) G(S)

S—>Sp

1 04-1

* Residuo para polos de multiplicidad q: K, = Y lim Py ((s — sp)q - G(S) —
S—>S -

)

El calculo de la integral de convolucion implica el calculo de residuos, por tanto el grado del
denominador debe ser superior al del numerador (en reguladores tlpo PID no se cumple)




Discretizacion numeérica

Se aplican directamente sobre |la G(s), sin considerar la topologia especifica del sistema.

 Discretizacion mediante la aproximacién de la derivada (método de Euler):

1—-z"1

e Cambio de variable: s =

 Discretizacion mediante integracion trapezoidal (método de Tustin):
2(1-z71)
T (1+z71)
 Discretizacion mediante equivalencia polo-cero:
« Sustitucion de polos/ceros: sustituir (s + a) por (z — e~ T9)
* La ganancia estatica debe ser tal que cumpla con el valor final: K = £1_r)rés ‘R(s) = li_r)r%(l — z"HR(2)

e Cambio de variable: s =
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Correspondencia Plano S < Plano Z




* Introduccion
e Ecuacion de transformacion

* Transformaciones:
* Eje Imaginario
Eje Real
Region de estabilidad
Lugares de atenuacion constante
Lugares de frecuencia amortiguada constante
Lugares de amortiguamiento constantes
Abaco




Introduccion

* Los polos y ceros en lazo abierto en el plano S: Conocimiento del
comportamiento dinamico del sistema
» Estabilidad (absoluta, relativa)
* Diseno de controladores

e Usar la misma estrategia en el plano Z




Ecuaciones de transformacion

fu 4
~Bw
m i - 2
Ts 7
z — 6 CCITID};L:!::-!?HE'I& g Dl'dr'lﬁ.‘;
. . ) 4 3o,
s— o —|—j’w - y — 6T(0—|—jw) _ eTO' . 6J(T'w—|—2k7r) \\W« Qf =
Franja %
somplemeantana s
; N
. . :%‘:x»\;,»w/ > 7 / ‘5‘
* Polos/ceros en el dominio de s, donde las LY Frania 7
frecuencias difieran en multiplos enteros de la renez primaria ’E o
frecuencia de muestreo (2m/T) se corresponden con g +
mismas posiciones del plano Z. f\ Frana “g
d I / | | f - ’ _:_ complemenlaria :\S
* Por cada polo/cero en el plano Z se tienen infinitos ; 3w
P 1E1P \J %»W =
polo/ceros en el dominio de s. rania %’
. complememana
* Los valores periddicos de G(s) se superponen en Z. o B 50
UL °%s
Z

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Transformaciones plano S < Plano Z

Eje Imaginario (s = —0 + jw)

* S =jw, conw = (—, ). Sivaria en el intervalo [_Tn,g]

* Variara sobre una circunferencia de radio unidad con argumento [-T, T].
Como la transformada es periddica, se recorreran sucesivos circulos.

* El eje imaginario jw se transforma en la circunferencia unidad en el

. . . . e 2T
plano z. Al recorrer el eje imaginario se recorre infinitas veces (?)

la circunferencia unidad

I

&
N




Transformaciones plano S < Plano Z

Semiplano negativo (s = -0tjw)
* Dado que 0<0 => |z|=e(°D<1
e To =>1l|z|

* El semiplano izquierdo en s corresponde al interior del
circulo unitario, cuyos limites son:

e 0-0=>|z|=1 e’

) o

* 0> -00=>|z|=0 k)




Transformaciones plano S < Plano Z

Region de estabilidad del plano S

Recorrer el semiplano negativo.

.  s=jo,para-t/T<o<a/T

Transformar en el plano z:

»

[l. s=-c+ja/T, para c<c<0

> . 7 = e(jOJT)

v

l1l. s=-ct+jw, con c=cte, y -ni/T<o<n/T

“ 7 = e(G +jTE/T)T — eGT_ejTE o _eGT |_7-[
[1l. z=elHo)T = gcT-go

V. s=o-jo, para c<c<0

v

V. z= e((s /T = eGT_ejn — _eGT L T

v

jw A
Plano s
. ("'JS'
——= —__.__é-)- UL s —_®_4 / "2—
Y
Franja /i\ .
—co primaria N~ 0 g
A
[@L,, ------ Mt
———————————————————— =/ —2*

Im
A Plano 2z

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)



Transformaciones plano S < Plano Z

Lugar gseomeétrico de atenuacion constante

 Lugares en s con parte real constante => Circulos con radio constante en z

S =-Ctjw >z = e(ctjoD = gTetjoT = ¢ .etjoT

Plano s Planc z
jw J; m A

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Transformaciones plano S < Plano Z

Lugar geométrico de frecuencia amortiguada constante

* Corresponden a lugares en S con parte imaginaria (jw,) constante => Rectas con angulo
(Re) constante

s =-0tjwy » 7 = e(0HwkT) — @-oT.a4j0T = @-0T_ KT

Jw A

Im A

Plano s Piano z

eT[U+jw2) - 87'{0“*!'&11’

jwr

fw,

—jw,

. w;
- —
I3

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Transformaciones plano S < Plano Z

Lugar geométrico de amortigsguamiento constante

* Corresponden a lugares en S con angulo { = cos(@) constante (rectas que pasan por
el origen) => espirales logaritmicas

s = -otjw,=A-(-1+m:j) >z =e(M) =eM.eMTj=eAT|_AmTj
m constante, 1 € R. Linon ge factor do " Lugar geomiiico
amortiguamiento fwo i de { constante
relativo constante Planc s
I A
SO — jwy
Flana z @ — jw,
o\ 5
1 4
—fw, O o

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Transformaciones plano S < Plano Z

Abaco de disefio:

» Las curvas de ¢ constante y { constante son perpendiculares

--z2°zs geométricos e |

T2 . sonstante
Plano s

N
/

__32res geometricos
ze w, constante




Transformaciones plano S < Plano Z

Ejemplo (1)

Obtener la transformacion en el plano z de la region limitada de la figura:

\\\\\

f *L Flana s Im ) Plano z

ﬂ-:




Transformaciones plano S < Plano Z

Ejemplo (Il)

Obtener la transformacion en el plano z de la region limitada de la figura:

-

7 Flana s
f

] (7
i
|
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Estudio de la estabilidad de sistemas discretos




e Estabilidad de un sistema discreto

* Analisis de estabilidad:
* Raices de |la ecuacion caracteristica en lazo cerrado
* Prueba de Jury
* Prueba de Routh-Hurwitz

* Consideraciones finales




Estabilidad de un sistema discreto

e Definicion: “Un sistema es estable si ante cualquier entrada acotada la salida
es acotada”

* En la practica, un sistema es estable si ante cualquier entrada acotada todas
sus variables son acotadas.
* En un sistema discreto lineal y causal es estable si, y sélo si, su secuencia de
ponderacion es absolutamente sumable: ¥&_,lgk| <

* El calculo de la sumatoria de la secuencia de ponderacion puede resultar
complicado, sobre todo cuando viene dado en forma de G(z)

* El calculo de las raices de P(z) puede ser complicado cuando el orden del
polinomio es alto.

* Es necesario tener métodos mas sencillos para estudiar la estabilidad
absoluta.




Estabilidad de un sistema discreto

Estabilidad absoluta: (sistema LIT discreto) depende de la localizacién de los polos en
LC en el plano Z.

X9 te) E (S)= B,(s) > G(s) :Y(S)= ¥(z) _ |Bp(s)G(s)]* _ ByG{z)
! . Y*(s) X(z) 1+[Byis)c(s)H(s)]* 1+ ByGH(z)
SR ST TR >
Hs) e P(z) =1+ 1+ ByGH(z) = 0
Sistema estable:
>  Raices de P(z) (polos en LC) estan dentro del circulo unitario. Los ceros en LC no afectan a la estabilidad absoluta
. Polo(s) simple, complejos conjugados, multiples... .

Cero(s) simple, complejos conjugados, multiples...

H T 1. .
Sistema criticamente estable™: . Pueden estar dentro, sobre o fuera del circulo

»  Raices de P(z) (polos en LC) estan sobre el circulo unitario.

unitario.
. Polo(s) simple, complejos conjugados.
[}
. También polo(s) multiples sobre el circulo unitario. La FT en LA (By GH(2)) depende del periodo de muestreo:
Sistema Inestable : Las rai L .
i i i . as raices de P(z) cambiarian si cambia T (muestreo-
» Raices de P(z) (polos en LC) estdn fuera del circulo unitario (aunque sea discretizacién) => Si cambia T se debe volver a
solo uno).

estudiar la estabilidad.

1 Recuérdese criticamente estable: oscilaciones mantenidas
no estable, no inestable




Analisis de estabilidad

Meétodos para probar la estabilidad absoluta:

1. Resolver P(z) = 0y comprobar la ubicacion de los polos (en lazo cerrado) sobre el plano Z.

2. Prueba de Jury.

3. Prueba de Routh-Hurwitz (+ transformacion bilineal). Notense mas cantidad de céalculos que el
método de Jury.




Prueba de Jury

— n n-1 n-2
. P(z)=a,z"+a, 2"+ a,2"%+... 0,2+ q,
Coeficientes en la primera fila ordenados “al revés” que en la tabla de Routh

1. Si n>3, construir la tabla de Jury con La segunda fila se invierte respecto de la anterior
los coeficientes a.. Grupos pares de filas

o ———— - — T — — T—— — ———— - —— S — '|I
1 : : | Renglon | L 21 +2 3 o S i1 a |
IIl.  Grupos de 2 filas, la segunda invertida. | ; : : : z : 2 a
p ’ g I. —— :::_4—_ e ——————————— = — T ———— — __ﬁ{
! | ax {In -1 p -2 p -3 dg a9 da
bk:Z” Z”"H‘, k=0,1,2,....,n—1 - - = ——— e
0 k+1 2 |= do a, g2 da dy -2 dp -1 dn
_ bt baak _ _ | - D
Ck_' b() bk+1 ’ k—07172-,-.-,n 2 3 ;1 tlﬂ . bn_—_g Ll:'ﬂ—j bﬂ . ﬂ[ Ib“. |
E 4 |! l.iJn IE’ hﬂ b'] bn X hﬂ 1 l
— Py Pau k=012
2 Po  Pi+ ’ 7 5 I Crp =~ 2 Cn-2a Co -4 Cn -5 Co
. o . . 6 | L i c C: Oy~
IV. Aplicar los criterios de Jury: . ! ' ; i .
[
L. la/ka, | j
2. Pi)..,=0 Criterios 1 a 3 pueden | - l _JI
"> () para n par aplicarsesinlatabla [ [ T -
3. Plz)l.. 4 P P P | 2n—5 P D P Po
< 0 para n impar [_.__,,+_ ——————
4. |b, ;| = b, 2n —4 | Po pi pa Pa
¢yl > leo . .
i -2 ) 2n—3 I 'ES g1 qn
|q;"| - "-fr;i . Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)

u Universidad
Rey Juan Carlos



Prueba de Jury: Ejemplo

Determinar la estabilidad de un sistema cuya ecuacion caracteristica es:

P(z)=2*-1.2z3+0.0722+0.3z-0.08 o] o " - . o] -
\. 1. 008 4{: =hy=—0.994
1. la,/=[-0.08]<a,=1 RS -12 s |
2. P(1)=0.09>0 — T
3. P(-1)=1.89 >0 (n=4 par) i: ! O T E—
4.  Criterios de la tabla (n=4>3): o L L b_i
4. 1 /b3/=0 994>0204=b0 . | 094 0 | =y = 0,946
4.2 /C2/=0' 946>0'315=C0 e —-0j994 —0.0756 —
El sistema es estable L _:;m sl | 7

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)




Prueba de Routh-Hurwitz

Es necesario pasar del plano z a otro plano (w) mediante la transformacion
bilineal: ,_wtl

w—1
Pz)=ayz2" + @z + -4+ a,,z +a,=0
("w + 1\ (w + 1\ w + 1 Simplificar multiplicando ambos
E-.’r.*.”;_;ﬁlj 5 ﬂ.'h — I,J ot s __l Tl 0 miembrospor (W-l)n

Qw) =bgw" + byw" '+ -+ b, yw+b, =0

El resto es igual que el criterio de Routh-Hurwitz aplicado en el dominio de Laplace.




Prueba de Routh-Hurwitz

Construccion de la tabla de Routh-Hurwitz para la aplicacion del criterio:

Qlw) = bgw™ + byw™ 1+ bow™ 2+ .+ b, w4+ b, =0

n . .
wh g b2 by be U cheficientes de Q(w)
w1l |lb] b; b b, ..
by by
_ by, by| bgbs—byby byby—bgb B W1 e A s S B - e
w3 |ld{ d, d, d, .. g, = 1 - 3l _ Yobs . 192 _ 91 2 03 dy - = o
: - -0y 1
' by b
2 1 Ug
w el eZ e3 0 bl} bq_ €1 Cg bll'__.q_ - Cle Cle - bj_fq_
1 f f 0 ‘bl .FJE ‘bl}‘hﬁ_ bj_bq_ bibq_— ‘bl}bﬁ dn = = =
w 1 2 Ca = —b = —b == b - —C —Cy 1
wo [lg 0 1 1 1
o ‘bl} bEﬁ g1 €9
_Iby byl _ boby —bibe  bybe— boby i Bl _efi—fe fe—ef;
3 — _ - = = =
—by ! by o —h —h h

El numero de raices con parte real positiva de la ecuacion Q(w) es igual al numero de cambios
de signo de los coeficientes de la primera columna de la tabla




Prueba de Routh-Hurwitz

Determinar la estabilidad de un sistema cuya ecuacion caracteristica es:
P(z)=z3+1.32°-0.085z+0.24

. . s .ef. '+ 1
Realizamos la transformacion bilineal: z==

w—1

T E T : T . . . . . .
olw) = ("‘" + 1) 413 ("‘" + 1) — 0.085 ("‘" + 1) +o24—p Simplificamos multiplicando ambos miembros por (w-1)3
w—1 w—1 w —

Qw) =(w+1)*+13w+ 13 w—-1) — 0085w+ 1w —-1)2+ 024w —-1)3=0

Qlw) = (w3 +3w2+3w+ 1)+ 13w +w? —w—1)—-0.085(w? —w? —w+ 1)
+024(w3—3wi+3w—-1)=0

Q(w) = 2.455w? + 3.665w? + 2.505w — 0.625 = 0 » |O(w) =w? +1.423w? +1.02w —0.255 =10

Dividiendo por el coeficiente de mayor exponente (2.455)




Prueba de Routh-Hurwitz: Ejemplo

Qlw) =w? +1423w? + 1.02w — 0.255 =0

w3 1 1.02
w? 1.423 -0.255
wl c,=1.204 c,=0
wP d,=-0.255

Construccion de la tabla de Routh-Hurwitz

1 1.020 1423 —0.255
_ 11423 —0.255] _ 1204 0 1__
S o o =1204 dy =R — = 0255
1 0
_l1423 ol _,
—1.423

Existe un cambio de signo (d,). El sistema tiene 1 raiz con parte real positiva
en el plano w: Hay una raiz fuera del circulo unitario del plano z y por tanto,
el sistema es inestable.




Consideraciones finales

* La estabilidad de un sistema no tiene que ver con la precision (capacidad para seguir
una entrada y/o anular el error en estado estacionario).
* La sefal de error en LC puede crecer sin limite, aun cuando el sistema sea estable.

 Siinteresa conocer el comportamiento del sistema (estabilidad) en funcién de la
variacion de algun parametro (K, T, R(z)), se recomienda dibujar y analizar el LDR.

* Si el Unico objetivo es conocer si un sistema es estable o no para unas condiciones
dadas (K, T, R(z)), lo habitual es calcular las raices de P(z) mediante calculo numérico

(MATLAB).
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Analisis de la respuesta transitoria




* Introduccion

* Especificaciones de la respuesta transitoria
* Respuesta frente a secuencia impulso
* Respuesta frente a escalon unitario
» Sistema reducido equivalente

* Respuesta de sistemas de primer orden
e Especificaciones de los sistemas discretos de primer orden

* Respuesta de sistemas de segundo orden
* Especificaciones de los sistemas discretos de segundo orden




Introduccion

La estabilidad absoluta es condicion necesaria pero no suficiente para un

adecuado diseno
 Localizacion de polos fuera de |z|<1
* Pruebas de Jury, Routh-Hurwitz

* Estabilidad relativa: Régimen transitorio
* Polos del sistema en lazo cerrado (P(z))

* Precision: Régimen permanente
* Polos de la funciéon de entrada
* Tipo de sistema

X(s) Y(s)
...... - 6-l—__>
H(z)

\

A 4

A

Senales de prueba:
Pulso, escaldon, rampa,
sinusoidales...




Especificaciones de la respuesta transitoria

* Las condiciones de funcionamiento las podemos imponer en los dominios del
tiempo y/o frecuencia.

» Tiempo: Se suele especificar la respuesta frente a una entrada escaldn unitario

e Facil de generar
» Suficientemente drastica como para excitar las frecuencias del sistema (establecer estabilidad

relativa)
 También da informacion del régimen permanente (establecer errores en régimen permanente)

» Frecuencia: Especificar la respuesta frente a una entrada sinusoidal de

frecuencia incremental
e Establecer la respuesta en frecuencia del sistema (ancho de banda, ganancia, etc.)




Respuesta frente a secuencia impulso

) g Y

G(z)

Secuencia impulso unitario: {x; } = {1,0,0,0,...} = X(z) =1

_ _¢P®
Y(Z)—G(Z)'X(Z)—KQ(Z) 1

N
Yn = Kzar 'pf‘{_l;
r=1

a,:residuo en p, = (z — p,)G(p,)

Aplicando el teorema de los residuos:




Respuesta frente a escaldon unitario
X(z) Y(z)

SN G(Z) >

1 _ z
1—-z"1 z—1

Secuencia escaldn unitario: {x,} = {1,1,1,1, ...} = X(2) =

P(z) z
Y(z)=G(2) - X(2z) =K :
() =6 X(2) =Ko -
ar: residuo en p,
| | P p
Aplicando el teorema de los residuos: | y, + KZ a,-prf - _ (pr)
Q(l) Ar = -1
(or — 1)

Voo = y_)rri(l -z 1) G(2) X(2) = ;i_r)r%(l -z 1)K gﬁg 7 _1Z - = K% = Ganancia Estatica




Sistema reducido equivalente

_ ﬁ G(pr) n
Y KQ(1)+K2(P7~—1)

e Siun polo es comparativamente mas pequeno en modulo, su contribucién a la respuesta total es
despreciable (equivalente a los polos rapidos en el plano S: z = eT$ = e?TetJ@T),

* Si existe un par polo-cero muy cercano, el coeficiente a, correspondiente al polo sera muy pequeiio (P(p,)),
y por tanto su contribucion a la respuesta total es despreciable.

Sistema reducido equivalente: comportamiento transitorio y permanente es similar, con un menor numero
de polos.

1. El sistema reducido equivalente debe tener la misma ganancia estatica que el original.

PA) R P(D) Qu(D)
Ko =~ Mg, @ = " =5 0@ P

2. Debera comprobarse el error en la reduccidn (simplificacion).




Sistema reducido equivalente

2.a) Eliminacidn de polos de médulo comparativamente pequeiio
! ~ t 2 p;: polo eliminado

pr—pj 1-pj Dr p,-: resto de polos de G(z)

Comprobar el error al retirar el polo:

2.b) Eliminacion de pares polo-cero

1. Comprobar la distancia del polo a z=1
* El coeficiente a; que determina la contribucion del polo p; a la respuesta total del sistema es:
Lot P))
7 (pj -1

* a;sera menor cuanto mayor sea la distancia.

2. Comprobar la posicion del par polo-cero respecto al resto de polos:
cr—¢ 1—yg

~y

p,—p; 1-Dp,




Sistemas de primer orden

Modelo de sistema de 1°" orden

" G

Vn=0Q Yn_1+b- xy
Y(2)=a-z71-Y(2)+ b -X(2)
Y(z) b bz

X(z) 1—-a-z7! z-—a




Sistemas de primer orden

Respuesta a la secuencia impulso

{x.} ={1,0,0,0,..} = X(2) = 1
N

Vi, = KZ a,-p* 1 a,:residuoenp, =

r=1




Sistemas de primer orden

Respuesta a la secuencia impulso

2=0.8 z=1.2
1 40 T
09 35| i
0.8
z z
0.7 -
o 0.6 )
* E E =
Z05F =
€ IS
<04 <
03
02
0.1
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (seconds) Time (seconds)
z=-0.8 z=-1.2
1 T 40 T
0.8 = 30 i
5
0.6 - P =
20 - B
Z 0.4 - Z
10 - B
o 02 o
© el
2 2
= 0o+ = 0 B
Q Q.
* £ £ *
0.2 F ok i
-04
20 - .
-0.6 = ©
08 ©— . =0 o—!
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -40 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time (seconds) Time (seconds)
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) Y
_ G(Z) —

Respuesta a la secuencia escaldn unitario

Y(2) b-z
1 z X — G(Z) -
Secuencia escaldn unitario: {x;} = {1,1,1,1, ...} = X(2) = — = (z) zZ—a
P(1)
Vi _Km-l_Kz a, - pt a,:residuo en p,
. G(pr)
! (Z —pr)(r—1)
P(1) ~ 1 b
a
— b— . =) b n — 1 — n+1
In = Q(1) ar pr- 1—a Pa-1° 1—a( a™)

Yo=b Yo =lim [(1 -z 1. - =

Z—-1




Sistemas de primer orden Y, = b (1 —a™?h)

Respuesta a la secuencia escaldn unitario Vo = ———
1—a
z=0.8 z=1.2

5 T D 300 T T
4.5 - 1
250 - =
4l i
200 -
4 3.5 -
[} [}
kel kel
2 2
= 3+ B = 150 -
* S €
< <
2.5 n
100 -
Py B
50 -
15 1
1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0
Time (seconds)
z=-0.8 z=-1.2
1 T 40 T T T T T T T T T
0.9 [~ n
30 - 4
0.8 [~ n
0.7
20 .
0.6 -
VA 2 2 VA
2 2
Z 05} = 10 8
€ €
<04 <
¥ N i -
0.3 - -
02 O— 8
10 .
0.1 =
o—
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time (seconds) Time (seconds)
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Especificaciones de los sistemas discretos de primer orden

Intervalo de constante de tiempo (n,)

* Numero de periodos de muestreo que deben transcurrir para que la salida sea igual a 0,632
el valor permanente

b bl—a”?‘ 0632 b log 0,368
_ — n. =
Yo =74 1—a 1 —a r

loga

Intervalo de establecimiento o de respuesta (n,)

* Numero de periodos de muestreo que deben transcurrir para que la salida sea igual al 95%
(98%) de su valor permanente

b . 1—a™ 0.95 b _ log0,05
Yoo =14 —a 7’14 = loga
1—a™ b log 0,02
b = 0,98 Ny =
—a 1—a loga




Sistemas de segundo orden

Modelo de sistema de segundo orden X(z) G( ) Y(z)
— Z — 5

Ecuacion en diferencias: y, +a-y,_1 + b - y,_»,=C - x,
e Transformada Z: Y(z) +a-z 1Y)+ b-z27%-Y(2) = c- X(2)

Y(z) c c-z?

X(z) 1+a-z=1+b-z=2  z2+a-z+b

* Funcion de transferencia:

* La respuesta temporal dependera del tipo y ubicacion de los polos:
* Polos reales o polos complejos conjugados.
* Ubicacion de los polos en el plano Z.




Sistemas de segundo orden

Respuesta con dos polos reales

X(z Y(z
2
sea =2 = 2" jonde P(z) tiene dos polos reales: (z —a{) y (z — a,)

X(z) z2%+a-z+b

. C
* Respuesta al impulso: y,, = P (al*! — o™

c c-altt? c-altt?

e Respuesta a escalén: y,, =

(1-a1)(1—az) (1-aq)(ai—az) (1-az)(az—aq)




Sistemas de segundo orden

an+1 +1
Vn = o al( )

Respuesta a la secuencia impulso unitario

(z-0.8)(z-0.5) (z+0.8)(z-0.8) (z+0.8)(z+0.5)
1.4 : i 16 . 15 .
o—
09 — — /\Z
16— o— —
| | KJ
o
0.7 - =
0.5 [~ =
foa ¢
0.6 [~ = z
] ) ] f\
© el ©
2 2 2
s 505 — 5 o0r * *
E E E Kj
< < <
0.4 % —
o
-0.5 — -
ol
0.3 — -
zZ
o—
o
0.2 f
-k
- —
0.1
;_
0bo—-t-ot o 1. - 15 1 | L -
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time (seconds) Time (seconds) Time (seconds)
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Sistemas de segundo orden

Respuesta a la secuencia escaldn unitario C N o a% N C- a%
Yn =
(1—-ay)(1—ay) (1—ay)(a; —ay) (1—ay)(a; —ay)
. (2-0.8)(z-0.5) (2+0.8)(z-0.8) (2+0.8)(z+0.5)

an

0.8 — Kj

A

| 0 o - /\Z

3+ 14 - Qj

’ ’ Time (sj(gconds) " v ’ ’ Time (sj;)conds) " v E ’ Time (;;)conds) " v
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Sistemas de segundo orden
X(z)

Sistema de segundo orden con un polo cc

G(z)

Y(z) _  cz® K
X(2) "~ z2+a-z+b  (z+a+jb)(z—a+jb)

Sea

donde P(z) tiene un polo complejo conjugadoen z = a + jb

Y(2) Y(2) K . :
se puede expresar como = ——donde los angulos se relacionan con los polos:
X(2) X(2) z“+e~9 cos O-z+e~49
“Im
* Respuesta a impulso: , Plano z
1
K - e—(n—Z)a
— . Si —1). g P -1
Yn = s sin((n—1) - ) o P, - 1]
N0 o

* Respuesta a escaldn:
K K

e

Vn, "% .sin(n- 6 +y)

= +
1—2e7%9cosf+e 29 |p—1le 9sin6 ¢

Y(z)




Sistemas de segundo orden

Respuesta a impulso y escalon

(z = 0.2+/-0.2j) (z = -0.2+/-0.2j)
1¢ T T T 16 T T T
V4
z 0.5 - = 0.5 - = *
@ 9]
* 2 2
= s
£ £ *
* ol LS N o & \ ol ) \ o \
O O
&
-0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (seconds) Time (seconds)
(z = 0.2+/-0.2j) (z = -0.2+/-0.2j)
1.6 T T T T T T T T T ! 160 T T T T T T T T |
0.95 - =
15 -
zZ 0.9 | = V4
14 e} -
0.85 - =
* ° o *
© kel
2 2 L 4
Z13 n 3 08
* g £ *
0.75 - =
12 - 4
0.7 - =
11+ | OO0 & o 5
l 0.65 - i
1 | 1 | 1 1 | 1 | 0.6 1 1 | 1 | 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (seconds) Time (seconds)
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Especificaciones de los sistemas discretos de segundo orden

Intervalo de subida n,

3 L F 1
n.=Y=-"L_conn,eZ e
7] T-wq
T Siempre se redondea
. q s M, ! hacia el entero mds
Intervalo de pico de sobreoscilacion n, . .
T[ T[ l el e e e e e e e e e e e e e e I_ I:I I.l': prOXImo
n,=—-=——.0C0NNn,€%L N e 8 s e i aiuiieininttet S i i e dn, i, i i i ¢ AP
P o Twg p i 0,02
: pIm
Valor de pico de sobreoscilacion M, i b Plano z
o ( -0 ) 0.5 i o AN
Mp = etan 6 = ¢ \Wny 1_62 = |p|np i ) i i
i N Y .
i i 1 Re
Intervalo de establecimiento n, !
_ T I :
ns—n,connSeZ ! - X
h *

1
Ganancia estatica (valor final frente a escalén) <« o —
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Analisis de la respuesta estacionaria




* Analisis del error en régimen permanente
* Error de posicion

Error de velocidad

Error de aceleracion

Error con realimentacion no unitaria

Error con dinamica en la realimentacion

* Respuesta ante perturbaciones




Error en régimen permanente

Analisis de error

E(2) Y(z)  R(2)-BF(2)

X(s) ‘ Y(s)
_; or— " R(2) B(s) F(s) ------- #' _Y_(E) X(Z) — 1+ R(Z) . BF(Z) Y(Z) _ G(Z) _ M(Z)
i G(z) = R(z) - BF (2) X(z) 1+6(2)

A
A

Error del sistema: diferencia entre valor de entrada y salida => {e, } = {X,} - {Vi}

E(z)=X(z)—-Y(2) = U(Z)(l — M(Z)) =17 G(Z)X(Z)
Aplicando teorema del valor final: El error en rég. permanente depende de:
* Laentrada X(z)
e = lim ey = lim (1 — z 1) — G(Z)X(Z) * La caracteristicas (tipo) del sistema G(z)
- ; * Larealimentacion (si no es unitaria)
R(z) - BF(z ~
G(z) = 2 (2) G(z) r=tipodelsistema (r>0)

1+ R(z) - BF(2) T (1-zO)r




Error en régimen permanente

Error de posicion

Error frente a entrada escalén => X(z) = (1_2_1)
—im | (1 — 21 1 1 1 1 _ 1
L R A M Cr ] | FEAes] R P e
(1—z"1)r _

1

Se define la constante de error en posicion, como: K, = lirri G(z) = lirri [(1 e @(z)]
zZ— zZ— -




Error en régimen permanente

G(2) =1 -G (2)

Error de posicion

Sistema Tipo 0 (r=0)
1

1
= 1. — = 1. — =
L= e [1 n Cl °

K, = Li_)rr}[GA(z)] =C > e, =

Sistema Tipo 1 (r=1)

(] FR—— GU]_ZIﬂ T ie) " -
1-

= lim

1
z-1 (1— G( )] g (== €p = =0

1+00

Sistema Tipo 2 (r=2)

I 1 _ i (1—2z"1)? 1 0

im = lim im |——| =

=11 4 a7 1 el G| 1—-z12+.G(2)] z»1|0+C
1-2z-

K—hm[(l_ G()]——C—oo:>ep —=0

z-1

Universidad
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Error en régimen permanente

Error de velocidad

Tz~ 1
Error frente a entrada rampa => X(z) = e
o lim|a 1 Tz 1 . 1 Tz 1! 0 1 Tz 1
791 0k wrayren S c gyl Il L] Eurayeron Sl ey | Rl U L 6w =20
(1-z"1Hr

[ a-zy
_z‘fi[(l—z-l)wa(z) (1—2-1>]

Se define la constante de error en velocidad K,,: .

(1-2z9-(1+6() . [((1 ) (1 + a5 @(z))]
z-1

Tz~ 1

K, = lim

z-1 Tz 1




Error en régimen permanente

a1y 0(2)

Error de velocidad Tz 1

Sistema Tipo 0 (r=0)
(1-z1H)° l
= lim
z-1|(1—-2z"1)0 + G(2) (1 - Z_l) 1+ G(Z)

(0)(1+%-c)
- T

T

[((1 —z™h) ( (1- . A=z 10 G(Z)>

Tz 1

Sistema Tipo 1 (r=1)

~ lim (1-z"Ht Tzt 1 T T
= l1im —  _ = =
1| (1-2z"D) +G(2) (1 - Z‘l) =M (1- z—l) +G(z) 1 O+C 1 ¢

1—2z71 1 L -G -1y 4+ &
- (1-z )) ta= f0)| l((1—z )+G(z))l_(o+6)_c=> 1T

= Tz-1 = Tz-1 T TTT®%Tk TC

Sistema Tipo 2 (r=2)

(1- 2_1) Tz7t | [ (1-z7%) .Tz_l] _oT _
e = lim | G| T IM o mee T T e =

- 1 1 ¢
| [((1_21)) 1+(1——1)2'G(Z))] N R 00)| o1 11

Ko =1} Tz 1 B Tz 1 ST TeTe T T
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Error en régimen permanente

Error de aceleracion

T2(1+z71)z™1
2(1-z71)3

Error frente a entrada pardbola => X(2) =

1 T?2(1+z Yzt

ey A OB

= lim = lim
z—1

1 T?2(1+z 1Y)zt
] 1+ G(Z) 2(1 —z71)2

1 T2(1 +z Dzt
1+G(Z). 2(1—2z71)3 [ ]

—llm[(l—z )

i (1—-z"H" T?(1+z 1)zt
e [(1 )+ 0 2(1—z1)3 ]

Se define la constante de error en aceleracion K, como:

20— (1466 _ |- (1 gy “Z))]
K, = lim - = lim e
Zi)l T?(1+z7 1)z z-1 T2(1+z 1)z 1

1

eq = —

Kq
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Error en régimen permanente

(1-z—1)T

. s 2 -1\, -1
Error de aceleracion T°(1—2z"")z

Sistema Tipo 0 (r=0)
i (1—-2z"1H0 T2(1 +z Dz 1 T? 177
A=z re@ 20—z | #i|1+G@ 20-z1% 1+C 0

Qd-z9)(1+—1 .G
K, _hml ( (1—2z"1)0 )]

_ 2, 20—z 0
(2(1 772 4+ T G(z))] (O+T' )_

_ 1 1
z-1 T2(1 + z‘l)z‘1 - gl_rg T2 B T? =0=e = 7,, "0 ®
Sistema Tipo 1 (r—1)
i z Ot T2(1 +z7 Dz 1 T? 1T
e (1-— Z—l)l +G(z) 20—z |~ o1 |1+ G(z) 21—z 1+C 0
_ 21—-z"YH 4
21 -2z (1 + L Pt G(z)) <2(1 -z )2 G(Z))] (0 +9. c) L1
K _y_r}} T2(1+Z_1)Z_1 =£1£I} T2 = T2 =O=>ev= v=6=00
Sistema Tipo 2 (r=2)
} (-2  T0-2NHz7 1 T2 1 T2 T?
|-z 1240k 20+z D3 | |-z 12+C8@ 2| 0+C 2 2C
Qa-z99(1+—1 .G 21-712+2.¢ 0+2.c
K. =i a-z17 o VAT @) 0+7C) ¢ 1 7
_Zl—r}} T2(1+Z_1)Z_1 —Zl_l’)r} T? B T? _ﬁzev_K_v_%
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Error en régimen permanente

Resumen
X(s) E Y : : :
ﬂ, R(z J B(s JEGs , fs) Error del sistema: diferencia entre
5 Q (s) ©) 1 Y@
- T e I valor de entrada y salida =>
T

& = {xid - hiyid @ E(2)=X(2)-Y(2)

1
1+ R(z) - BF(2)

E(z)=X(2)—Y(2) =X(z) —EZ) - (R(2)-BF(2)) = X(2)

Aplicando teorema d6| Va|0r ﬁnal: Errores en régimen permanente en funcion de la sefal
de prueba y el tipo de sistema
Entrada Entrada Entrada
. — 13 -1
€o = ]‘lcl—g:lo €k = y_)rri (1 —Z ) 1+ R(2) - BF(2) X(Z) escalon rampa parabola
) ’ Sistema de 1 - o
tipo 0 1+K
6(2) R(z) - BF(2) 6(2) i
Z) = = — . Z Sistema de T
1+R(z)-BF(z) (A —-2z"1H)" i 0 a oo
. . . 2
I = tipo del sistema (r>0) Sistema de 0 0 T?
tipo 2 K,




Error en régimen permanente

Resumen: Realimentacion no unitaria

X© @ RQ) J B JFe) | Y(3)= y Error del sistema: diferencia entre
- ot e 5(5) valor de entrada y salida =>
i) ! (& = {xid - hiyiy @ E(2)=X(2)-hY(z)
1

E(z) = X(2) - Y(2) = X(2) —E(Z) - h(R(2) - BF (2)) =

X(2)

1+ hR(z) - BF (2)

Aplicando teorema d6| Va|0r ﬁnal: Errores en régimen permanente en funcion de la sefal
de prueba y el tipo de sistema
Entrada Entrada Entrada
S _ -1
€o = ’ll_l;go €k = y_r)ri (1 —Z ) 1 + hR(2) - BE(2) X(Z) escalon rampa parabola
) ” Sistema de 1 - o
tipo 0 1+ hK
62) R(2) - BF(2) 6(2) 2
7) = = — . Z Sistema de T
1+ hR(z)-BF(z) (@A -—-2z"1H)" i 0 a oo
I = tipo del sistema (r>0) Sistema de 0 0 T?
tipo 2 hK,




Error en régimen permanente

Resumen: Realimentacion con dinamica

A 4

A 4

A 4

A

X(s) E(2) Y(s)
—Q RQ) B() Fo) -
) o7
HE) oe—————

A 4

A 4

B(s) F(s)

E(z)=X(2)—Y(2) =X(z)—EZ)-h(R(z) - BF(z) - H'(2))

1
E@) =TT hR@ BF D) 0 @)~ (2)
G(z) = R(z) BF(2) .G (2)

1+ h(R(z) - BF(z) - H'(2)) T -z

I = tipo del sistema (r>0)

Separar la parte estatica de |la

dindmicaen H(s): H(s) = h - H'(s)

Errores en régimen permanente en funcion de la seial

de prueba y el tipo de sistema

Entrada Entrada Entrada
escalon rampa parabola
Sistema de 1 o o
tipo 0 1+ hK,
Sistema de T
. 0 0
tipo 1 hK,
Sistema de T2
tipo 2 0 o
P hK,




Respuesta frente a perturbaciones

 Ademas de caracterizar la respuesta del sistema frente a entradas de
prueba —impulso, escalon, rampa, parabola—, es necesario caracterizar la
respuesta del sistema frente a perturbaciones:
* Entradas no conocidas

* Se pueden producir en multiples partes del lazo.
* Habitualmente: Antes de la planta (/V;)
En el lazo de realimentacion (A, , V)

N,(2)

X(s) E(2) % Y(s)
—>(_ y—— o — R(2) B(s) > F(s) > Y(2)

* H(s) ¢ O«

A 4

A
%)
-
v

+ 7

I T
Ny(2) N;(2)




Respuesta frente a perturbaciones

* Para analizar la robustez del sistema (estabilidad, inmunidad) frente a las
perturbaciones, se aplica el principio de superposicion?:
* Se considera nula la entrada conocida (X (s) OX(Z))(%V se analiza el efecto de la(s)
perturbacion, esto es, la funcion de transferencia

N(z)
* Para las perturbaciones se usan las mismas entradas de prueba que para la
caracterizacion del sistema —impulso, escaldn, rampa, parabola-

* Particularizando para el ruido tras el microcontrolador —antes de la planta-:

N.@) | Y(s)
F(s) >

\ 4

R@) [— .~ H(s)

A

A

B(s)

1: Los sistemas estudiados en esta asignatura son lineales,
invariantes con el tiempo, por lo que puede aplicarse este
principio.




Respuesta frente a perturbaciones

Para calcular el efecto de la perturbacion, aplicamos N.(@) |
el teorema del valor final a la salida del sistema en
lazo cerrado

Z[F(s)]

Y@ =1 FBRrG)

N(z)

y(e) = lim(1 - z71)Y(2)

B(s)

Si suponemos Z[F(s)] una funcién de transferencia genérica con polos p; se tiene:

. KlNuml(Z) _ KzNum2(Z)
2IF)] = 1z D pi+2) 1+ FB2)R2) = [(pj+2) H(ZZ+Z+“k)R(Z)

K;Num, (z)
_ _ (1 —-z"Y"[(p: + 2)
y(e) =lim|(1—z7%) Ky Num, (2)

R(z)

[I(p; + 2) [1(z% + z + a;,)

z—1

N2 |=lim|(1-2z"1

Y(s)
> F(s) T Y(2)
..... 5 N
« R@Z) [— 5T¥ H(s) T
KiNum, (2) T1(p; + 2) T1(Z* + 2 + ai) N(z)

(1 —z=H"R(2)K,Num,(z) [1(p; + 2)



Respuesta frente a perturbaciones

* Cuanto mayor sea la ganancia del regulador (X,) y menor la de la planta (X))
menor es el efecto de la perturbacion:

(1 —z71)"R(2)K2Num,(z) [1(p; + 2)

z-1

- l(l . K,Num,(2) H(pj +2) [1(z% + z + a;) ( )‘

* Si el sistema formado por planta y regulador son de tipo 1 o superior, la
influencia de |la perturbacion es nula frente a entrada escalén

lim
zZ—1

o KiNumy () [1(pj +2)[1(z2 +z+a,) 1 Cc
[(1/4) Q1/4‘1')R(Z)Numz(z)l(2 Mp; +2) (1 - Z_1)‘ === 0
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Influencia del periodo de muestreo en la
respuesta transitoria y estacionaria




Influencia del periodo de muestreo en la respuesta

* Numero de oscilaciones necesarias para captar la respuesta dinamica del
sistema

 Sistema subamortiguado: Muestrear 8-10 veces durante el ciclo de las oscilacion
sinusoidal de la salida del sistema en lazo cerrado.

* Sistema sobreamortiguado y de primer orden: Muestrear 8-10 veces durante el
tiempo de establecimiento de |la respuesta a secuencia escalon.

* Discretizacion de sistemas continuos:

» Se desplazan los polos en lazo abierto de |la planta continua a lo largo del eje real

» Afecta a la posicion de los polos en lazo cerrado
* Afecta a la respuesta transitoria

* Afecta al error en estacionario

e Tener en cuenta los polos en lazo cerrado finales para elegir la frecuencia de muestreo
al discretizar




Eleccion del periodo de muestreo

1
Sistemas de primer orden g —
2s +1
G(s) =
25 +1 1
. . o e 1 T —>
* Tiempo de establecimiento: t.=2s 2 (1 —e /2 Z—l)
1
G(Z) = 1 T=2seg. T=1seg.
2 (1 —e /ZTZ—l) 1 . —660—6—90 1 . SISISISISISISISIO) 1
0.8 1 0.8 1 0.8
* Debe seleccionarse un periodo de g " g% g 0°
muestreo entre 8-10 muestrasenel =& S S
. .. £ (S €
tiempo de establecimiento <04t <04 <04
0.2 1 1 0.2 1 1 0.2 1
0 : : ' 0 : ' ' 0 ' '
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Time (seconds) Time (seconds) Time (seconds)
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Eleccion del periodo de muestreo
— G(S) >

Sistemas de segundo orden y superior

e 2Tz=1sin(10T)
—> G(Z) >

100
G(s) = G(z) =
(s) s2+4s5+104’ (2) 1-2e=2Tz=1 cos(10T)+e~4Tz~1

* El periodo de muestreo debe ser el necesario para poder representar la dinamica del sistema: minimo 8-10

muestras en la primera oscilacion

T =1 seg. T =0.5 segqg.

1.5

1.5

Amplitude
Amplitude

Amplitude

05 . 05 . 0.5 [
®

1 2 3 4 5
Time (seconds)

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Time (seconds) Time (seconds)
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Influencia del periodo de muestreo en la respuesta transitoria

Efecto a través de la discretizacion

v

X(s) —on 1 Y(s)
O s+1 Y@
-------- o -
i Or

La ubicacion de los polos en lazo cerrado del sistema realimentado dependen del periodo de muestreo:

_ _ 1
G(Z) — (1 — 1)Z[ = (1 — Z 1)Z [m‘
1 1
L(s + 1)] [ s + 1] T 1—z"1 1-—eTz1

_ 1 (1-z"YH
G(z2)=1-z71H 1—Z_1_1—6_TZ_1]=1_1—8_TZ_1_)G(Z)=f(T)

G(z)
1+G(2)

* Localizacion de los polos en lazo cerrado (respuesta del sistema):

1—2z"1
P41t )=O<—>1—Ze_TZ_1+Z_1=O—>Zp=f(T)

1—eTz1




Influencia del periodo de muestreo en la respuesta transitoria

Desplazamiento de los polos en LC

Pole-Zero Map
157

Imaginary Axis

1.57
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Real Axis
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Influencia del periodo de muestreo en la respuesta transitoria

Desplazamiento de los polos en LC

Intervalo de subidan, =X = -1
V) T-wqg
. . e 7 n T[
Intervalo de pico de sobreoscilacion n,=-=——
0 T-wd

—T-0
= ol
Valor de pico de sobreoscilacién M), = etan6 = e\"™" = [p|"r

o e T
Intervalo de establecimiento n, = prg

Pole-Zero Map /
1 T T T _-______L_—-— 1.5? ——T T
0.8 //
07 r —T=1s
w ——T=05s
:5 0.6 T=01s
= ; —T=001s| - efe
@ 05 / -
[ /
[ P
E u
—
0.3 -
0.2
II '.-
0.1 f
1 1 1 1 :-
u L)
1 0.8 0.6 0 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Real Axis
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Imaginary Axis

Pole-Zero Map

—T=001s|

— 157
f 126 T~

Im

oT

~ 0

_o

Mo y ne
UL UG .o (I K

C

Real Axis

Plano z

|P1_1|

S



Influencia del periodo de muestreo en la respuesta transitoria

Desplazamiento de los polos en LC R e R
* Aumentar T aumenta el amortiguamiento relativo .l -
« Disminuye la estabilidad relativa Tooy / —
* Afecta al sobrepaso L
* Tener 8-10 muestras N

* Por ciclo de oscilacién (subamortiguado) e
. . . Real Axis
* Durante el tiempo de levantamiento (sobreamortiguado)

T=0.1 seg. T =0.5 seg. T =1 seg.
9 9
2 T T 2 T T 2 T T
1.8 1.8 1.8
1.6 [ 1.6 1.6
14 14
o 1.2 o o 1.2
2 2 2
5 ! = 3 !
S S S
<08 < <08
06 06
v
04 r 04 r
0.2 0.2}
OC’ 1 1 1 1 OO
0 2 4 6 8 10
Time (seconds) Time (seconds) Time (seconds)
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Influencia del periodo de muestreo en la respuesta transitoria

Influencia en el LDR

T = 5 seg. T = 0.5 seg. T = 0.05 seg. T =0.001 seg.
2 2 2 2
! T T T T T T T T |
15 § 15 3 15 : 15
1 1 1 1
05 S : 0.5 0.5 05
n i ’ i (7] i %) i n i
E: | E: E: E:
> 0 : > 0 > 0 > 0
g @ .............. J g g .g
g | g g g
£ -0.5 : = -0.5 £ -0.5 I -0.5
1 -1 1 -1
15 f 15 : 15 : 1.5
2 : 2 : -2 : -2 :
-2 1 0 1 -2 1 0 1 ] P 1 9 1 - 1 0 1
Real Axis Real Axis Real Axis Real Axis
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Influencia del periodo de muestreo en la respuesta transitoria

Influencia en el LDR: desplazamiento de los polos en LC

T =5 seg. T=0.5seg. T =0.05 seg. T=0.001 seg.
1.2 T T 1.4 T T 1.8 T T 2 T T
188
1.6 ¢ |
12
G
UGS ESUSUSUUIUN FOUUUSUOUUUN NOUUUUIUOUN SOOI Xol
1
@ b (
1.6
14 9 .
¢
.
1.4
0.8 - 12
[
1.2
0.8 =
11
(] [} (] (]
© o o o
2 2 2 2
5 06" 7 = = 5
13 £ € €
<< < < <
0.8 €
0.6 -
¢ 0.8 4
G
0.4 - 0.6 {$ .
0.6 ¢
0.4 —o- - ;
e
0.4 H -
02 —
0.2 . §
0.2 - 0.2
06 I | I I 06 I | I | 0 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Time (seconds) Time (seconds) Time (seconds) Time (seconds)
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Influencia del periodo de muestreo en la respuesta permanente

 Aumentar T aumenta el error en régimen permanente

6

_ - Errar en estado permanente = 0.50
"~ Error en estado permanente = 0.25

|‘_I ] 4 l l_'__:_.._.__h-.—_

5 0 1 2 3 4 5 & kT 3

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)

Error en estado permanente = 1.00 -
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Controladores vy filtros digitales




* Introduccion.

* Topologias:
* Programacion directa
* Programacion estandar
* Programacion en serie
* Programacion en paralelo
* Programacion en escalera

* Filtros IRy FIR.




Introduccion

Filtro digital
Controlador digital

— Salida

Entrada

Estudio de controladores vy filtros digitales
 Mediante |la Funcion de transferencia pulso
e Realizacion fisica: HW, SW, HW+SW

Determinar la configuracion apropiada de operaciones aritméticas y de almacenamiento.

En comunicaciones vs control: tiempo real.

Programacion de filtros/controladores digitales: diagramas de bloques.




Topologias

Programacion directa

F{ZJ _ bl] + b12_1 + bzz T4 oo bmz—m

= = ==
G{z} X{z) I*HJEE+HEZ_E+'-'+¢1”3‘" 1 n H
Y(z) = —az7'Y(z) —@:z7°Y(z) = -+ —a,z7"¥Y(2) + by X(z)
bz ' X(z) + -+ bz ™ X(2)
e £,
e
¥z}
X(2) )
;'—"—.:1 = e ] 37 = ] -1 >~ - RPN
A

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Topologias

Programacion en estandar

R~ H F = ot bt bz b ) s
fi’i}l — by + bz bz A e+ bz " ;g =17 HEII_-_;, rem———
Y(z) = boH(z) + bz 'H(z) + -+ + b z""H(z) H(z) = X(z) — a2 'H(z) — a,2 H(z) = -+ — a,z "H(z2)
.
=1 oy
e, ]
m __F o N .; o : ¥iz) -- ————] s

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Topologias

Programacion en estandar

=1 &y
- "";!
* r
Mz - + ¥izrl
- s - —— ey ! = b
Xirl

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Topologias

Fuentes de error:

e Utilizar el menor numero de elementos de retraso.

Utilizar el minimo de puntos suma.

Error de cuantificacion de la senal a la entrada.

Error de acumulacion de errores de redondeo.

Error de cuantificacidn de los coeficientes a, y b;:

* Aumenta con el orden de la funcion de transferencia. En filtros de orden superior en programacion
directa pequefios errores en a, y b, dan grandes errores en las localizaciones de los polos/ceros del
filtro.

* Minimizar mediante la descomposicion en filtros de menor orden: programacion en serie, en

paralelo y en escalera.




Topologias

Programacion en serie

e Implementar G(z) como conexion en serie (multiplicacién) de funcién de transferencia de lery 20 orden:

l 14+b-zt PAl+e-z7t4+ 272
G :G .G aoo.G — —I. ! !
(0)-Gua)G,0).. 6, 0)- T2 [0

yik)
b, —-—-I-—i!:é —
¥iz)

Y(z) 1+b-z

X(z) 1+a,-z"
Y(z) 1l+e-zt+fz7? - ipul ™
X(z) 1+c-z*'+d -z

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Topologias

Programacion en paralelo

* Implementar G(z) como suma paralela de funciones de transferencia de lery 2o orden:

G(Z)z A+ Gl(z)+ GZ(Z),,, A+Z Zq: e +_1fi-z—1

1+a 2t Sl+czt+d

Y(Z) — bi x(k) ] yik)
X(Z) 1+a -z X12) :L_] g ‘r’[zjl::
- o kL
Y(z) e+t _ D
X(z) 1+c-zt+d -z ' g el
d |

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Topologias

Programacion en escalera

* Implementar G(z) como fraccion continuada de la funcién de transferencia:

G(Z):AO+ 1 . e Caso n=2:
Bl'Z + 1 xi k) yik)
] ey SN v
A1—|— 1 {2 1.@ [2]
B,z+ : @L
1 @., LN T ——
An—1+ 1 @*
1 | '__ﬂﬂ* @J@
G(z)= A+ O, -
B2+ 1 . j_
A+ 1
A?_

F

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Filtros de respuesta infinita y finita al impulso (lIR-FIR)

La diferenciacion entre los filtros FIR e IIR se realiza en base a su respuesta al impulso (su secuencia de
ponderacion):

* |IR: Filtro recursivo (programacion directa)

Y{:Z): bu+b13_1+"‘+bmz_m
X(z) l1+az'+aqz%+ - -+a,z"
y(k) = _ﬂlj’(k - 1) —ayytk =2) = -+ —a,y(k — n)

+byx(k) + byx(k —=1)+ -+ + bpx(k — m)
* FIR: Media movil

Y(z)

= =1 -2 4 ... 1 =m
X(z] bg t b1z + bgz + + bmf

y(k) = box(k) + byx(k — 1) + -+ + bx(k — m)




Filtros de respuesta infinita y finita al impulso (lIR-FIR)

Realizacion de un filtro FIR

* Respuesta de un sistema (filtro) al impulso (0 de Kronecker):

* Truncamiento a los N primeros términos de |la serie:

k

 Transformada Z: Vi =2 9(hT (kT —hT)=g(O}x(KT )+ g(T }x((k ~2JT)+...+ g (KT }x(0)

h=0

N

Ver =2 9(hT Ix(KT —=hT )= g(0}x(kT )+ g(T }x((k —=2JT )+...+ g(NT }x((k =N )T)

Y(2)=g(0)}X(Z)+g(T)z "X (Z)+...+g(NT )z "X (2)




Filtros de respuesta infinita y finita al impulso (lIR-FIR)

Realizacion de un filtro FIR

xtk) i . ;
X(z)

giNT)

gl0) g7 gl27) . .

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)

__,____‘"_‘-_-_-:: 8 yik)
__________ ¥z

©2022 Autores Antonio J. del Ama Espinosa y Enrique Hernandez Balaguera
Algunos derechos reservados

* Ventajas:

* No recursivo: evita la acumulaciéon de errores de la salida. Este documento se distribuye bajo la licencia
., . . . , “Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
* La programacion directa es equivalente a la programacion estandar. disponible en

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

* La respuesta del filtro es siempre estable.

* Desventaja: Si hay componentes de alta frecuencia requieren mas retardos
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Diseno de reguladores discretos: Lugar de las raices




* Diseno de reguladores mediante el bosquejo del Lugar de las Raices
* Lugar de las raices de sistemas discretos
* Reglas de construccion
* Diseno de controladores PID discretos




Lugar de las raices de sistemas discretos

Introduccion al LDR

G(s) Y(s)

X
(s)+<_> /51 — R(2) @

H(s) le——

A 4

A
=2}
ﬂ
I
|
v

* En temas previos se ha comprobado la relacidon entre la respuesta en lazo cerrado de un sistema y los polos
y ceros de la funcion de transferencia discreta.

* La funcién de transferencia en lazo cerrado es: M(z) = R(2)G(2)
1+R(z)GH(z)
* La salida frente a una entrada normalizada escaldén unitario es: Y(z) = M(2)X(z) = R(2)G(2)

TRDGHD Y (2)

* La salida en el dominio del tiempo y(kT) = Z71[Y(2)] = Z1 L;((ZZ))GG(:I)(Z)X(Z)]

* Al resolver y(kT) mediante los métodos que proporcionan una solucidn cerrada (integral de inversion y/o
descomposicion en fracciones simples), se descompone Y (z) en una suma de términos sencillos (fracciones
con polos simples, multiples e irreducibles de 1er orden) que se identifican en la tabla de transformadas Z.

Por tanto, la estructura de y(kT) depende de los polos de Y (z), esto es, de las raices del polinomio
caracteristico P(z) = 1+ R(z)GH(2)




6(s) Y(s)

A 4

’ . . X(s)
Lugar de las raices de sistemas discretos —FCQ—{» R(2)

A
S
~ \

H(s)

Introduccion al LDR

Suponiendo el regulador mas sencillo posible (proporcional de ganancia R(z)=K), la ecuacidon caracteristica
tomalaforma: P(z) =1+ KGH(z) =0
* P(z) tiene infinitas soluciones en funcioén del

parametro K <~ Hay infinitos polos en lazo cerrado 1

* ¢Qué efectos tiene sobre las raices de P(z) (polos de la
funcidn de transferencia en lazo cerrado) la variacién de K?

Estable, inestable, rapidez, sobreoscilacion (amortiguamiento relativo, 02T
precision...

* ¢Como selecciono un valor de K?
* Grafico las raices de P(z) dando valores a K

O K=0.001

Imaginary Part
o

KG(z)
1+ KGH®D) (Z)] ost

y(kT) =Z7 Y] =2z7" [

Lugar de las Raices

2 15 P 05 0 05 1
P(z) =14+ KGH(z) =0 Real Part
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Lugar de las raices de sistemas discretos

A 4

Condicion de moédulo y argumento X(S)+<;- 5 - ’@ ¢ —§ v
...... o -——p
H(s) o7

* En el diseiio de reguladores en el lugar de las raices, el objetivo final es lograr que los polos en lazo cerrado
deseados (respuesta del sistema en lazo cerrado) sean los que el disefador quiere <> Establecer una de las
soluciones del polinomio caracteristico.

A

* Para ello utilizamos una ecuacién —el regulador R(z)— que nos permite manipular el comportamiento en
lazo cerrado, a partir de la ubicacion de los polos y ceros en lazo abierto <~ Modificar el Lugar de las Raices.

* La metodologia de construccion del LDR y de disefio del regulador es |la misma que en el caso de los
sistemas continuos, si bien los limites de estabilidad y las potenciales ubicaciones de los polos y ceros
difieren (debido a la ecuacidn de transformacion z = e’5).

Algoritmo de construccion del Lugar de las Raices
« Operando con P(z), se puede expresar de la siguiente manera: P(z) =0~ K - GH(z) = —1

* Dado que GH(z) es (son) funcion de variable compleja z, KGH(z) evaluado en z = z; darad como resultado
un numero complejo, que debe valer —1 * j0, o en coordenadas polares 111g9(2k+1)
* Condiciéon de magnitud: |[z| = 1
* Condicidn de argumento: ang[Z] + 180(2k + 1)
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Lugar de las raices de sistemas discretos

Condicion de mdédulo y argumento

[izy(z=20 _
H?il(z_pi)

Factorizando el polinomio caracteristico P(z) =1+ K

N (,_p.
Operando se obtiene: [1iL,(z — z;) + K [[}=1(z — p;) = 0 Resolviendo para K: K = — gﬁlg Zli
i=1\47 40

* Siun punto z es solucidon de P(z)=0, entonces la ganancia K se obtiene a través de la relaciéon entre el
producto de las distancias del punto a los polos y los ceros (criterio del médulo):

K = T4z — pil

— M
[1iz1lz — zl
* Siun punto z es solucidon de P(z)=0, entonces se verifica que la diferencia de angulos entre los vectores polo

y los vectores cero, para un v?\;or dado de K, eIsVIlSO‘-’ multiplo (criterio del argumento):

Z 2(z—p;) - Z £(z — 2;) = +180(2k + 1)

i=1 =1




Reglas para el bosquejo del LDR

Reglas de construccion

 Situar polos y ceros del Lazo Abierto sobre el plano z.

e Determinar las ramas del LDR:
* Ramas = numero de polos (n,)
 Ramas nacen en los polos (K=0) y mueren en los ceros (K—><).
* Los ceros pueden ser finitos o infinitos (asintotas) => Habra i = n,, — n asintotas

* Determinar las ramas del LDR sobre el eje Re: un punto (de prueba) pertenece al LDR < deja a su derecha
un numero impar de polos y ceros

180(2k+1) I
np_nc !

* Calcular el angulo de las asintotas: 6; = =0,1,2, ... (np — Ny — 1)

m n
Zj:]_ p]_ i:lzi

np_nc

e Calcular el punto de corte de las asintotas (centroide) sobre Re: 0 =

0K (z)
0z

* Calcular los puntos de ruptura (entrada/salida) resolviendo =0

* Si el valor de K correspondiente a unaraiz z = z; de dK /dz = 0 es positivo => z, es punto de ruptura (también
puede ubicarse en las ramas sobre Re)




Reglas para el bosquejo del LDR

Reglas de construccion

* Encontrar los puntos de corte del LDR con la circunferencia z=1 => aplicar el criterio de Routh-Hurwitz
» Aplicar la transformacidn bilineal: P(z) => P(w) 14+ w
* Buscar puntos de corte con el eje jw Z= 1—w

* Deshacer el cambio de la transformacion bilineal

* Encontrar puntos del corte del LDR con el eje Im => Aplicar el criterio de Routh-Hurwitz al polinomio
caracteristico P(z) (sin transformacion bilineal, procedimiento analogo a sistemas continuos)

e Determinar el angulo de salida (polo cc) o de llegada (cero cc) aplicando el criterio del argumento en las
inmediaciones del polo/cero cc




Disefo de reguladores PID discretos

Reguladores PID

Un controlador PID es un tipo de regulador o compensador que aplica una sefial de control u(t) a la planta

qgue es una combinacion lineal de acciones proporcional (P), integral (I) y derivada (D) de la seial de error
e(t):

Proportiona Integral Derivative u(t) e(t)

f_A A I A T (:;,L A o
u(t)=K e(t)+ Kl.je(r}dﬁ K, = e(t) )
t

0

Plant / I‘(t) >
Process

Tipos:

* Proporcional (P)

* Proporcional-derivada (PD)

* Proporcional-Integral (PI) “Mads de la mitad de los controladores industriales que se utilizan

) _ hoy en dia utilizan esquemas de control PID o PID modificado”
* Proporcional-Integral-Derivada (PID)

OGATA: INGENIERIA DE CONTROL MODERNA, 5a. Ed (2010)

Universidad
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Diseno de reguladores PID discretos

Funcion de transferencia del controlador PID

El algoritmo de control PID en el dominio del tiempo es:
t de(t)

u(t) =up(t) +w(t) +up(t) = Kp-e(t) + K; - jo e)dt +Kp =5,

Tomando versiones discretas de la derivada y la integral:

* Accion integral: x(k) = K [e(k) + %Z,’;:O e(n)]

« Siendo su funcidn de transferencia R;(z) = K (@T;+T)z-(2T;-T) _ K, 22 donde b = 25T
2T;(z—1) z—1 2T +T
* Laintroduccién del polo en z = 1 aumenta el tipo del sistema
. . . k)—e(k—1
* Accidn derivativa: x(k) = K [e(k) + Ty e(k) ;( )]
* Siendo su funcion de transferencia R;(z) = £ lT+TdZ — E] = Kp 2% jonde a = —% < 1
z T T z T+Tg4

* La accidon derivativa se situa en el semiplano derecho (z = 1)




Diseno de reguladores PID discretos

Regulador PID discreto

Proporcional: R(z) = Kp

Derivativa: R(z) = Kj ? con0<a<l1

* La accion derivativa se situa en el semiplano derecho (z = 1)

Z—b
Integral: R(z) = K,;
* Laaccion integral estda dada porelpoloenz =1
* El cero en z=b se usa para compensar el exceso de dngulo introducido por la accion integral
* Laintroduccion del polo en z = 1 aumenta el tipo del sistema

+ PID: R(z) = K &=

- z—-1

La discretizacion de un regulador PID continuo por los métodos estudiados (retenedor, Euler, Tustin,
equivalencia polo-cero) pueden dar lugar a ecuaciones ligeramente diferentes a las de los reguladores
discretos.

Universidad e
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Disefo de reguladores PID discretos

Procedimiento de disefio

El procedimiento de disefio del regulador trata de lograr cumplir los requisitos establecidos por el problema:

* Régimen transitorio: especificados a partir de la respuesta deseada a una entrada normalizada conocida
(secuencia escaldn); sobrepaso, intervalo de subida, intervalo de pico, intervalo de establecimiento...

* Polos en lazo cerrado (dominantes)

* Régimen estacionario: lograr una determinada magnitud en el error en régimen estacionario.
e Ganancia del regulador, tipo del sistema en lazo directo...

Universidad e
Rey Juan Carlos | ¢



Diseno de reguladores PID discretos

Requisitos transitorios -
q R(z)=Kd%con0<a<1

Se trata de lograr que los polos en lazo cerrado sean los que codifican la respuesta deseada.

* (EILDR de la planta (sistema) incluye a esos polos en lazo cerrado? ¢éLos polos en lazo cerrado son una de
las posibles soluciones del polinomio caracteristico?

* Si=>¢Para qué valor de K;? Se resuelve la ecuacion caracteristica P(z) utilizado como z los polos en lazo cerrado.
Una manera sencilla de hacerlo es aplicar el criterio del mddulo:

[I Distancia Polos LC — Polos LA

Ke K 4 =
RTLA ™ T Distancia Polos LC — Ceros LA

* No => Hay que modificar el LDR para lograr que los polos en lazo cerrado son una de las posibles soluciones del
polinomio caracteristico. Las modificaciones a la geometria del LDR se realizan introduciendo polos/ceros en el
lazo directo del sistema, dentro de R(z). La introduccion de polos/ceros se realiza utilizando la estructura del
regulador. Siempre se parte de |la accion derivativa (adicién de un cero ajustable)

* Para ubicar el cero del regulador (accion derivativa) se utiliza el criterio del mdédulo: Un punto (los polos en lazo cerrado

deseados) pertenece al LDR si cumple la condicion de argumento. Al afadir un polo en el origen y un cero ajustable (a), se
ubica a para lograr cumplir el criterio del argumento.

* Tras ajustar el cero, el LDR ya incluye a los polos en lazo cerrado deseados => ¢Para qué valor de Ki?

Universidad
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Diseiio de reguladores PID discretos R() = K. 2= b

Requisitos estacionarios

* Unavez que se ha logrado ajustar el regulador para que cumpla los criterios transitorios, se comprueban
los requisitos estacionarios: Error en estado estacionario o precision.

* Si el sistema no cumple, dado que no es aconsejable aumentar la ganancia (alterariamos la respuesta
transitoria sin lograr un gran cambio en el error), se debe estudiar el tipo del sistema. Habitualmente se
debe aumentar el tipo del sistema => introducir un integrador en el lazo directo: Accién integral en el
regulador.

* Al introducir un polo adicional en z=1, se altera el balance del criterio del argumento (recordemos que
estaba ajustado mediante el cero en z=a) Por tanto, para volver a equilibrarlo se introduce un cero que
“compense” el angulo introducido por el integrador. Se compensaria totalmente si el polo aporta el mismo
angulo que el polo en z=1, pero se anularian. Para ello, el cero se ubica lo mas cercano al integrador pero
sin anularlo. Como criterio general, a 1/6 de la distancia entre el circulo unitario y los PD, medido desde z=1
(una diferencia de angulo de no mas de 59)

Universidad
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Diseno de reguladores PID discretos

Algoritmo de diseino

©2022 Autores Antonio J. del Ama Espinosa y Enrique Hernandez Balaguera
Algunos derechos reservados
Este documento se distribuye bajo la licencia

Parametros de disefio Calculo de los polos “Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
(Mp, N N, Ng, e.) "] dominantes en lazo cerrado disponible en' .
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

PD Afadir accion derivativa

pertenecen ﬂ
al LDR . con0<a<l1

A\ 4

Si
A
Calcular K Calcular K
R(z) cumple Anadir accion integral R(z) cumple No Afadir accion integral
requisitos z—b requisitos > z—b
Si estacionarios 7—1 estacionarios 7z—1
Si
A 4 A 4
Calcular K Calcular K
A 4 . y Regul ‘; PID
Regulador PD egulador
Regulador P Reguladozrzlb R(z) = K, 2= ° R() = K (z-a)(z—-D)
R(2) = K, R(z) = K;—— d 2 ="a 1
z—1 con0<a<l1 con0<a<l1
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Respuesta en frecuencia
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* Consideraciones




Respuesta en frecuencia de sistemas discretos G(s =0+ jw) G(eio)

7 =TS = plotjw)T

* Larespuesta en frecuencia se obtiene estudiando la salida cuando la entrada es una funcién senoidal de
frecuencia creciente (G (z) se supone estable)

kT kT
x(t) x( ): 6() y(kT)

x(t) = Agsin(wt)  x(kT) = Agsin(wkT)  y(kT) = Ay|G(e/*T)|sin (a)kT + ‘G(ej“)T)> = M(w) ‘M

* Cuando la entrada es una secuencia senoidal de frecuencia w, la respuesta en régimen permanente es
una secuencia senoidal

* De la misma frecuencia w que la secuencia de entrada

* La misma amplitud que |la secuencia de entrada afectada por el médulo de la FDTP, que depende a su vez de w
» Desfase que depende de la frecuencia w

e Lafuncidn G(ej“’t) gue define la amplitud y el desfase de la secuencia de salida => Funcion de
transferencia pulso senoidal del sistema discreto

* G(e/®?) es periédica con periodo T: el(@+@n/D)T = gjwT gj2m = gjwT




Respuesta en frecuencia de sistemas discretos

« Como en el plano z la frecuencia aparece en la forma z = e/“Tsj se intenta trazar la respuesta en
frecuencia se confundirian con las trazas logaritmicas <> no se puede utilizar con facilidad para la
caracterizacion y el disefio de reguladores (p.ej. redes de compensacion sobre el LDR)

» Se utiliza la transformacion bilineal, que hace corresponder el interior del circulo unitario con el semiplano
izquierdo del plano w:

Mano = Plang Pliiic w
Chromlo unktark
& &
- h

b o
1+W%
—_ h L& H] [
7 = —
1 _ W Z H | i |
2
i T .

e Con la transformacion bilineal se consigue que los planos s y w sean similares sobre las regiones de interés

* No debe olvidarse que el circulo unitario sélo incluye la franja primaria del semiplano negativo s, que se

transforma en todo el semiplano negativo w

. - w .
e Larespuesta en el plano s en el intervalo ( . < w< 75) corresponde al intervalo (—o < v < ) en el plano w,

donde v es la frecuencia ficticia (eje Im del plano w)=> Las caracteristicas de la respuesta del
controlador/red/filtro analdgico (intervalo infinito) seran reproducidas por el controlador/red/filtro digital en un
intervalo finito.
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Flann & Planes Pliew

Respuesta en frecuencia de sistemas discretos | k) |

Si bien con la transformacion bilineal se consigue que los planos s y w sean similares sobre las regiones de interés, existen
algunas diferencias entre los planos sy w:

* No debe olvidarse que el circulo unitario sélo incluye la franja primaria del semiplano negativo s, que se transforma en
todo el semiplano negativo w

. - w .
* Larespuesta en el plano s en el intervalo ( . < w< 75) corresponde al intervalo (—o < v < ®) en el plano w, donde v es |a

frecuencia ficticia => Las caracteristicas de la respuesta del controlador/red/filtro analdgico (intervalo infinito) seran reproducidas
por el controlador/red/filtro digital en un intervalo finito.

* El eje de frecuencias en el plano w (jv) esta distorsionado respecto al eje de frecuencias del plano s (jw ). Ambas

. , . . .. ., 2 wT
frecuencias estan relacionadas mediante la siguiente ecuacion: v = —tan— -
* Esta relacidn confirma el resultado anterior, en el que al variar la frecuencia (real w) en el plano s desde 6 |
|
) w . e e s p . i
( > < w< 75), la frecuencia ficticia varia en el intervalo (—» < v < ) 5 |- |
* Con esta relacion se puede “traducir” los requerimientos entre los dominios frecuenciales continuos y a i

discretos en términos de la frecuencia (ancho de banda, frecuencia de cruce de ganancias, frecuencias
esquina, etc.)

* Debe observarse que, para valore de wT pequenos, la frecuencia ficticia y la real son aproximadamente 20
iguales: v = w .

o) E -
Y

1
b‘VE: I
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Flann & Planes Pliew

Respuesta en frecuencia de sistemas discretos | k) |

Debe tenerse en cuenta que, si bien G (z) esta representada en forma de fraccidn propia (grado de
denominador 2 grado de numerador < n, = n,), la transformacion bilineal puede dar lugar a una G (w) que
puede ser o no fraccion propia, y puede o no tener todos los coeficientes.

T
6(2) bmz™ + by 1z™1 + - + by _ 1+W7=>G( ) Bw" + Br_qw" L+ + B
Az + ay,_1z" 1+ 4+ qq {—wl awt 4+ a_ w4+ 4+ qq

2

En cualquier caso, G (jv) es una funcidn racional de variable frecuencial v a la que es de aplicacion
* Bosquejo asintético de los diagramas de Bode

* Criterio de estabilidad de Nyquist

* Obtencidn e interpretacion de los margenes de ganancia y de fase.




Diagramas de Bode de sistemas discretos

T

1+WE

* Obtener G(w) a partir de G(z) mediante la transformacion bilineal z = P
_W_
2

* Representar el diagrama de Bode (Magnitud y Fase) de G (jv) donde v es la frecuencia ficticia, utilizando la misma
metodologia asintodtica que para los sistemas continuos:
* Se parte necesita la funcion de transferencia G (jv) del sistema factorizada en términos simples (factorizada en productos de:
ganancia constante, polos y ceros (12 y 22 orden).
k(s’" +a, " +---a,s+a0)

m'—l“j

G(s)= (s” +b, 5" +--bs+h, )

~ k(s+nl)(s+nz)---(s+nr)(sz+2§a)ns+a)3)---
B S"(S+dl)(s+d2)-”(s+d{)(52 +2w, 5+ )(52+2§2a)”2s+a)52)---

nl nl

* La definicidn del médulo y la fase de G (jv) (log y arg) permite que “los productos y cocientes de numeros complejos se
transformen en sumas (con su signo) de logaritmos de mddulos y en sumas (con su signo) de argumentos”.

* Ello permite trazar inicialmente |la grafica de cada término simple por separado. El diagrama de Bode completo se obtiene por |la
composicion algebraica (suma con su signo) de cada uno de los términos del sumatorio

2

20 i

1+—2. jw+£ JWJ
W W

nq nq

i 2
1+E- jw+(M]
, w

ni

i Q
EA 20log

g=1

1+

D
20log|G(jw)|= 20log|K|+> 20log
d=1

d

H |
1+M—220Iog

i=1

M
—20nlog| jw|->_20log
m=1

m ni
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Diagramas de Bode de sistemas discretos

Los distintos tipos de términos que podemos tener en G (jv) son:

* Términos de ganancia constante: K

* Términos integrales o derivativos: (jv)*t

 Términos de primer orden: (v + a)*?!

* Términos de segundo orden o cuadraticos: ((/'v)2 + 28wy, jv + a),%)il

Cada término simple tiene una determinada configuracion de asintotas en magnitud y fase, en funcién de las
frecuencias esquina (posicion de los polos/ceros: a, wy,)




Diagramas de Bode de sistemas discretos

Términos A = 20logfA(jw)| Comentarios @ =argfA(jw)] Comentarios Otros
dB W
Ganancia 20 log K Valor constante o Valor constante S1K< 0
K ° 20 - logik) ° 0° Fase = 180°
4B w
Cero en ¢l origen R 2Edbu'de/ Pendiente 20dB/dec o0e Valor constante
s" / ¢ A=0[dBlenw =1 ° 90° , ,
! Sin =1 lafase y la amplitud

se multiplican por n para

. . todos los casos.
Polo en el origen o -20dbidec Pendiente -20dB/dec 900 Valor constante

1/s" |\ ¢ A=0[dBlenw =1 ° -90°

Configuracidn de asintotas
en magnItUd y fase de IOS Cero simple | st Odbidec 20-log (a) YV w=a _W (0.a/10) 0 Paraw = a

.
Ak
B

, . . . _ (a/10,10a) 459/dec
términos simples de G(jv) (s +a)" Pendiente 20dB/dec V @ > a Y = 450
(10a, =) 902
dB W i
) . 450 dec (0]@/10_) 0e
Polo simple -20 log (3) —20 - log (a) vV w<a a0 Paraw =a
. 20dbidec . (a/10,10a)  — 45%/dec
1/(s +a)® Pendiente -20dB/dec V w > a o P = —458
a © alto a 10-a (10(1! oo) — 902
- @ Y e 15r (0,0, /10) e Siendo (s + a)? + b? con
- . r n E
Cero complejo conjugado Wiegal 20 -log w? Vw<sw, e b 3
7] (@,/10,10w,) 90%dec | amort. & = tan— < =
2 r 2 : n n
5° 4+ 28w,s + wg Pendiente 40dB/dec V @ > w, @ . a 2
= o e e (10w, =) 1802 - La frec. de resonancia
dB8 w &JrZOJn'\jl—ZfZ
- o0 (0w, /10) 02 .
Polo complejo conjugado | Mlge’ —20-log w? V wEw, ’ -1s° i - El pico de res. en dB
] ‘ 40dbldec . (e, /10,10c,) —90%dec 1
1/(s? + 28wy s + w?) Pendiente -40dB/dec V w > w, @ M =—
w0 e W _ sana . —
- N\ vo o wa’ |04 1802 TN

Tabla L Aportacién de pendiente de cada término en el diagrama de Mddulos ¥ en le de Arzumentos.
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Diagramas de Bode de sistemas discretos

Margenes de fase y de ganancia

« MARGEN DE GANANCIA (MG): Es el valor

por el que habria que multiplicar (o los dB 20 e .
que habria que sumar) a ganancia para e i
alcanzar el valor de 1 (0 dB) cuando la fase  20kgtiel.as o Actual curve S
es de -180¢9.

) -20
* Sila curva de fase no corta nunca el valor de -

18092 el margen de ganancia sera infinito

I
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
I
|
|
|

* MARGEN DE FASE (MF): Es el angulo (en ~90
grados) que habria que restarle a la fase e ”\I
para alcanzar los -1802 cuando la ganancia ~ 5
es 1 (0 dB). o
* Sila curva de ganancia es siempre inferior a 0 dB o S T I

el margen de fase sera infinito.




Diagramas de Bode de sistemas discretos

Margenes de fase y de ganancia

* MGy MF permiten conocer la estabilidad relativa (o

margenes hasta la inestabilidad) de un sistema de Mg<n[
. . 0
control a partir de su diagrama de Bode. T ! |
q 0w o
* Para sistemas de fase minima, si la respuesta en \ \

frecuencia de la funcidon de transferencia en lazo
abierto G(w)H(w) presenta frecuencias en las que la

. . . . _EDD _BDU
ganancia es positiva y a la vez |la fase tiene un valor

mnnI _mﬂ\

entre -1802 y -3609, el sistema en lazo cerrado M(s) e ng [hreo oo
realimentado negativamente sera inestable => Un 2700 270"
margen de ganancia y de fase negativo indica Sistema estable Sistema inestable
inestabilidad

Si MG>0 y MF>0 Estable

Si MG>0 vy MF<O0 Dudoso

Si MG<0 y MF>0 Dudoso

Si MG<0 y MF<O0 Inestable
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Diagramas de Bode de sistemas discretos

Sistemas de fase minima y no minima

» Sistema de fase minima: todos sus polos y sus ceros estan en el semiplano izquierdo del plano w

» Sistema de fase no minima: tiene algun cero o polo en el semiplano derecho

* Ambos tipos de sistemas tienen el mismo diagrama de Bode de ganancia pero no de fase. En un sistema de
fase minima, el rango de variacion del angulo de fase es el mas pequeno de entre todos los sistemas de ese

tipo.

10w —1)
= wri) M=o

Magrtude (8)

* En general, uno o mas ceros de G (w) se presentan en el semiplano
derecho del plano w, por lo que G (w) es una funcidn de transferencia

de fase no minima.
\\'\-f'/w 5-1)45410)

Praass (deg)

10441454 10)

Universidad
Rey Juan Carlos



Disefio de reguladores mediante la respuesta en frecuencia

Metodologia general

* Diseno del regulador:

1.
2.
3.

Obtener en el diagrama de Bode las constantes de error estatico y los margenes de fase y ganancia
En la zona de bajas frecuencias, determinar la ganancia del controlador para la constante de error dada

Ubicar los polos y ceros de la red de compensaciéon (adelanto-atraso) mediante las técnicas de control
continuo

: : e 27-1
Obtener G (z) a partir de G(w) deshaciendo la transformacion bilineal w = ;%



Compensacion de Adelanto de Fase

Ts+1
GC(S) =K,

-  _—_Kag—Ll g
YaTs + 1 a® 1 “s+b

S+ T s+a El cero se sitla a la

derecha del polo
S + ﬁ

e Laintroduccidn de un par polo-cero puede mejorar el régimen transitorio (disminuir Tr) si el cero esta mas
cerca del origen que el polo <> las ramas del LDR se alejan del eje jw,

* Mejora la respuesta transitoria y suele usarse para mejorar los margenes de estabilidad.

* Para entender el efecto del compensador de adelanto, se muestra sus diagramas de Bode y polar

A 201o¢

D(jw)|

Im A

20log K

20log K
«
-20loga
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Ts+1

Compensacion de Adelanto de Fase Ge(s) = Kaa

Efecto sobre la magnitud

* Los aportes en magnitud son constantes a bajas y altas
frecuencias.

* El aporte a altas frecuencias es siempre mayor que a bajas A 20100
frecuencias => puede acentuar los efectos de ruido en alta o
frecuencia

D(iw -
(J )| 2{_)10,{_;‘%

-20loga

* El aporte en magnitud a bajas frecuencias depende de la 20084

ganancia estatica del compensador

* El aporte en magnitud a altas frecuencias depende de |la
ganancia estatica del compensador y de la separacion polo-
Cero Dl)
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Compensacion de Adelanto de Fase 6.(s) = Kaa Ts+1

als + 1
Efecto sobre la fase
* No aporta fase a bajas y altas frecuencias
* Entre el par polo-cero aporta fase positiva => adelanta la
fase entre el par polo-cero A 2010g | D ()| .
. . T ' 20log =
* Desplaza la frecuencia de cruce de ganancia a la derecha, - a
es decir, disminuye el margen de fase Bdatie
20log K -— w
* El angulo de adelanto maximo: >
Ny . 1-a
* Depende de la separacién polo-cero: sin ¢,,,,, = Tim
a =Factor de atenuacidn Dma]
* Se encuentra en la media geométrica de sus frecuencias 0° “;
. 1 _
esquina: w,, = TVa

* El valor maximo de adelanto es 909, pero en la practica no
suele superar 652
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Compensador

Compensacion de Adelanto de Fase

—Xt%)—»x

s+a

v

“s+b

Método de diseno

1. Determinar la K, que satisface el requisito de error en estado estacionario
* Aplicacion del teorema del valor final:

T
G.(s)G(s) = Kya

1
st 1" G, (s) = G,(s) = K.G(s)

= ——KjaG(s) = ———
als + 4aG(s) als +1

2. Dibujar el diagrama de Bode de G;(jw) = K.G(jw). Determinar el MF (que se habra modificado como

3. Determinar el factor de atenuacién (a) segun la expresion (del diagrama polar):

__1-sin¢ny

Sin = — =
Pmax 1 1+sin ¢,

Con este paso se obtiene la separacion polo-cero que produce la fase necesaria ¢,,
Pero todavia no se sabe dénde se ubican el par polo-cero (sélo su separacion a)
La frecuencia de aporte de fase maximo estara en la media geométrica de la

1 1 1
E(log; + logE) = Wy, = -

separacion polo-cero: log w,, Pero todavia

consecuencia de Kc) y calcular el adelanto de fase que debe aportar el compensador ¢,,,,x Ahadir 5° — 12° debido a
qgue el compensador desplaza la frecuencia de cruce de ganancias (aflade magnitud) y por tanto reduce el MF

* (on este paso e otienela eparacon polo-cerogue producea fase necesaria 0,
Perotodavia no se sabe donde seubican el par poloero (sl s separacion )
v arecuenciade aporte de fase maximo estara en a media geometricade

separacionpolo-cer: og s, = %(log%Jr log%) 3y, = Ti Pero fodavi
'\\

desconocemos a constantede tempo T

desconocemos la constante de tiempo T.

A 4




Compensador

Compensacion de Adelanto de Fase

—Xt%)—»x

s+a

v

“s+b

Método de diseno

1
—201log

—10 - log(a) dB

Una vez calculado e

Graficamente: entrar en el diagrama de magnitud con el valor de magnitud 4 2010z | D)

afadida y leer la frecuencia, que sera w,. Calcular la constante de tiempo del

4. Para calcular la constante de tiempo T que define la posicion del par polo-cero, se debe determinar la
nueva frecuencia de cruce de ganancias w.g4, que debe coincidir con la frecuencia a la cual |a red agrega la
maxima fase. Para ello se calcula la modificacion del diagrama de magnitud debido al compensador, que
“agrega” magnitud en la frecuencia de adelanto maximo (w,,,) de valor:

1+jﬁ

exceso” de magnitud en la frecuencia w,,,, debe buscarse en el diagrama de magnitud
de G;(s) = K.G(s) (sin todavia el efecto del compensador) el punto que serd el nuevo w.; = Wy, que es la
frecuencia donde se ubicara el nuevo MF del sistema. Para ello:

cero (T) a partir de la expresion w,, = wcg =

Numéricamente: evaluar iterativamente hasta encontrar w la expresion:

—201log|K.G(jw)| = —10log(a)

A 4

~10loga

V &



Compensacion de Adelanto de Fase

Ejemplo

Diseifiar un compensador de adelanto de fase para el sistema discreto de la figura, para un periodo de
muestreo T = 0.2s, que cumpla con las siguientes especificaciones:

° > o

MF > 50 X(s) g [ on LK Y(s)
* MG >10dB 4’?—/ @ — Ls+D | |1 | v
* Constante de error de velocidad K, = 257! R >

40

L —

.- .3‘.4_ — T
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Compensacion de Retraso de Fase

1
() = KoL g ST B> 1)
c\S) = RﬁﬁTs+1_ RS+L_ +b B

BT

El polo se situa a la
derecha del cero

* Proporciona una atenuacion en el rango de las altas frecuencias a fin de aportar un margen de fase

suficiente al sistema

* Los compensadores de retardo son, en esencia filtros paso bajo, es decir, permiten una ganancia alta a
bajas frecuencias (mejora el comportamiento en estado estacionario) y reduce la ganancia en frecuencias

altas.

* Reducen el ancho de banda y provoca una respuesta transitoria mas lenta.

AQOlUg D(,u,)|
20log K ———qmm—————— -
-10log 3 4
-20log
2{)1()3‘5
5]
A L == L
D(jw) T3 TN T
0° -—--_.._""\N\i\\\\\\E.-i-"””’j”"_,__———--— -
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Compensacion de Retraso de Fase

Efecto sobre la magnitud

* Los aportes en magnitud son constantes a bajas y altas
frecuencias.

* El aporte a bajas frecuencias es siempre mayor que a altas
frecuencias => atenua los efectos de ruido en alta
frecuencia

* El aporte en magnitud a bajas frecuencias depende de Ia
ganancia estatica del compensador

* El aporte en magnitud a altas frecuencias depende de |la
ganancia estatica del compensador y de la separacion polo-
cero

Universidad
Rey Juan Carlos
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Go(s) = C'B,BT 11

20log K

-10log 3 _
+ 108 -20log 3

20log f;

PminT




Compensacion de Retraso de Fase

Efecto sobre la fase

* No aporta fase a bajas y altas frecuencias

* Entre el par polo-cero aporta fase positiva => atrasa la
fase entre el par polo-cero. Es un efecto en general no
deseado de la compensacion de retardo.

* Desplaza la frecuencia de cruce de ganancia a la izquierda,

es decir, aumenta el margen de fase

e El angulo de retraso maximo:
1-B

* Depende de la separacion polo-cero: sin ¢,,;, = w

f =Factor de atenuacién
* Se encuentra en la media geométrica de sus frecuencias
. 1
esquina: w,, = —
m T\/E

e El valor maximo de retraso es -902, pero en la practica no
suele superar -65¢

Ts+1

Go(s) = C'B,BT 11

No aporta fase a bajas y altas frecuencias

Entre el par polo-cero aporta fase positiva => atrasala
fase entre el par polo-cero. Es un efecto en general no
deseado de la compensacion de retardo.

Desplaza la frecuencia de cruce de ganancia a la izquierda,
es decir, aumenta el margen de fase

El angulo de retraso maximo:

* Depende de la separacidn polo-cero: sin¢,,;,, = —
[ =Factor de atenuaciéon
= Se encuentra en la media geométrica de sus frecuencias
. 1
esquina: w,,;, = ——
q m /B

= El valor maximo de retraso es -909, pero en la practica no
suele superar -652
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Compensacion de Retraso de Fase

Método de diseno

1. Determinar la K que satisfaga la constante de error de velocidad:
* Aplicando el teorema del valor final:

Ts+1 Ts+1 Ts+1
Ge($)G(s) = Kepr 76 = Broya BTs + 1

G1(s) = G1(s) = K.G(s)

2. Dibujar el diagrama de Bode de G, (jw) = K.G(jw), y determinar la frecuencia a la que el MF (que se habra
modificado como consecuencia de Kc) es el deseado, afnadiendo 5° — 12° debido a que el compensador desplaza la
frecuencia de cruce de ganancias (afnade magnitud) y por tanto reduce el MF. Esta frecuencia es la nueva frecuencia

de cruce de ganancia w4

3. Seleccionar la frecuencia de esquina del cero w, = 1/; entre una octava y una década por debajo de la nueva
frecuencia de cruce de ganancia. Esto se hace para evitar los efectos adversos de la fase negativa.

4. Determinar la atenuacidn necesaria para llevar la curva de magnitud a 0 dB en la nueva frecuencia de cruce de
ganancia. Si se considera que esta atenuacion es —20 log (8 la frecuencia esquina del polo viene determinada por

Wp = 1/BT
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Consideraciones

_ Adelanto de fase Retraso de fase

Método Aporte de fase proximo a la frecuencia de cruce para Aporte de fase negativa para mejorar la constante de error,
lograr los polos en LC deseados manteniendo la ubicacion de los polos en LC (margen de fase)
Aumenta el ancho de banda del sistema en LC
Resultados Disminuye el ancho de banda del sistema en LC
Aumenta la ganancia en frecuencias altas
. Suprime el ruido de alta frecuencia
Ventaias Permite lograr la respuesta deseada (polos en LC, MF) P
J Mejora la dindmica de la respuesta (rapidez) . :
Reduce el error en estado estacionario
. Al aumentar el ancho de banda es mas susceptible al . :
Desventajas Empeora la dinamica del a respuesta (rapidez)

efecto del ruido

Aplicaciones

Cuando se desea mejorar la respuesta transitoria Cuando se especifican las constantes de error (estado

(rapidez)

estacionario)

No aplicable

Cuando la fase disminuya rapidamente cerca de la Cuando no existe un intervalo de bajas frecuencias donde la

frecuencia de cruce

fase sea igual al MF deseado
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Introduccion a la representacion
en espacio de estados




Nociones basicas

e Estados: Los estados de un sistema

dindamico son los elementos del _
conjunto minimo de variables tal que x(k + 1) = f[x(k), u(k), k]
su conocimiento en t, junto con las y(k) = g[x(k),u(k), k] x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k)
entradas para t> t, nos permite
conocer toda la dindmica para t> t, x(k + 1) = G(k)x(k) + H(k)u(k) y(k) = Cx(k) + Du(k)
(posicion, velocidad, voltaje, etc.) (k) = Cx(k) + D()u(k) (0) = £[x(0), u(t), 1]
. : yix) = X(K) + u x(r) = fx(z),u(t),?
» Variable de estado: El conjunto de
estados que conforma el conjunto x(k) = vector n (vector de estado) y(1) = g[x(), u(r), 1]
antes descrito. ,
. y(k) = vector m (vector de salida) x(1) = A(6)x(¢) + B(H)u(r)
* Vector de estado: Dado un sistema =
con N variables de estado. El vector de u(K) = vector r (vector de entrada) y(r) = C(t)x(1) + D(t)u(r)
estado es un vector conformado por N G(k) = matriz n * n (matriz de estado) o
elementos que representan el valor de - _ _ X(1) = Ax(1) + Bu(t)
cada una de las variables de estado o H(k) = matriz n x r (matriz de entrada) y(z) = Cx(t) + Du(r)
estados en un tiempo t. C(k) = matriz m * n (matriz de salida)
* Ecuacion de estado: Representacion D(k) = matriz m * r (matriz de transmisién directa)

matematica que relaciona entradas
salidas y estados en el sistema.




Nociones basicas

* Representacion en diagrama de bloques para la obtencidn de la ecuacion de estado lineal en tiempo
discreto y en continuo:

> D
xik + 1)
ulk) x(k) yik)
|—:;‘l H z ' [
G K———

™ D
u(t) x(t) x(t} yit)
C———> B f - dt > C

Katsuhiko OGATA, Discrete-time control systems. Prentice Hall (1994)
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Linealizacion

Para una ecuacion diferencial, no lineal y de primer orden:  Restando las dos ecuaciones:
dx(r)

= Tx(@,u()] - X) _ fxt), u(t))- F[%, 0]
Punto de operacion se asume el estadn estable:

Jx Linealizando la funcién de dos variables:

= =0= f[xu] i
dt d(t) %) _ | yiey-z)+ X quee)-a)
dt CX |1z 3] Uiz 5]
Las variables incrementales: Linealizacion ecuaciones de estado:
x(2) =x(1) —x u(t) =u(t) —u = f[x ()seeesx, ()30, (1), (t)]
La ecuacion linealizada:
dx(t) _of| ...\ of] & = £ @)oo, (0310, (Ot ()]
= X(t)+— u(t n M INE Saeees A N MRS Jaeees
dt  ox|s (t)+ 5 - (t) &’f g

Existe un vector de entradasﬁque lleva al sistema al punto de equilibrio:

X=F(X,U)=0
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Linealizacion

Expansién en serie de Taylor:

ﬁ:r(fm,f_ +11)
dt
_ A _ A _ }fzﬁ(f,ﬁhﬁ @i B s
X=X +X U=U +U Y=Y +Y Xlgg  Ouly g
X=X-X U=U-U Y=Y-Y (df,  dfy) (df,  df)
E i dx, dx, oF . du, duﬁ
kd;r] dx” . kdu, d”p) -
Comparando con la original:
diX)_dX+X) _ %480 y=CX +DU
dt dt
| OF OF
"oy, oulz 7 (b, dh) (dh  dh )
La ecuacién de salida: ah dx, —  dx, b ah du, du,
, c=<" - =— =| . .
¥y = B (O, (20, (0),este (1) ol o dh, d, duley | dh, dh,
¥y = b5 (e X, (8, (0)sener e (1) | dx, dx, )|__ | du, du, || __
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Controlabilidad y observabilidad

“La ecuacion de estado de un sistema es completamente controlable si existe una entrada U(t),
que pueda transferir cualquier estado inicial a cualquier estado final en un tiempo finito, en
caso contrario no es controlable”

C=(B:4B:.....:4""B)

Sistema controlable si y sélo si rango € =n,

x1k+1)] -1 0 o071[xi)] n1
xz(k+ 1) =[n -2 u] x2(K) [+ | 1| u(k)
13[k+1] 1 0 -1 _xg(k) 1
o)L 1 2 b
2k) T 12 2 4l (k)

“Un sistema es completamente observable si y solo si existe un tiempo finito t, tal que el estado
inicial se puede determinar a partir de las salidas y de las entradas ”

([ C ) nk+D] 1 0 o01[a®] 1
x(k+1)| = l-1 -0.8 u] x5 (k) +[n u(k)
o-| ¢ ah+n] Lo -1 —dlmw| b
x1(k)
- yik)] =[1 1 0][xz(k)

Sistema observable si y sélo si rango O =n
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Consideraciones

* Si un sistema esta completamente caracterizado por su funcion de transferencia la
descripcion por variables de estado es controlable y observable.

Si el sistema es controlable y observable esta completamente caracterizado por
G(s) y esta se puede emplear para analisis y diseino.

Una funcion racional es irreducible si y solo si no hay términos comunes entre los
polinomios del numerador y denominador, excepto una constante.

Un sistema esta completamente caracterizado por su funcion de transferencia
propia e irreducible G(s), si el grado de esta es igual al nUmero de variables de
estado del sistema.




Ejemplo de resolucion de problema

Dado que tanto la Funcidn de transferencia como las ecuaciones de estado representan al
sistema, ambos modelos estaran relacionados

Ia)a&:fc);n el sistema Para el caso invariante la transformada de Laplace es
Xx(t .
= =A+x(t)+ B *u(t) L{X} — L{AX(t) + BU(E)}
y(t) = Cx(t) + Du(t) sX(s) — X(0 = AX(s) + BU(s)
(sI — A)X(s) = X(0) + BU(s)
X = AX+BU
Y=CX+DU

X(s) = (s1-A)"'X(0) + (sI—A)"'BU(s)

Respuesta debida Respuesta debida
al estado inicial a la entrada externa




Ejemplo de resolucion de problema

Solucion en tiempo:

X()=e"X(0)+ j.e’“""')BU (r)dt

Se define la matriz de transicion de estados: 0

O(t) =e™ =L {D(s)]
D(s) = (SI — A)_1

Comparando las soluciones en el tiempo y la frecuencia: Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia
“Atribucion-Compartirigual 4.0 Internacional” de Creative Commons,

X(f) - SD(ZL)X(Oz + j (D(ZL — Z')B U(T)d’l' disponible en

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

Respuesta no forzada N .,
( Homogenea o natural o a entrada cero)

e
Respuesta forzada o en estado cero

d(t) relaciona el estado en cualquier tiempo t con el estado en el instante inicial.
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