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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 1 (Ordinaria), 2021/04/14

Ejercicio 1. (a) (1 punto) Decidir si existe el siguiente limite o no y en caso afirmativo calcular su

valor:
1 —cos(xy)
(x,y)—(0,0) X2y2 + x2y4’

(b) (1 punto) Hallar de forma razonada los valores del coeficiente k en el numerador para que el
siguiente limite exista y calcular dicho limite:

x4 +3x% + ky?

im
(xy)—(00) X2+ y?

Ejercicio 2. (a) (1,5 puntos) Hallar todos los puntos criticos de la funcion

fx,y) =axy? —=x*y* —=xy?,

y analizar aquellos puntos criticos que tengan componente y diferente de 0 para precisar
cuales son maximos y minimos locales.

(b) (1,5 puntos) Hallar los maximos y minimos absolutos de la misma funcién f(x, y) definida en
el apartado (a) sobre el triangulo cerrado (con frontera incluida) con vértices los puntos de
coordenadas (0,0), (0,6) y (6,0).

Ejercicio 3. (2,5 puntos) Hallar el volumen de la regién soélida limitada superiormente por el para-
boloide 4z = x? + y?, inferiormente por el plano z = 0 y situada dentro del cilindro x? + y? = 8x.

Ejercicio 4. (2,5 puntos) Hallar el volumen de la region sélida situada encima de la superficie
—x? — y2 +22=1

y debajo del plano z = 3, en coordenadas positivasx > 0, y > 0.
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/26

Ejercicio 1. (a) (1,25 puntos) Se considera el campo vectorial
F(x,y,2) = (yze",xze —z,e" — y).

Calcular la integral de linea fcf- ds, donde C es cualquier trayectoria entre los puntos P =
(1,1,00yQ =(2,2,2).

(b) (1,25 puntos) Sea C; la circunferencia de radio 1 centrada en el origen y C; la circunferencia
de radio 2 centrada en el origen. Sea F = (Fy, F;) un campo vectorial que cumple la siguiente
relacién dentro de la corona comprendida entre las circunferencias Cy y Ca:

— - — =X+ y-.
ox ay y

Calcular la integral de linea »[Cz F - ds usando la informacion anterior y sabiendo ademas que
| F-ds=1o0.
,

Ejercicio2. (a) (1,25 puntos)Se considerala superficie S que es la parte de la semi-esfera superior
x>+ y?>+ 272 =1,z > 0 con la propiedad de que

1 2

<x’+y*<

MW

Establecer una parametrizacion de la superficie S.

(b) (1,25 puntos) Usando el apartado (a), calcular la integral de superficie sobre S del campo vec-
torial

F(x,y,2) = (x,,2).

Ejercicio 3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

x2y2

(@) (1,5 puntos) y’ = ~ a3

(b) (1,5 puntos) x2y’ = 3(x2 + y?) arctan £ + xy.

Ejercicio 4. (2 puntos) Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
. , e In x
Yy +4y +4y = ——.

Encontrar después la solucion (si existe) que ademas cumpla las condiciones (de frontera) y(1) = 0,
y(e) =0.
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/08/07

Ejercicio 1. (a) (1,5 puntos) Decidir si existe el siguiente limite o no y en caso afirmativo calcular
su valor:

1
lim  tan(x®+ y?) arctan [ ——— | .
(x.y)—(0,0) 2y (x2 + yZ)
(b) (1,5 puntos) La misma pregunta que en el apartado (a) para el limite

X%+ y?

lim .
(6y)=(0.0) /1 +x2 +2y2 — 1

Ejercicio 2. (a) (2 puntos) Hallar todos los puntos criticos de la funcién

1
f(X:J/)=X2+y2+X2—y2,

y precisar cuales son maximos y minimos locales. beginImportante: resolver en detalle el sis-
tema de ecuaciones obtenido.

(b) (2 puntos) Hallar los extremos globales (absolutos) de la funcién

gx,y) =2xy —x -y,

sobre el dominio acotado (incluyendo su frontera) {y < 4, y > x?}.

Ejercicio 3. (3 puntos) Sea W la region sélida comprendida entre el cilindro x2 + y2 = 1, el cilindro
x?>+y2=4ylosplanosz =0y z = x + y + 5. Calcular la integral triple

[l
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/08/07

Ejercicio 1. (a) (2 puntos) Calcular la siguiente integral de linea:

J ye“dx +xe’ dy,
c

donde C es el contorno del triangulo de vértices (-1, 0), (0, 3), (0,2) recorrido en el orden
indicado por los vértices.

(b) (2 puntos) Se considera el campo vectorial F(x, y, z) = (xy, 2z, 3y). Se pide calcular la integral

de linea
I F - ds,
C

donde C es la curva de interseccién entre el cilindro x2 + y2 =9y el plano x + z = 5.

Ejercicio 2. (2 puntos) Calcular la integral de superficie
ﬂ F-dS, dondeF(x,y,z)= (x3 +y3 342373 +x3)
s

y S es esfera de centro (0,0, 0) y radio 2.

Ejercicio 3. (a) (2 puntos) Resolver la ecuacién diferencial

, 2xy—-ylny
X4y

(b) (2 puntos) Resolver la ecuacion diferencial lineal de sequndo orden
y” +9y = 3cos(3x) — 2sin(3x)

y después encontrar las soluciones que también cumplan (al mismo tiempo) las condiciones
de frontera

3"

o= y(F)-F
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 1, 2022/03/21
Ejercicio 1.  (a) (0,75 puntos) Decidir si existe el limite o no (y en caso afirmativo calcular su valor)
x—-y-1
[im Xy
xy) =21 X =y =1

(b) (1 punto) Se considera la funcién

2In(1ex2+y?) 0Py
fx,y) = 20yt (6y) #(0,0)
1, (x,y) = (0,0).

Estudiar la continuidad de la funcién f(x, y) en el punto (0, 0).

(c) (0,75 puntos) Calcular la derivada parcial ‘;—ﬁ(o, 0), donde f(x, y) es la misma funcién que en
el apartado (b).

Ejercicio2. (a) (1,25 puntos) Hallar los maximos y minimos absolutos de la funcién f(x, y) =
—x?> —3y? +4y + 1 sobre el discoderadio 1 D = {(x, y) : x*> + y? < 1}.

(b) (1,25 puntos) Encontrar todos los puntos de coordenadas (x, y, z) en el espacio tales que per-
tenezcan a la superficie xyz = 8 y que realicen la distancia minima respecto al origen (0, 0, 0).

Ejercicio 3. (2,5 puntos) Calcular el volumen de la region sélida W limitada inferiormente por el
paraboloide z = x? + y? y superiormente por la esfera x? + y? + z°> = 6.

Ejercicio 4. (2,5 puntos) Calcular la integral triple

[l

donde W es el sélido limitado por el cilindro parabélico z = y? y los planos z =4, x =0y x +z = 6.
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 2, 2022/05/16

Ejercicio1. (a) (1,25 puntos) Se considera el campo vectorial
F(x,y) = (4x3y2 - 2xy3, 2x4y - 3x2y2 + 4y3) .

Calcular la integral de linea Jc F - ds, donde C esla curva c(t) = (t + sin(mt), 2t + cos(mt)), con
0<t<1.

(b) (1,25 puntos) Calcular la integral de linea fc 2xydx + (x2 + x)dy, donde C es el tridngulo de
vértices (—1,0), (1,0) y (0, 1) recorrido en el sentido indicado por el orden de estos vértices.

Ejercicio2. (a) (1,25 puntos) Calcular la integral de linea del campo vectorial
FOGy,2) = (x+ Y2y + 22,2+ x%),
sobre la curva C que es el contorno del tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1).

(b) (1,25 puntos) Una superficie S admite una parametrizacion S(u,v) con0 <u <2,0<v <4y
tal que se cumplan las siguientes igualdades:

S oS

—(u,v) =(2,0,1), —(u,v) =(4,0,3).

W) =201, T(wv)=(403)
Con esta informacién, calcular el area de la superficie S.

Ejercicio 3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
(a) (1,25 puntos) % = %
(b) (1,25 puntos) x?y’ = y? + 2xy.
Ejercicio 4. (2,5 puntos) Resolver la siguiente ecuacion diferencial

y" =3y’ +2y =e® +4sin x.

Encontrar después la solucion (si existe) que ademas cumpla las condiciones (de frontera) y(0) = 0,
y(m) = 0.
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 1 (Extraordinaria), 2022/06/27

Ejercicio 1. Determinar si los siguientes limites existen y en caso afirmativo calcularlas:

(@) (1,25 puntos)( lim X

x,y)—(0,0) \/x2+y2+4—2'

i (x=1)%1In x

(b) (1,25 puntos) (x,yl)l—>(1,0) Iy

Ejercicio2. (a) (1,25 puntos) Determinar todos los puntos criticos de la funcion

2

f(x,y) = (4y? —xP)e ™"~V

que se hallan en el interior del circulo x? + y? = 2, y calcular el valor de f(x, y) en cada uno de
ellos.

(b) (1,25 puntos) Estudiando la frontera y comparando con los valores obtenidos en el apartado
(a), hallar los maximos y minimos absolutos de la funcién f(x, y) sobre el disco x? + y? < 2.

Ejercicio 3. (2,5 puntos) Calcular la integral triple

[ zemrav
w

donde W es el sélido interior al cilindro x2 + y2 = 4, exterior al cilindro x? + y?> = 1y limitado
inferiormente y superiormente por los planosz =1y z = 3.

Ejercicio 4. (2,5 puntos) Sea D laregién plana que se encuentra en el interior del circulo x?+(y—1)% =
1 (de centro (0, 1) y radio 1) y en el exterior del circulo x? + y? = 1. Calcular HDX dA.
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Ing. Electrénica Industrial y Automatica Parcial 2 (Extraordinaria), 2022/06/27

Ejercicio 1. (2,5 puntos) Sea C la curva compuesta por un tramo de la parabola y = x? y un tramo
de la parabola y = 8 — x2, unidos por los puntos de corte de las dos parabolas. Calcular la integral
de linea

J (xy —e®)dx + (2x*> — 4y®) dy.
c

Ejercicio 2. Se considera la superficie S formada por la porcién del paraboloide z = x? + y?> — 1 entre
los planos z =0y z = 1. Se pide:

(a) (1,25 puntos) Parametrizar la superficie, especificando los limites de los parametros.

(b) (1,25 puntos) Calcular la integral de superficie HSX dS, donde S es la superficie del apartado
(a).

Ejercicio 3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden
(a) (1,25 puntos) £ dx + (y*> — In x) dy = 0.
(b) (1,25 puntos) (x + ye¥’*) dx — xeY/* dy = 0.
Ejercicio 4. (2,5 puntos) Resolver la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden

y" —4y’ +4y = 6e* +2sin x — Cos X.
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Ing. Materiales/Energia Parcial 1 (Ordinaria), 2021/04/21

Ejercicio 1. Sea f: R? — R dada por la siguiente expresién:

x?sin(x) + y '
foy)=3 x2+y2 (x,y) # (0,0);
0, (x,y) = (0,0).

1. (12 puntos) Estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de f
en el punto (x, ¥) = (0,0). En caso de existir, escribe el gradiente de f en (0,0), Vf(0,0) y el
valor de la diferencial de f en (0, 0) aplicada al vector (2,-4),df(0,0)(2, —4).

2. (16 puntos) Repite el estudio anterior en todo punto (x, y) # (0, 0), justificando con detalle tu
respuesta. En caso de existir, calcula Vf(0,1) y df(0,1)(2,—4) (en cuyo caso no es necesario
simplificar V£ (x, y)).

3. (8 puntos) Sea g : R? — R? de clase C' tal que

90.0=0.1) vy Je@0.0-(3

Calcula, si existen,
V(fog)(0,00 'y Jac(g~")(0,1).

Ejercicio 2. Dado el polinomio p(x, y) = 3x?> — x3 + xy? + y? definido sobre todo R?, se pide:
1. (12 puntos) Determina y clasifica, si posible, todos los puntos criticos de p.

2. (4 puntos) Suponiendo que hayas encontrado extremos locales, ;podrias asegurar o descartar
que estos sean globales?

3. (12 puntos) Considera ahora el recinto D = [-1, 1] X [-3, 3]. Determina, justificando su exis-
tencia, los extremos globales de p en D.

Ejercicio 3. Se considera el cono de ecuacion z = 4 — /x2 + y2.

1. (6 puntos) Siendo R el s6lido encerrado por el cono en el semiespacio superior, estos es,
R={(x,y,2) eR3:0<2<4,0<x’+y?<(z-4)?)
describe dicho conjunto en coordenadas cilindricas.

2. (10 puntos) Calcula el volumen de dicho sélido.
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Ing. Energia Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/19

Ejercicio 1. La cardioide es la curva cerrada del plano dada en coordenadas polares, (p, 8), por la
expresion p(8) =1+ cos @, con 8 € [0, 2m].

a) (2 puntos) Expresa la curva en coordenadas cartesianas, r(t) = (x(t), y(t)) e indica su orien-
tacion.

Considera ahora el campo vectorial F(x, y) = ex/z((z — COoS )i+ 2sin yj).
b) (6 puntos) Comprueba que el campo es conservativo y calcula el potencial asociado.
Sea C la mitad superior de la cardioide (con la orientacién dada por la paremetrizacién).
C) (6 puntos) Calcula fc F - dr sirviéndote del potencial.

d) (6 puntos) Calcula fc F - dr sin utilizar el potencial (ayuda: tiene truco).

Ejercicio 2. Sea S el hemisferio norte de la esfera de radio 2 y centro 0 con orientacion interior, y
sea C el paralelo ecuatorial con orientaciébn compatible.

a) (4 puntos) Parametriza ambos objetos, indicando si la orientacién dada por la parametrizacién
coincide con la establecida.

Considera ahora el campo vectorial F(x, y) = (x + y)i+ (z = y)j+ (x — 2)k.
b) (2 puntos) Calcula la divergencia y el rotacional de F, indicando su caracter conservativo.

¢) (14 puntos) Calcula fc F-dr de dos formas diferentes usando Unicamente los objetos indicados.
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Ing. Energia Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/19
Ejercicio 3. Estudia la existencia y unicidad de solucién del PVI

2y +(1=x)(1+x)?)dx - (1-x?)dy =0

y(4) =5
asi como su posible determinacion.

a) (4 puntos) Escribe la EDO en forma normal y determina la region del plano donde existe solu-
cion y donde ésta es Unica (ayuda: simplificar).

b) (12 puntos) Halla la solucion general de la ecuacién aplicando el método de resolucion de
ecuaciones lineales de primer orden.

1) Escribe la EDO en forma estandar.
11) Introduce un factor integrante e identifica la EDO asociada.
. .z . . 2 _ 1 1
1) Determina una solucion para el factor integrante (ayuda: = = ;=5 — 7)-

1Iv) Determina la solucién general de la EDO original.

¢) (4 puntos)Resuelve, si posible, el PVIindicando el mayor intervalo para el cual se tiene unicidad
a lo largo de éste.

Ejercicio 4. Se quiere determinar la familia biparamétrica de soluciones de la EDO
ly” —3y" +7y = (4+3x)e” % + 5 cos(V5x)e>
> .

Sigue para ello el siguiente esquema.

a) (8 puntos) Obtén la solucién general de la ecuacion homogénea, esto es, %y” -3y’+7y =0.

b) (6 puntos) Obtén una solucion particular de la ecuacién no-homogénea considerando Unica-
mente el término fuente g (x) = (4 + 3x)e~%.

¢) (4 puntos) Repite con g,(x) = 5cos(V5x)e>, pero sélo indicando la forma de la solucién
particular.

d) (2 puntos) Determina la solucion general de la EDO original.
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Ing. Energia Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/07/05
Ejercicio 1. Sea f: R? — R dada por la siguiente expresién:

xy?
fF,y) = {x2+y? (x,y) # (0,0);

0, (x,¥) =1(0,0).
a) (12 puntos) Obtén una expresién para g—f(x, y) para todo (x, y) € R2.
VO=X) () (0,0)
sol: Lx,y) =1 (2+y2)2° Y P
0, (x,y) =(0,0).

b) (16 puntos) Estudia la continuidad de % en (0,0).
Sol.:axf ¢ C°(0,0)

c) (** puntos) ;Qué deduces de ello respecto a la diferenciabilidad y continuidad de f en (0, 0)?
Sol.: No podemos descartar nada.

d) (8 puntos) Sea g: R? — R? de clase C' tal que

-2 6
g(43)=(21) vy Jac(g)(4,3):(0 1)-
Calcula, si existen,
V(fog)(43) 'y Jac(gTH(21).
Ejercicio 2. Dado el polinomio p(x, y) = x> + 2y> — 6x y definido sobre todo R?, se pide:

a) (12 puntos) Determina y clasifica, si posible, todos los puntos criticos de p.
Sol.: Pto. silla, (0,0); minimo rel., (V4, V2).

b) (4 puntos) Suponiendo que hayas encontrado extremos locales (independientemente de que
lo hayas hecho o no), ;podrias asegurar o descartar que estos sean globales?

¢) (12 puntos) Considera ahora el recinto D delimitado por el eje de abscisas, la bisectriz y = x y
la vertical x = 2. Determina, justificando su existencia, los extremos globales de p en D.
Sol.: Minimo abs., (V4, ¥2); maximo abs. (2, 0).

Ejercicio 3. En los siguientes calculos integrales, ademas de obtener el valor requerido, representa
y/o describe el recinto de integracion segin sea conveniente.

a) (12 puntos) jozﬁ ff V4 — x4dx dy
Sol.: 4/3

b) (12 puntos) Calcula el area encerrada entre la circunferencia de centro O y radior = 2y la
cardiode de ecuacion polar r = 1 + cos 6.
Sol.: 57/
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Ing. Energia Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/07/05

Ejercicio 1. Sea C el <muelle> cuya parametrizaciéon en coordenadas cilindricas, (r, 8, z), viene dada
por las ecuaciones r = 1y 8 = 5%z, con |z| < 1, uniendo asi puntos diagonalmente opuestos del
planoYZ.

a) (5 puntos) Expresa la curva en coordenadas cartesianas, r(t) = (x(t), y(t),z(t)), comprueba
gue une puntos como los mencionados, calcula el vector tangente al pasar por el plano XY e
indica su orientacion (giro respecto al eje 0Z2).

b) (3 puntos) Calcula la longitud de la curva.
Considera ahora el campo vectorial F(x, y) = zi + (3y? — sin(y — 2))j + (x + sin(y — 2))k.

¢) (7 puntos) Calcula la divergencia y el rotacional de F, indicando su caracter conservativo, y
calcula su potencial de ser posible.

d) (7 puntos) Calcula fc F - dr de la forma mas simple posible (con los resultados obtenidos).

e) (** puntos) Calcula fc F - dr de forma alternativa.
Solucion: V- F = 6y —cos(y —2), f =xz+y>+cos(y - z), [ F-dr=2

Ejercicio 2. Dado R, el tronco de esfera de ecuaciéon z = 4/25 — x2 — y2 limitado por los planos z = 0
y z = 4, sea S su superficie (con orientacion exterior). Dicha superficie puede descomponerse en
tapa, T, base, B, y lateral, L.

a) (8 puntos) Parametriza graficamente L, dando el dominio para (x, y), calcula el vector per-
pendicular a la superficie (no es necesario normalizarlo) e indica si la orientacion dada por la
parametrizacion coincide con la establecida.

b) (10 puntos) Calcula HL zk - dS directamente (ayuda: cambio a polares).

¢) (10 puntos) Calcula ﬂs zk-dS indirectamente (ayuda: cambio a cilindricascon 0 < r < V25 — z2).

d) (** puntos) ;Qué se deduce de los resultados anteriores? ;Era de esperar?
Solucion: 1287/, 2367/, [, . zk - dS = 361

Ejercicio 3. Estudia la existencia y unicidad de solucién del PVI
3yx?dx — (x> +2y*)dy =0
yCGl) =3/

asi como su posible determinacion.

a) (6 puntos) Escribe la EDO en forma normal y determina la region del plano donde existe solu-
cién y donde ésta es Unica.

3yx? 3 4
Brayr X +2y*#0

Solucién: y’ =

b) (18 puntos) Halla la solucion general de la ecuacién aplicando el método de resolucion de
ecuaciones diferenciales exactas.
1) Determina si la ecuacion es exacta. Solucion: My = 3x? # —3x2 = Ny
11) En caso contrario:

= introduce un factor integrante en la EDO;
m establece la EDP asociada al factor integrante;
» simplificala y obtén una EDO bien definida para el factor integrante; y
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Ing. Energia Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/07/05

= determina el factor integrante.
AL 2 _ 1
Solucién: py, = —SH u(y) = 7

1) Determina la solucién general de la EDO original.

¢) (6 puntos)Resuelve, si posible, el PVIindicando el mayor intervalo para el cual se tiene unicidad
alo largo de éste.

Solucion: x> =2y4+Cy,C =0~y =/3x3, x>0
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Ing. Energia Parcial 1 (Ordinaria), 2022/03/30
Ejercicio 1. (16 puntos) En caso de existir, calcula el valor de los siguientes limites.
1 1=
lim (x + y)? nom (3] -tos (55)
Ty == (x = 1)2+ (y +1)2 " (x,y)—(0,0) X2+ y?
Sol.1.3L=0; ILAL.

I

Ejercicio 2. Sea f: R? — R la funcién dada por la siguiente expresion:

X3 —y4
fooy) = xtayz 09 # (00)

0, (x,y) = (0,0).

a) (10 puntos) Calcula la derivada direccional de f en (0,0) en una direccién genérica (a,b) #
(0,0), esto es, D(q,5)f(0,0). (Ayuda: no normalizar).

afp2, b #0;

Sol.: D (4,5 f(0,0) = g b0

b) (10 puntos) Asevera o refuta la diferenciabilidad de f de dos formas diferentes.
Sol.: 1. AD (4,0)f(0,0); I D(gp)f(0,0) nolineal; IIL f ¢ C°.
Ejercicio 3. Sea g(x,y) = (xe¥,my +cosx)y f: R> — R tal que Vf(mr,-1) = (2, —-3m).
a) (4 puntos) Calcula Jac(g)(m, 0).
b) (4 puntos) Calcula V(f o g)(m, 0).
) (4 puntos) CalculaJac(g~")(m, -1).
Ejercicio 4. Dado el polinomio p(x, y) = x> + 3x?y — 3y? definido sobre todo R?, se pide:

a) (12 puntos) Determina y clasifica, si posible, todos los puntos criticos de p.
Sol.: Pto. silla, (-1, %); no concluyente, (0, 0).

b) (4 puntos) Suponiendo que hayas encontrado extremos locales, ;podrias asegurar o descartar
que estos sean globales?

¢) (12 puntos) Considera ahora el recinto D delimitado porlasrectasx =1,y =1ey =1—x.
Determina, justificando su existencia, los extremos globales de p en D.
Sol.: Min. global, p(0, 1) = —3; max. global, p(1,3) = 1.

Ejercicio 5. En las siguientes integrales, ademas de obtener el valor requerido, representa y/o des-
cribe el recinto de integracién seglin sea conveniente.

a) (12 puntos) Calcula f(; f:& cos (%y3) dy dx.
.2\2
Sol.: 3r

b) (12 puntos) Calcula el volumen encerrado por los cilindros de ecuaciones x2+ y2 = 4y x>+ y? =

9y los planos de ecuacionesz =0y z =x — y +5.
Sol.: 25m
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Ing. Energia Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/26
Ejercicio 1. Sea F el campo vectorial
F(x,y,2) = ye % (yi +2j - 2yk)
y sea E la curva parametrizada por
r(t) = 2"+ (cos 2t — 3sin Zt)j + (1 + t*)k
cont € [0,1].
a) (5 puntos) Comprueba si el campo F es conservativo.

b) (10 puntos) Calcula fE F-dr.

Por otro lado, sea C la curva formada por los bordes laterales y superior del rectangulo de esquinas
diagonalmente opuestas (1,0) y (3, 1).

) (10 puntos) Sin parametrizar C, pero asignandole orientacién, calcula Ic y dx + % dy.

Sol.:b) f(4,-3,2) — f(2,1,1) =8; )8, con C = (1,0) — (1,1) —> (3,1) — (3,0).

Ejercicio 2. Sea R la regidén del semiespacio superior encerrada por el paraboloide eliptico de ecua-
conz=1- (%1% - (%)% ysea S = 3R su frontera.

a) (5 puntos) Siendo S = P U B, donde P es la cubierta del paraboloide y B la base, parametriza
sendos objetos indicando claramente la orientacién inducida.

b) (20 puntos) Calcula ﬂs yj - dS de dos formas diferentes.

Sol.: 3 con orientacion <exteriors.

Ejercicio 3. Dada la siguiente EDO:
y"' =2y'+y=¢e".
a) (6 puntos) Clasificala de manera justificada.
b) (20 puntos) Resuélvela detalladamente.
Solucioén:

a) Se trata de una ecuacién lineal de coeficientes constantes no homogénea.

b) Para resolverla seguimos el método de variacién de constantes una vez resuelta la ecuacién
lineal homogénea asociada. Para resolver esta, hallamos las raices de la ecuacion caracteristi-
ca

NP —20+A=(QA-1)?=0,

es decir, la raiz es A = 1 con mutiplicidad 2. Por tanto la solucién de la ecuacién lineal ho-
mogénea asociada es
yh(x) = C1e* + Coxe™.

Para resolver la no homogénea, tenemos en cuenta que el conjunto fundamental de e* es e*,
pero como ellay xe* estan incluidas en las soluciones de la homogénea, multiplicamos por x2
y la solucién particular, y sus derivadas, tendran la forma

Yp(x) = Ax%e”
¥p(x) = 2Axe* + Ax?e

yp(x) = Ax%eX + 4Axe* + 2Ae
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Ing. Energia Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/26

Sustituimos en la ecuacién original
(Ax2e* + 4Axe* + 2Ae*) — 2(2Axe* + Ax%eX) + (Ax%e¥) = €.
y despejando A = 1/2. Por tanto

1
y(x) = C1e¥ + Coxe* + Exze"
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Ing. Energia Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/26

Ejercicio 4. Responde a las siguientes preguntas marcando solamente una casilla para cada pregun-
ta. Cada respuesta correcta suma 6 puntos, cada respuesta errénea resta 3 puntos, no responder
no penaliza.

a) Dadala EDO
y® —9y” 116y —18y3 +29y” — 9y’ +14y =0,

la solucién general viene dada por
B y(x) =Cie”™ + (% + C3co5(x) + C45in(x) + Csx cos(x) + Cex sin(x)
O y(x) = C1e” + Coxe™ + C3e + C4xe® + Cs5cos(x) + Cx cos(x)

O y(x) = C1e”* + C2e% + C3xe® + C4cos(x) + Csx cos(x)

Solucion: No hace falta hallar las raices del polinomio caracteristico. El nimero de soluciones ha
de ser 6 (el grado de la EDQ) y en las soluciones complejas senos y cosenos siempren van juntos.

b) La ecuacién
X2y — (%x3 +2y3)y’ =0
(] Es exacta y homogénea.
[J Es exacta pero no es homogénea.

m Ninguna de las dos anteriores.

Solucién: £s homogénea (grado tres en ambos lados), pero no es exacta ya que las derivadas se
diferencian en el signo.

c) ¢Qué valor tiene que tener k para que la siguiente ecuacién sea exacta?
Bxy? +20x%y>) dy + (Y2 + kxy* —2x) dx =0

O k=8
m k=10

[J Ninguna de las dos anteriores.

Solucién: Las derivadas dan, con k = 10, 3y? + 40x y3. Hay que fijarse que dy estd a la izquierda
y dx a la derecha.

d) Dadala EDO
(3x5y8 - y3) dx + (5x6y7 +x3) dy =0,

un factor integrante es

U xy

mx3y3

[J Ninguna de las dos anteriores.

Solucién: Derivar y comprobar.
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Ing. Energia Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/26

Ejercicio 5. Responde a las siguientes preguntas marcando solamente una casilla para cada pregun-
ta. Cada respuesta correcta suma 6 puntos, cada respuesta errénea resta 3 puntos, no responder
no penaliza.

a) ¢Qué valor tiene que tener k para que la siguiente ecuacién sea exacta?
(Bxy? +20x%y>) dy + (Y2 +kxy* —2x) dx =0
O k=10
0O k=38

[J Ninguna de las dos anteriores.

b) Dadala EDO
(3x°y8 — y3) dx + (5x°y” +x3) dy = 0,

un factor integrante es
0 X—3y—3
O xy

[J Ninguna de las dos anteriores.

c) La ecuacién
X’y -3 +2y°)y =0

[J Es exactay homogénea.

0] Es exacta pero no es homogénea.

[J Ninguna de las dos anteriores.

d) Dada la EDO
y® —9y® 116y —18y> +29y” — 9y’ +14y =0,

la solucion general viene dada por

O y(x) = Cre”* + C2e% + C3xe? + C4cos(x) + Csx cos(x)
O y(x) = Cre”* + Coxe™ + C3e? + C4xe® + Cs5 cos(x) + Cex cos(x)

O y(x) = C1e”* + C2e% + C3cos(x) + C4sin(x) + Csx cos(x) + Cex sin(x)
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Ing. Energia Parcial 1 (Extraordinaria), 2022/06/29

Ejercicio 1. (16 puntos) En caso de existir, calcula el valor de los siguientes limites.

1—Ixyl . 1
. . lim tan(x +y)arctan | >——
xy)—=(1-1) X = |y| (x.y)=(0,0) X*+y

Sol.;I.AL; IL3L=0.

I

Ejercicio 2. Sea f: R? — R la funcién dada por la siguiente expresion:

X6 + y6
foy) =3 x2+y2° (x,y) # (0,0);

0, (x,y) = (0,0).

a) (10 puntos) Obtén una expresion para ‘;—)’:. ¢Es continua?

b) (10 puntos) Sin mas calculos, asevera o refuta la diferenciabilidad y continuidad de f.

Sol: 32 (0,0) = ADf(0,0) = ¢f € C°(0,0)% f € C'(R?\{(0,0)}).

Ejercicio 3. Seag(x, y) = (x log y,tan %) y f: R? — R tal que Vf(0,0) = (3,1).

a) (4 puntos) Calcula Dg(m, 1)(a, b) para cualquier vector (a, b) € R2.
b) (4 puntos) Calcula %(n, 1).

) (4 puntos) CalculaJac(g~")(0,0).

Sol.: a) (b, a — mh); b) 2m; ¢) (1 (1))

Ejercicio 4. Dado el polinomio p(x, y) = 4x% — kxy + y? definido sobre todo R? y donde k € R es
un parametro fijado, se pide:

a) (8 puntos) Determina los puntos criticos de p segun los valores de k.
b) (8 puntos) Clasifica los puntos criticos de p parak = 1,4, 6.

¢) (12 puntos) Considera la regién D delimitada por la elipse de ecuacion 4x2+y? = 4. Determina,
justificando su existencia, los extremos globales de p en D cuando k = 1.

Sol.: a) m k # +4, crit(p) = {(0,0)}; = k = +4, crit(p) = {(x, £2x)}; b) » k = 1,4, minimo(s) local;
= k = 6, punto de silla; ¢) = minimo global, p(0,0) = 0; = maximo global, p(+v2/2, ¥V2) = 4.

Ejercicio 5. En las siguientes integrales, ademas de obtener el valor requerido, representa y/o des-
cribe el recinto de integracién seglin sea conveniente.

6V1 —x4dx dy.

101
a) (12 puntos) Calcula fo J?/T’
b) (12 puntos) Calcula el volumen encerrado por los cilindros de ecuaciones x2+ y2 = 4y x?+ y? =
9y los planos de ecuacionesz=0yz =x — y + 5.

Sol.: a) 1; b) 25m.
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Ing. Energia Parcial 2 (Extraordinaria), 2022/06/29

Ejercicio 1. Considera la rosa polar de 4 pétalos, esto es, la curva determinada en coordenadas
polares, (r,0), por la ecuacién r = sin(260) y sea C el pétalo que dibuja en el primer cuadrante para
0 € [0,7/].

a) (4 puntos) Expresa la curva en coordenadas cartesianas, r(8) = (x(6), y(6)), comprueba si la
curva es cerrada e indica la orientacién por medio del vector tangente para 8 = 7/a,

b) (4 puntos) Comprueba si el campo F(x, y) = yi + 9xj es conservativo.
¢) (12 puntos) Calcula el trabajo fc y dx +9x dy.
d) (5 puntos) ;Concuerdan los resultados obtenidos? Justifica tu respuesta.

Sol.:m

Ejercicio 2. Sea R la regién del semiespacio superior encerrada por el paraboloide eliptico de ecua-
cionz =1-(%1)% - (£)?ysea$S = aR su frontera.

a) (5 puntos) Siendo S = P U B, donde P es la cubierta del paraboloide y B la base, parametriza
sendos objetos indicando claramente la orientacién inducida.

b) (20 puntos) Calcula HS yj - dS de dos formas diferentes.

Sol.: 3 con orientacion <exteriors.

Ejercicio 3. Dada la ecuacion y” + 9y = 165sin3x + 12 cos 3x, se pide:
a) (4 puntos) Clasificala justificadamente.

b) (18 puntos) Resuélvela indicando detalladamente los pasos.

Ejercicio 4. Dada la ecuacion (x? + 4y?) — xyf% =0, se pide:
a) (4 puntos) Clasificala justificadamente.
b) (18 puntos) Resuélvela indicando detalladamente los pasos.

) (6 puntos) Resuelve el problema de valor inicial para y(1) = 1.
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Ing. Materiales/Energia Parcial 1 (Ordinaria), 2021/04/21

Ejercicio 1. Sea f: R? — R dada por la siguiente expresién:

x?sin(x) + y '
foy)=3 x2+y2 (x,y) # (0,0);
0, (x,y) = (0,0).

1. (12 puntos) Estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de f
en el punto (x, ¥) = (0,0). En caso de existir, escribe el gradiente de f en (0,0), Vf(0,0) y el
valor de la diferencial de f en (0, 0) aplicada al vector (2,-4),df(0,0)(2, —4).

2. (16 puntos) Repite el estudio anterior en todo punto (x, y) # (0, 0), justificando con detalle tu
respuesta. En caso de existir, calcula Vf(0,1) y df(0,1)(2,—4) (en cuyo caso no es necesario
simplificar V£ (x, y)).

3. (8 puntos) Sea g : R? — R? de clase C' tal que

90.0=0.1) vy Je@0.0-(3

Calcula, si existen,
V(fog)(0,00 'y Jac(g~")(0,1).

Ejercicio 2. Dado el polinomio p(x, y) = 3x?> — x3 + xy? + y? definido sobre todo R?, se pide:
1. (12 puntos) Determina y clasifica, si posible, todos los puntos criticos de p.

2. (4 puntos) Suponiendo que hayas encontrado extremos locales, ;podrias asegurar o descartar
que estos sean globales?

3. (12 puntos) Considera ahora el recinto D = [-1, 1] X [-3, 3]. Determina, justificando su exis-
tencia, los extremos globales de p en D.

Ejercicio 3. Se considera el cono de ecuacion z = 4 — /x2 + y2.

1. (6 puntos) Siendo R el s6lido encerrado por el cono en el semiespacio superior, estos es,
R={(x,y,2) eR3:0<2<4,0<x’+y?<(z-4)?)
describe dicho conjunto en coordenadas cilindricas.

2. (10 puntos) Calcula el volumen de dicho sélido.
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Ing. Materiales Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/21

Ejercicio 1. Sea R la region del plano encerrada por la parabola y = 2 + 3x — 2x2 en el primer
cuadrante y sea C la curva que delimita a R (con orientacion positiva).

a) (2 puntos) Describe la regién R como conjunto simple e indica sus propiedades topoldgicas
(abierto, cerrado, acotado, etc.).

b) (4 puntos) Parametriza la curva indicando si la orientaciéon dada por la parametrizacién coin-
cide con la establecida.

¢) (14 puntos) Calcula fc dx — x dy de dos formas diferentes.

Ejercicio 2. Dado R el tronco de paraboloide de ecuacién z = 4 — x?> — y? limitado por los planos
z =0y z = 3,sea$ su superficie (con orientacion exterior). Dicha superficie puede descomponerse
en tapa, T, base, B, y lateral, L.

a) (4 puntos) Parametriza graficamente L, dando el dominio para (x, y), calcula el vector per-
pendicular a la superficie (no es necesario normalizarlo) e indica si la orientacion dada por la
parametrizacion coincide con la establecida (ayuda: dominio anular).

b) (7 puntos) Calcula ﬁL yzj - dS directamente (ayuda: cambio a polares).

c) (7 puntos) Calcula HS yzj - dS indirectamente (ayuda: cambio a cilindricascon 0 < r < V4 — 2).

d) (2 puntos) ;Qué se deduce de los resultados anteriores? ;Era de esperar?
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Ing. Materiales Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/21

Ejercicio 3. Estudia la existencia y unicidad de solucién del PVI
2x(1 —4y)dx + (4 —x?)dy =0
y(0) =1

asi como su posible determinacion.

a) (4 puntos) Escribe la EDO en forma normal y determina la region del plano donde existe solu-
cion y donde ésta es Unica.

b) (12 puntos) Halla la solucion general de la ecuacién aplicando el método de resolucion de
ecuaciones diferenciales exactas.

1) Determina si la ecuacién es exacta.
11) En caso contrario:

= introduce un factor integrante en la EDO;

= establece la EDP asociada al factor integrante;

= simplificala y obtén una EDO bien definida para el factor integrante; y
= determina el factor integrante (ayuda: algo al cubo).

1) Determina la solucion general de la EDO original.

¢) (4 puntos)Resuelve, si posible, el PVIindicando el mayor intervalo para el cual se tiene unicidad
alo largo de éste.

Ejercicio 4. Se quiere determinar la familia biparamétrica de soluciones de la EDO
2y” — 5y’ =3y =5sinx + (5 - 7x)e>* .
Sigue para ello el siguiente esquema.
a) (8 puntos) Obtén la solucion general de la ecuacion homogénea, esto es, 2y”” -5y’ —3y = 0.

b) (6 puntos) Obtén una solucion particular de la ecuacion no-homogénea considerando Unica-
mente el término fuente g, (x) = 5sinx.

¢) (4 puntos) Repite con g, (x) = (5-7x)e>*, pero sélo indicando la forma de la solucion particular.

d) (2 puntos) Determina la solucion general de la EDO original.
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Ing. Materiales Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/06/28
Ejercicio 1.

a) (16 puntos) Determina la existencia de los siguientes limites, en cuyo caso calcula su valor.
x* - y? 1 X(x=y)y

L im _ .
(x,y)—(0,0) X2 + y4 (x,y)—(0,0) X2+ y?2

b) (8 puntos) Sea f: R?> — R la funcién dada por la siguiente expresion:

X(x=y)y '
foy) =4 aawyz 2 V)00

0, (x, y) = (0,0).

Calcula (por def.) la derivada direccional de f en (0, 0) en la direccién (2,1), D(2,1)f(0,0). No
es necesario normalizar el vector.

) (8 puntos) Repite el apartado anterior para una direccién genérica (a, b). ;Es f diferenciable?
Ejercicio 2. Sea p el polinomio p(x, y) = 2(x* + y* + x?) — (3x + 8) y? definido sobre todo R?.

a) (12 puntos) Determina y clasifica, si posible, todos los puntos criticos de p. (Ayuda: en la se-
gunda ecuacion, saca factor comin y no despejes x).
Sol.: Pto. silla, (0,0); minimo, (2, +V2).

b) (4 puntos) Suponiendo que hayas encontrado extremos locales (independientemente de que
lo hayas hecho o no), ;podrias asegurar o descartar que estos sean globales?

¢) (8 puntos) Considera ahora el recinto triangular T delimitado por las bisectrices del semiplano
superior, y = |x|, y la horizontal y = 1. Justifica, sin determinarlos, la existencia de extremos
globales de p en T ademas de su localizacién en la frontera o el interior.
Sol.: teorema de WeierstraB; (2, +3V2) ¢ int(T), por tanto, en la frontera.

d) (** puntos) Sabiendo que existe un punto critico de p restringido a la frontera de T, (xo, yo),
tal que p(xo, yo) ~ '/s — 8, identifica los extremos globales de p en T. (Ayuda: no es necesario
determinar (xo, ¥o)).

Sol.: Minimo, (xg, 1) con |xp| < 1; maximo (0, 0).

Ejercicio 3. En las siguientes integrales, ademas de obtener el valor requerido, representa y/o des-
cribe el recinto de integracion segun sea conveniente.

a) (12 puntos) Calcula fo3 f26y exp(x2/12) dxdy.
Sol.:3(e® - 1)

b) (12 puntos) Calcula el volumen encerrado bajo la funcion f(x, y) = l/x?+y2) y sobre la regién
del plano delimitada por la espiral de ecuacién polar r = 8, con 8 > 0, en su primer medio
giro alrededor del origen.

Sol..m
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Ing. Materiales Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/06/28
Ejercicio 1. Sea C la curva sobre la esfera de radio 1 y centro en el origen dada en coordenadas
esféricas, (p, 8, ¢), por las ecuaciones 8 = 2¢, con ¢ € [0,T],yp = 1.

a) (6 puntos) Expresa la curva en coordenadas cartesianas, r(t) = (x(t), y(t),z(t)), comprueba
que une los polos de la esfera, calcula el vector tangente al pasar por el ecuador e indica su
orientacion (giro respecto al eje 02).

b) (** puntos) Obtén una expresion simplificada para la longitud de la curva dejando la integral
indicada.
Considera ahora el campo vectorial F(x, y) = (y + ze*?)i+ (1 +x)j + (2 + xe*?)k.

¢) (8 puntos) Calcula la divergencia y el rotacional de F, indicando su caracter conservativo, y
calcula su potencial de ser posible.
Solucion: V- F = (x? + 22)eX?, f = (1 +x)y + 2z + eX?

d) (8 puntos) Calcula fc F - dr de la forma mas simple posible (con los resultados obtenidos).
e) (** puntos) Calcula fc F - dr de forma alternativa.
Solucion: —4

Ejercicio 2. Sea S el balde formado por un cilindro, L, de radio 2, eje OZ, entrez =0y z = 4,y una
base plana, B, cerrando la parte inferior. Sea C el borde, curva, superior de S. Se establece para S
una orientacién <exterior> y para C una orientacibn compatible con la de S.

a) (8 puntos) Parametriza ambos objetos, S = L U B y C, indicando si la orientacién dada por la
parametrizacion coincide con la establecida.

Considera ahora el campo vectorial F(x, y) = (x — y)i+ (z + y)j + (x — 2)k.

b) (20 puntos) Calcula fc F-dr de dos formas diferentes usando Unicamente los objetos indicados.
Solucién: 4m

Ejercicio 3. Estudia la existencia y unicidad de solucién del PVI

(4y +(1+x)(1=x)*)dx + (1 —x?)dy =0
y(0) =1
asi como su posible determinacion.

a) (6 puntos) Escribe la EDO en forma normal y determina la region del plano donde existe solu-
cién y donde ésta es Unica (ayuda: simplificar).

Solucién: y’ = —1‘3’(2 —(1=x)% ~ x # £1

b) (18 puntos) Halla la soluciébn general de la ecuacién aplicando el método de resolucién de
ecuaciones lineales de primer orden.

1) Escribe la EDO en forma estandar.
Solucion: y’ + 45y = —(1 — x)?
11) Introduce un factor integrante e identifica la EDO asociada.

Solucion: p’ = 5 p

5 0z . . 2 _ 1 1
1) Determina una solucion para el factor integrante (ayuda: e iilion dy =)

y 2
Solucion: p(x) = (X1)

1Iv) Determina la solucién general de la EDO original.
i4n: - 2(_c 1
Solucién: y(x) = (x = 1) ( — %)

(x+1)2

c) (6 puntos)Resuelve, siposible, el PVIindicando el mayor intervalo para el cual se tiene unicidad
alo largo de éste.

Solucion: C =45, x| <1~ y = =0 ( e —x)

3 (x+1)2
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Ing. Materiales Parcial 1 (Ordinaria), 2022/03/30

Ejercicio 1. (16 puntos) En caso de existir, calcula el valor de los siguientes limites.

4, 4
X"+ 1
I 4 II lim tan(x + y) arctan (ﬁ)
X% +y

. Iim = .
(x,y)—=(0,0) X2y2 + (x — y)? (x,y)—(0,0)
Sol..I.AL; 1L.3L=0.
Ejercicio 2. Sea f: R? — R la funcién dada por la siguiente expresion:

X3—y4
O, y) =1 x*+y?’ (x,y) #(0,0);

0, (x, y) = (0,0).

a) (10 puntos) Calcula la derivada direccional de f en (0,0) en una direccién genérica (a,b) #
(0,0), esto es, D(qp)f(0,0). (Ayuda: no normalizar).

@2, b #0;

Sol.: D(a’b)f(o, 0) = ﬂ b=0

b) (10 puntos) Asevera o refuta la diferenciabilidad de f de dos formas diferentes.
Sol.: I. AD(4,0)f(0,0); IL. D(gp)f(0,0) nolineal; IIL f ¢ C°.
Ejercicio 3. Seag(x, y) = (xe¥,my +cosx)y f: R? = R tal que Vf(mr,-1) = (2, —3m).
a) (4 puntos) Calcula Jac(g)(m, 0).
b) (4 puntos) Calcula V(f o g)(m,0).
) (4 puntos) CaIcuIaJac(g‘1)(n, -1).
Ejercicio 4. Dado el polinomio p(x, y) = x> — 2x2y + 4y? definido sobre todo R?, se pide:

a) (12 puntos) Determina y clasifica, si posible, todos los puntos criticos de p.
Sol.: Pto. silla, (3, %); no concluyente, (0, 0).

b) (4 puntos) Suponiendo que hayas encontrado extremos locales, ;podrias asegurar o descartar
que estos sean globales?

€) (12 puntos) Considera ahora el recinto D delimitado porlasrectasx =0,y =0ey =1 — %x.
Determina, justificando su existencia, los extremos globales de p en D.
Sol.: Min. global, p(0,0) = 0; max. global, p(2,0) = 8.

Ejercicio 5. En las siguientes integrales, ademas de obtener el valor requerido, representa y/o des-
cribe el recinto de integracién seglin sea conveniente.

a) (12 puntos) Calcula Jg j:/; cos (Zy3) dy dx.
. 2V2
Sol.: 3n

b) (12 puntos) Calcula el volumen encerrado por los cilindros de ecuaciones x2+ y2 = 4y x?+ y? =

9y los planos de ecuacionesz=0yz =x — y +5.
Sol.: 25
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Ing. Materiales Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/24

Ejercicio 1. Considera la rosa polar de 3 pétalos, esto es, la curva determinada en coordenadas
polares, (r,8), por la ecuacion r = cos(360) y sea C el pétalo que dibuja en el semiplano derecho
para @ € [-"/s,"/6].

a) (4 puntos) Expresa la curva en coordenadas cartesianas, r(8) = (x(6), y(6)), comprueba si la
curva es cerrada e indica la orientacion por medio del vector tangente para 6 = 0.

b) (4 puntos) Comprueba si el campo F(x, y) = yi — xj es conservativo.
¢) (12 puntos) Calcula el trabajo fc y dx —x dy.
d) (5 puntos) ;Concuerdan los resultados obtenidos? Justifica tu respuesta.

Sol.: ~7/e

Ejercicio 2. Considera el campo vectorial F(x, y,z) = zi + yj.

a) (3 puntos) Calcula la divergencia y el rotacional de F, indicando su caracter conservativo.
Sol.: No conservativo.

Sea S la superficie dada por el cono <invertido> de ecuacién z = 1 — 4/x? + y? con y,z > 0y orien-
tacién <exterior/superiors.

b) (6 puntos) Parametriza S graficamente, determina su dominio, calcula el vector perpendicular
a la superficie (no es necesario normalizarlo) y utilizalo para indicar si la orientaciéon dada por
la parametrizacion coincide con la establecida.

C) (4 puntos) Parametriza la curva C = dS indicando si la orientacion dada por la parametrizacion
es compatible con la de la superficie.

d) (12 puntos) Calcula Hsj - dS de dos formas diferentes.
Sol.: 1 con orientacion <exteriors.

Ejercicio 3. Dada la siguiente EDO:
2

y’e’(2 =Xxy°.
a) (5 puntos) Clasificala de manera justificada.
b) (16 puntos) Resuélvela detalladamente considerando todas las posibles soluciones.
) (5 puntos) Resuelve el problema de valor inicial para y(0) = 1.
Solucién:

a) Se trata de una ecuacion de variables separables, ya que se puede expresar como

’

X
Y = —y*=h(x)g(y),
e

cong(y) =y*yh(x) = %5
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Ing. Materiales Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/24

b) Para resolverla integraremos en ambas partes

1 X
f?dy=fe7dx’

es decir
1 1 e .
—; = —Ee +C
esto es
(x) = —2
2 e +C

Por otra parte tenemos la solucién y = 0.

¢) Simplemete sustituimos
2
0)=——=C=1
y(0 1+C
por lo que

2
X)= ——
y) e +1
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Ing. Materiales Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/24

Ejercicio 4. Responde a las siguientes preguntas marcando solamente una casilla para cada pregun-
ta. Cada respuesta correcta suma 6 puntos, cada respuesta errénea resta 3 puntos, no responder
no penaliza.

a)

b)

)

d)

Dada la EDO
y?) -5y +7y3 —11y” +12y’ +36y =0,

la solucién general viene dada por

B y(x) = Cie> + Coxe® + C3cos(2x) + C4sin(2x) + Cse ™

O y(x) = C1e> + Coxe® + C3x%e + C4 cos(2x) + Csxe ™

O y(x) = C1e> + Coxe® + C3cos(2x) + C4sin(2x) + Csxe ™
Solucion: No hace falta hallar las raices del polinomio caracteristico. El nimero de soluciones ha
de ser 5 (el grado de la EDQ) y en las soluciones complejas senos y cosenos siempren van juntos.
La ecuaciéon

X’y -3 +2y>%)y =0
O Es exactay homogénea.

[J Es exacta pero no es homogénea.

m Ninguna de las dos anteriores.

Solucién: £s homogénea (grado tres en ambos lados), pero no es exacta ya que las derivadas se
diferencian en el signo.

¢Queé valor tiene que tener k para que la siguiente ecuacién sea exacta?
(3xy? +16x%y>) dy + (y> + kxy* —2x) dx =0
m k=8
0 k=10
[J Ninguna de las dos anteriores.

Solucién: Las derivadas dan, con k = 8, 3y? + 32x y3. Hay que fijarse que dy estd a la izquierda y
dx a la derecha.

Dada la EDO
(3x°y° — y*) dx + (5x°y® + x3y) dy = 0,
un factor integrante es
mx 3yt
O x

[J Ninguna de las dos anteriores.

Solucion: Derivar y comprobar.
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Ing. Materiales Parcial 1 (Extraordinaria), 2022/07/04
Ejercicio 1. (16 puntos) En caso de existir, calcula el valor de los siguientes limites.

L (x +9)° . 2- x| -yl

)= (=) (X = 1)2 4 (y +1)2 Ty - X243

Sol..I.3AL =0; 1IL AL.

Ejercicio 2. Sea f: R? — R la funcién dada por la siguiente expresion:

4 4

Xt +y
FOGy) = X2+ y2’ (x,y) # (0,0);

0, (x,y) = (0,0).

a) (10 puntos) Obtén una expresion para S—)’:. ¢Es continua?

b) (10 puntos) Sin mas calculos, asevera o refuta la diferenciabilidad y continuidad de f.

Sol.: f € C'(R?)

Ejercicio 3. Seag(x,y) = (X tan y,log f) y f: R? = R tal que Vf(0,0) = (3,m?).

a) (4 puntos) Calcula Dg(m,m)(a, b) para cualquier vector (a, b) € R2.

b) (4 puntos) Calcula %

(m,m).

¢) (4 puntos) CalculaJac(g~")(0,0).

. . 11 m?
Sol.: a) (mb, (a — b)/m); b) 2m; C)E (1 O)'

Ejercicio 4. Dada la funcién f(x, y) = x ye**¥ definido sobre todo R?, se pide:
a) (16 puntos) Determina y clasifica todos los puntos criticos de f.

b) (12 puntos) Considera la regién T encerrada por y = 2|x| y la recta y = 2. Determina, justifi-
cando su existencia, los extremos globales de fenT.

Sol.: a) = (0, 0), punto de silla; = (=1, —1), maximo local; b) = minimo global, f(-1,2) = —2e; = maxi-
mo global, f(1,2) = 2e3.

Ejercicio 5. En las siguientes integrales, ademas de obtener el valor requerido, representa y/o des-
cribe el recinto de integracion segun sea conveniente.

a) (12 puntos) Calcula JL IILI 41 + y2 dy dx.

b) (12 puntos) Calcula el volumen encerrado por los cilindros de ecuaciones x2+ y2 = 4y x>+ y? =
9y los planos de ecuacionesz =0y z =x — y +5.

Sol.:a) 3(2V2 — 1); b) 25m.
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Ing. Materiales Parcial 2 (Extraordinaria), 2022/07/04
Ejercicio 1. Sea F el campo vectorial
F(x,y,2) = ye* "% (yi+2j - 2yk)
y sea E la curva parametrizada por
r(t) = 2" + (cos It — 3sin Zt)j + (1 + t))k
cont € [0,1].
a) (4 puntos) Comprueba si el campo F es conservativo.

b) (8 puntos) Calcula fE F-dr.

Por otro lado, sea C la curva formada por los bordes laterales y superior del rectangulo de esquinas
diagonalmente opuestas (1,0) y (3, 1).

¢) (10 puntos) Sin parametrizar C, pero asignandole orientacion, calcula fc y dx + )17 dy.

Sol.:b) f(4,-3,2) — f(2,1,1) =8; )83, con C = (1,0) — (1,1) — (3,1) — (3,0).

Ejercicio 2. Considera el campo vectorial F(x, y,z) = zi + yj.
a) (3 puntos) Calcula la divergencia y el rotacional de F, indicando su caracter conservativo.

Sea S la superficie dada por el cono <invertido> de ecuacién z = 1 — 4/x2 + y? con y,z > 0y orien-
tacién <exterior/superiors.

b) (6 puntos) Parametriza S graficamente, determina su dominio, calcula el vector perpendicular
a la superficie (no es necesario normalizarlo) y utilizalo para indicar si la orientaciéon dada por
la parametrizacion coincide con la establecida.

C) (4 puntos) Parametriza la curva C = S indicando si la orientacién dada por la parametrizacién
es compatible con la de la superficie.

d) (15 puntos) Calcula ﬂsj - dS de dos formas diferentes.

Sol.: a) No conservativo; d) 1 con orientacion <exteriors.

Ejercicio 3. Dada la ecuacion
y@B 12y vy =eX,

se pide:
a) (4 ptos) Clasificala justificadamente.

b) (18 ptos) Resuélvela indicando detalladamente los pasos.

Ejercicio 4. Dada la ecuacion
(5x +4y)dx + (4x —8y3)dy =0,
se pide:
a) (4 ptos) Clasificala justificadamente.
b) (18 ptos) Resuélvela indicando detalladamente los pasos.

C) (6 ptos) Resuelve el problema de valor inicial para y(0) = —1.
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 1 (Ordinaria), 2021/03/26
Ejercicio 1. Estudia la existencia o inexistencia del siguiente limite. Calcula su valor en caso de que
sea posible.
- 5x3+ y?) +3(y3 +x?)
(x,y)—(0,0) 3x2 +5y2

(3 puntos)

Ejercicio 2. Sea f : R? — R dada por f(x, y) = x>y + xy?, y sean x = x(s,t), y = y(s,t) funciones
tales que o .
x(7,8) =1, y(7,8)=-1, Vx(7,8)=(2,-2), Vy(7,8)=(0,3)

Consideremos la funcién compuesta g (s, t) = f(x(s,t), y(s,t)).

a) SeaC lacurvade nivel de g (s, t) que pasa por el punto (s, t) = (7, 8). Obtén un vector unitario
y perpendicular a C. (1.5 puntos)

b) Obtén un vector cualquiera i # 0 que satisfaga D;g(7,8) =0 (1 punto)

c) Seah(s,t) =s-g(s,t),yseaS lasuperficie dada por w = h(s, t). Obtén la expresion del plano
tangente a S en el punto (s, t) = (7, 8). (1.5 puntos)

Ejercicio 3. Seaa > 0OyseaA = {(x, y) € IRZ/OIX2 +y? < 1} .Sea f : A — R una funcién dada por
flx,y) = ey,

a) Calcula el valor de a para que f alcance un extremo absoluto en cierto punto ry = (xq, y1), con

X1 =3, y1 > 0. (1.5 puntos)

b) Identifica todos los maximos y minimos absolutos de la funcién f bajo las hip6tesis del apar-

tado anterior. (1.5
puntos)
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/14

Ejercicio 1. Sea C una curva parametrizada por y(t) = (t?> cost, t?sint), t € [0,2m]

1. Calcula la longitud de C (OBLIGATORIO: 2 puntos)
2. Sea f(x,y) = \/#Tyz Calcula [, f(F) ds (OPCIONAL: 2 puntos)

3. Sea F(7) = (¢* + y, ¥ +x) . Calcula Ie F(7)dr
(OBLIGATORIO: 2 puntos)

Ejercicio 2. Sea S la superficie dada por S = {(x, y,2) € R:“/x2 +y?=25 z¢€]o, 1]}
1. Obtén el &reade S (OPCIONAL: 2 puntos)

2. Considera ahoralasuperficie cerrada S = S U Sg, donde Sp = {(x, y,2) € [P\i3/x2 +y?<1,z= 1} )

Sea el campo vectorial dado por F(x, y,2) = (x3z + y2, y3z +x%, &)

Calcula ﬂ F(F) Nds (OBLIGATORIO: 2 puntos)
S

Ejercicio 3. (OPCIONAL)

1. Consideremos la ecuacion diferencial y’ = “=%.
a.1) Realiza un esbozo del campo de pendientes. (0.5 puntos)
a.2) Dada la condicién inicial y(xq) = yo, ¢para qué valores de xq, o podemos asegurar que
existe una solucion y que ademas es Unica? (0.5 puntos)

3
2. Consideremos la ecuacion diferencial y’ = y{&;’i’;). Encuentra la solucién general y las solu-
ciones constantes si las hubiera. 1

punto)
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Ing. Organzacion Industrial Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/06/02
Ejercicio 1 (Obligatorio).
Estudia la existencia o inexsitencia de los siguientes limites. (1 punto/apartado)
X —1)3 e X2 3
ogim XDy X 3. lim =
(x,y)—(1,0) (x = 1)3 +2y3 (x,y)—(0,0) Xx* + y*4 (x,y)—(0,0) x8 + y4

Ejercicio 2. Sea f : R> — R dada por

3. Y 2
f(x,y)=2x +?—xy - X.

Identifica todos los puntos criticos de f y clasificalos en maximos, minimos relativos y puntos de
silla. (3.5 puntos)

Ejercicio 3. Sea f : R? — R una funcién cuya direccién de maximo crecimiento en el punto (8, 6)
es la del vector (1,2). Ademas, el valor maximo que alcanza la derivada direccional es 5. Sean ahora
dos funciones x (s, t,u), y(s, t,u) dadas por

x(s,t,u)y=s+t2+u, y(s,t,u) =s>+t+u,

y sea ¢ la funciébn compuesta g (s, t,u) = f(x(s,t,u), y(s,t,u)). Calcula la derivada direccional de g
en el punto (1,2, 3) y en la direccion del vector (1,1,-1) (3.5 puntos)

Ejercicio 4. Sean Q4, Q3 las regiones del espacio dadas por

Qr={feRP+yi < zelol}, Q={fcR[P+y<(1-2% zelo},

2
1. Calcula mm x2dV (1.5 puntos)
2. Calcula el volumen de Q1 N Q». (2 puntos)
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Ing. Organzacion Industrial Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/06/02

Ejercicio 1 (Obligatorio). Considera el campo vectorial dado por
F(F) = (z e’ +y, ze¥* +x, xe** +yeyz).
Calcula Ic I?(?) dr donde C es una curva que comienza en (5, 1,0), y que termina en (2,2, 1).

(3 puntos)

Ejercicio 2. Sea S = {F € [R3/z =1-x2-y? z> 0},ysea F el campo vectorial dado por F(x, y, z) =

(x, ¥,2). Calcula [[ F(F) N dS (3.5 puntos)

Ejercicio 3. Sea S = {Fe IR3/z: ’(74+y, y <x? <1, x,yzo}.

1. Obtén un vector normal a S en un punto arbitrario reR3 (0.5 puntos)
2. Calcula ﬂs f(7) dS, donde f es una funcién escalar dada por (3 puntos)
X2y
f(X’y’Z) = 7—v

Ejercicio4. Encuentralasolucion general de la siguiente ecuacién diferencial, asi como la solucién
particular que pasa por el punto (x, y) = (0, 0), e indica el dominio de dicha solucién particular.

y/ _ e—yXZ :XZ

(3.5 puntos)
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 1 (Ordinaria), 2021/03/17

Ejercicio 1. Sea la funcién f en dos variables dada por

a(=IxI-lyD
==, (x,y)#(0,0)
f(X’Y) 3 x2y?

b, (x,y) =(0,0)

1. Hallar la relacién que deben satisfacer a y b para que existan f,(0,0) y f,(0,0). ;(Cual es el
valor de f,(0,0) y f,(0,0)?

2. Determinar si f es diferenciable en (0, 0).

Ejercicio 2. Sea la funcion

f(x,y)=5+vV-9—-x2—6x — y2 -2y
1. Determinar el dominio de f. ;Es cerrado y acotado o abierto?

2. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el apartado anterior, clasificar los puntos criticos
de f o hallar sus valores maximo y minimo absolutos que alcanza en su dominio.

2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @®®


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

Ing. Organizacién Industrial Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/19

Ejercicio 1. Teorema Fundamental del Calculo Integral:

1. Sean el campo vectorial

X ey
F X, = eXy —+ —’XeXy +
( J/) y (1 +e2x) (1 +€y)2
y la curva C cuya ecuacién vectorial viene dada por
rit)=(1+t51+t), 0<t<1

Calcular la circulacién de F a lo largo de C.

2. Calcular 5 5 3 3
3x 3 X+
J——dx—i y+ 2}/ dz
c Z V4 z
. .z . _(_t 2t 1+t2
siendo C la curva de ecuacion vectorial r(t) = (1+r4’ vl (1+r4)2)' 0<t<1

Ejercicio 2. Teorema de Green:

1. Evaluar la integral de linea del campo vectorial

Bty o3
3 7 3

F(x,y) = (

siendo C la trayectoria definida como {(x,y) € R? : 4 <x2+ y?> <9,x >0,y > 0}
2. Calcular el area de la region acotada por la curva C de ecuacion

4x> +9y? =1, x>0

Ejercicio 3. Teorema de Stokes:

1. Calcular el rotacional del campo vectorial F dado por
72
F(x,y) = (yz, 3-yx, 3)

2

2. Calcular el flujo de V x F a través de la superficie S definida como {(x,y,z) € R3 : z
x?+y? —2<z<0}

Ejercicio 4. Teorema de la divergencia:

1. Calcular la divergencia del campo vectorial F dado por
F(x,y) = (2x3y, —3x2y2, 22)

2. Calcular el flujo de F a través del sélido acotado por la superficie S de ecuacion z = x2 + y% —4x
y el plano xy
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Ing. Ambiental/Organizacion Industrial Final (Ordinaria), 2021/05/20

Ejercicio 1 (1 punto). Calculad la derivada direccional de f(x, y,z) = x2+y2+z enelpunto (0,1,1m/2)
en la direccién dada por la curva r(t) = (cos((rr/2)t),sin((rt/2)t), (1/2)t).

Ejercicio 2 (2 puntos). Hallad los 6ptimos globales de f(x, y) = (x —4)? + y? en la region del primer
cuadrante delimitada por las curvas y = x3 e y = 4x.

Ejercicio 3 (2 puntos). Hallad los 6ptimos locales de f(x, y) = x> +kxy + y> —6x + 2, donde k es una
constante.

Ejercicio 4 (1 punto). Calculad

ﬂg(3x2 + y)dx + (2x + y3)dy,
c

donde C es la elipse 9x% + 4y? = 36.

Ejercicio 5 (1 punto). Calculad
J (Z + 6x) dx + (In(x) — 2)dy,
c \X

donde C es el trozo de la parabola x = y? que va de (1,1) a (e?, e).

Ejercicio 6 (1 punto). Dado el sélido T limitado superiormente por el cono z? = x?+y?, inferiormente

por el plano z = 0, y en sus lados por el cilindro x? + y? = 4x, hallad el volumen de T.

Ejercicio 7 (1 punto). Calculad el flujo saliente de v(x, y, z) = (x2, y?, z%) através del sélido T limitado
superiormente por el plano z = 4, inferiormente por el plano x y, y a sus lados por el cilindro x?+ y? =
4.

Ejercicio 8 (1 punto). Calculad

||| soeyranay,

donde f(x, y) = 3xy?—y,y Q es laregion acotada del plano delimitada por las rectasx = —1,x = 1,
ylas curvas y = |x|, y = —|x]|.
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Ing. Ambiental/Organizacion Industrial Final (Extraordinaria), 2021/06/24

Ejercicio 1 (1 punto). Calculad la derivada direccional de f(x, y,z) = x? + 2xyz — yz? en el punto
(1,1,2) en una direccién paralela a la recta

3y+z=5x-2y=-3.

Ejercicio 2 (2 puntos). Hallad los 6ptimos globales de f(x, y,z) = (x = 2)2+ (y = 1)?+ (z — 2)?> en
la esfera x? + y? + 2% = 1.

Ejercicio 3 (2 puntos). Hallad los 6ptimos locales de f(x, y) = x> + kxy + 4y? — 3y + 1, donde k es
una constante.

Ejercicio 4 (1 punto). Sea a > 0 una constante. Calculad

iﬁ(x +y)dx + (y* - x)dy,
C

donde C es la curva cerrada que parte de (—a, 0), va hasta (a, 0) a lo largo del exercisee x, y vuelve
a (—a,0) por la parte superior de la circunferencia x? + y? = a°.

Ejercicio 5 (1 punto). Calculad
j (ezy - 2xy) dx + (2xe? —x? +1)dy,
c

donde C es la curva dada por r(t) = (te', 1 +t),t € [0, 1].

Jﬂ eg(x’y’z)dxdydz,
;

donde g(x,y,z) = (x* + y?> + 22)3/2, y T es el sélido limitado inferiormente por z = \x2+ y2y
superiormente por la esfera x? + y? + z2 = 1.

Ejercicio 6 (1 punto). Calculad

Ejercicio 7 (1 punto). Calculad el flujo saliente de v(x, y,z) = (xy,xz, yz) a través del sélido T del
primer octante limitado inferiormente por el plano x y y superiormente por el planox + y +z = 1.

Ejercicio 8 (1 punto). Calculad el volumen del sélido T limitado superiormente por z = 1 + xy, e
inferiormente por el tridngulo de vértices (1, 1,0), (4,1,0),y (3,2, 0).
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/07/2

Ejercicio 1. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de la fun-
cién en varias variables dada por

sin(x2y?)
fx,y) = {m (x,y) # (0,0)
0, (x,y) =(0,0)
(Ayuda: sin(x) ~, Xy0s (cosf —sin6)? <2)
X—>

3

Ejercicio 2. Sea f(x, y,z) = Se pide:

4
sec(x2-xy) "
1. Calcular V£ (s,t) teniendo en cuenta que x = log(st), y =s?> +t?y z = t3.

2. Determinar la ecuacion del plano tangente a la grafica de f en el punto (t,s) = (1,1).

Ejercicio 3. La derivada direccional de una funcién diferenciable Dg f (xo, yo, Z0) toma los valores
-1, 2, =1 en la direccién de los vectores (0,-1,1), (0,1,0) y (-1,1,0). Hallar el valor del gradiente
de f en el punto (xo, Yo, Zo).

Ejercicio 4. Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcién

fOGY)=x3+y? —6xy+6x+3y -2
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/07/02

Ejercicio 1. Sea la curva con parametrizacion

o(t) = (cos(t),sin(t),t), O

INA

~

IA
wl A

Calcular la integral curvilinea
J nmyz cos(mx) dx + z sin(mrx) dy + y sin(nx) dz
c

haciendo uso del Teorema Fundamental del Célculo Integral en varias variables.

Ejercicio 2. Haciendo uso del Teorema de Green, evaluar la integral curvilinea
T2
——yxdx + yxdy
c 2

donde C es el contorno de la regién comprendida entre la circunferencia x? + y? = 1y la elipse
2 ‘] 2 _ o e ey
X<+ zy“ = 1sobre el semieje y positivo.

Ejercicio 3. En cada aitemado se pide lo siguiente:

1. Calcular el rotacional del campo vectorial
F(x,y,z) = (z2 -1,z —xy3,x+y)
2. Aplicar el Teorema de Stokes para evaluar el flujo del rotacional de F, siendo S la porcién de

superficie x = 7 — 4z% — 4y? acotada por el plano x = 3 con la orientacién en la direccién
negativa del eje x

Ejercicio 4. En cada aitemado se pide:

1. Calcular la divergencia del campo vectorial
2 2 3,3 1 4
F(x,y,z) = |yx°,—xy- — yz°, zx +4_12

2. Calcular el flujo de F a través del sélido acotado por la porcion esfera de radio 4 centrada en
el origencon y,z >0
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 1 (Ordinaria), 2022/03/18
Ejercicio 1. Sea la funcién f en dos variables dada por

k, (x,y) = (0,0)
cona,k € R.

1. Hallar el valor de k y el rango de valores de a para que f sea continua en (0, 0).

2. Determinar el rango de valores de a para que exista la derivada direccional de f a lo largo de
cualquier direccion, u = (uy, uy).

3. Escoger el primer valor entero positivo de a en el aitemado (b) y estudiar la diferenciabilidad
de f en (0,0).

Ejercicio 2. Sea la funciéon
fy) =x(x* =4 y? +x(4 - x*)

1. Calcular los puntos criticos de f.
2. Clasificar los puntos obtenidos en el aitemado anterior.

Ejercicio 3. Sea Q la regién del plano situada en el primer cuadrante y acotada por las curvas x? +
2
yc =6yxy="1.

1. Dibujar la region Q y obtener los puntos de interseccion de ambas curvas.
(Ayuda: el polinomio x2 + 2V2x + 1 contiene dos puntos de interseccién que no estan en el
primer cuadrante)

2. Calcular la integral doble [[ x dxdy

Ejercicio 4. Calcular el volumen del sélido acotado superiormente por el plano z = —y + 3, inferior-

mente por el plano z = y — 3y lateralmente por el plano y = 0 asi como los cilindros x? + y> =1y
2,2

X“ 4+ yc=4.
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 2 (Ordinaria), 2021/03/17

Ejercicio 1. Sea el campo vectorial, F, dado por

6x2y3 +3x%y +3y°.  3x°+3xyt+6y%x3,
i+
x4+ 2x2y2 + y4 Y4 +2y2x2 + x4

F(x,y) =

Se pide:

1. Calcular la circulacién de F a lo largo de la curva
Ci={(x,y) e R?: x>+ y?> —6x +8 =0}.

2. Calcular la circulacion del campo vectorial F a lo largo de la curva
Co ={(x,y) € R?: x2+2y? —6x +5 = 0} considerando la curva C = C; U C,.

Ejercicio 2. Sea la superficie S =S U S, con
Si={(x,y,2) eR3:x>+y>=1,0<z<1}
S ={0y,2) eR3: X2+ y*+(z-1)%=1,2z>1}
y el campo vectorial, F, dado por
FX,y,2) = (x+ 2+ 1L, xy + y*, x>+ y?)
Se pide:
1. Calcular el flujo de F a través de S.

2. Calcular el flujo de F a través de la superficie cerrada
Se=SU{(x,y,2) e R3:x?+y? <1,z =0}.

Ejercicio 3. Sea el campo vectorial, F, dado por
F(x,y,2) = yzi+ (x> + y)j+ (x + 2°)k
Se pide:

1. Calcular el flujo del campo vectorial V x F a través de la superficie
S1={(x,y,2) eR3:x?+y?=27%,0< 7 < 2}.

2. Calcular el flujo de F a través de la superficie
Sy ={(x,y,2) € R3: x?>+ y?> < 4,7 = 2} considerando la superficie cerrada S. = S; U S;.

Ejercicio 4. Escoger una EDO de primer orden, otra de sequndo orden y obtener la solucién general
de cada una de ellas:

1. (3x% — y?)dy — 2xydx =0
2. (X2 +y?)dx —xydy =0

3. xy?y’ + y3 = x cos(x)

4. y” =2y’ +2y = e *sin(2x)
5. y" +4y =tan(2x)

6. y' -2y’ —3y =64xe™
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 1 (Ordinaria), 2022/07/05

Ejercicio 1. Sea la funcién f en dos variables dada por

3
fy) = LT ) # @D
1—ek, (x,y) =(0,1)
conk € R.

1. Hallar el valor de k para que f sea continua en (0, 1).

2. Calcular la derivada direccional de f en el punto (0, 1) a lo largo de cualquier direccién, u =
(ux, uy). ¢Existen f,(0,1) y f, (0, 1)? En caso afirmativo, ;cual es su valor?

100 Estudiar la diferenciabilidad de f en (0, 1).

Ejercicio 2. Sea la funcion
fOGY)=x2+y?+4x —4y —1

y la regién del plano, R, cerrada y acotada dada por la semicircunferencia de ecuacion
X2+(y—1)2=4ylasrectasy+x:—1 ey—x=-1.
Se pide:

1. Calcular los puntos criticos de f en el interior y en el borde de R (si los hubiera).
2. Calcular los valores maximo y minimo absolutos de f sobre R.

Ejercicio 3. Sea Q laregion del plano situada en el primer cuadrante y acotada por las curvas eX~' —
y=0,y—e*=2yelejey.

1. Esbozar la region Q y obtener los puntos de interseccion entre las curvas que la delimitan.
2. Calcular la integral doble [[  e* dA

Ejercicio 4. Sea el sélido, T, acotado por los cilindros z% + (y — 2)2 = 4, 2>+ (y — 2)2 = 1 y los planos
xX=-3yx =4
Se pide:

1. Describir el sélido T en coordenadas cilindricas y esbozar su grafica.

2. Calcular el volumen de T.
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Ing. Organizacién Industrial Parcial 2 (Ordinaria), 2022/07/05
Ejercicio 1. Sea el campo vectorial, F, dado por
F(x,y) = 2xe~ i 4 2ye‘(xz+y2)j
Se pide:
125 Determinar si F es o no conservativo. En caso afirmativo, calcular su funcién potencial, f.

125 Calcular la circulacién del campo vectorial F a lo largo de la curva C
compuesta por el segmento de recta de (1,—-1) a (1, 1), la mitad superior de una
circunferencia de radio 1y centro (0, 1) y el segmento de recta de (-1,1) a (-=1,-1).

Ejercicio 2. Sea la superficie S resultante de la interseccién del cilindro x? + y? = 4 con el plano
Z—x—y—2=0,yel campo vectorial, F, dado por

Fx,y,z2) =(x—z+1,y+z2-2,x+2y+3)
Se pide:
125 Calcular el flujo de V X F a través de S de forma directa.
125 Calcular el flujo de V X F a través de S haciendo uso del teorema adecuado.

Ejercicio 3. Sea el campo vectorial, F, dado por
3 3 3
F(x,y,z) = (yz + X?) i— (xzz - y?)j+ (X2y4+ %) k

Se pide:

1. Calcular el flujo de F a través del sélido tetraédrico situado en el primer octante y acotado
superiormente por el planoz —x — y =1

2. Calcular el flujo de F a través de la porcién de bola situada en el tercer octante de radio 3y
centrada en el origen.

Ejercicio 4. Obtener la solucién general de cada una de las EDOs:
2.2 XY gy —
1. (X +y)dy +5dx =0
2. xyy' — y? =x*sin(x)
3. y” + 3y’ + 2y = e* cos(x) (método de los coeficientes indeterminados)

4. y” +9y = e~ (método de variacién de las constantes)
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Ing. Quimica y dobles grados Parcial 1 (Ordinaria), 2021/03/25

Ejercicio 1. (7 punto) Calcula, si existe, el siguiente limite:

k=1
() =(1,0) (x = 1)2 + y2°

Ejercicio 2. (7 punto) Estudia la continuidad de la siguiente funcion en (0, 0):

Xy

4
fxy) = (\/T—yz) si. (x,y) #(0,0),

1 si (x,¥)=1(0,0).

Ejercicio 3. (2 puntos) Estudia la diferenciabilidad de la siguiente funcién en (0, 0):

X3y2
fooy =1y o BV FOO
0 si (x,y) = (0,0).

Ejercicio 4. (total: 2,5 puntos) Sea
fiR=[-4,4] x[-4,4] > R con f(x,y) =x*+y*—2x* — y2.
(a) (2 puntos) Encuentra y clasifica todos los puntos criticos de f.

(b) (0,5 puntos) Justifica si el maximo relativo encontrado en (a) también es el maximo absoluto
de fen R ono.

2 2
Ejercicio 5. (total: 3,5 puntos) Sea Q la region del plano XY limitada por g1 (x) = XZ yga(x)=2- XZ

(los puntos en las curvas pertenecen a Q). Sea
fiQ—R conf(x,y) = |x|e?.
(a) (1,5 puntos) Calcula el area de Q mediante una integral doble.

(b) (2 puntos) Calcula el volumen entre la grafica de f(x, y) y el plano XY mediante una integral
doble o triple.
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Ing. Quimica y doble grados Parcial 2 (Ordinaria), 2021/05/21

Ejercicio 1. (7 punto) Sea f(x, y) = x>y y la curva dada por x? + y? = 4y recorrida desde (0, 2) hasta
(=2,0). Calcular la integral de f alo largo de esta curva.

Ejercicio 2. (2 puntos) Calcular el trabajo realizado por un cuerpo en el campo de fuerza F(x, y) =
(x sin(y), y) que se mueve a lo largo de la parabola y = x? desde (-1, 1) hasta (2, 4).

Ejercicio 3. (2 puntos) Evaluar la integral de superficie aplicando el teorema de la divergencia de
Gauss para F(x, y,z) = (cos(y),sin(x), sin(z)), siendo S la superficie que encierra la regidén especi-
ficada por x2 + y? < 4, |z| < 2.

Ejercicio 4. (total: 3 puntos)

(a) (2 puntos) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial
dy 2
— + y“sin(x) = 0.
ol (x)

(b) (0,5 puntos) Comprobar la soluciéon encontrada en (a).

(c) (0,5 puntos) Resolver el problema de valor inicial

dy

v y?sin(x) =0,  y(0) =3.

Ejercicio 5. (2 puntos) Hallar la solucion particular del problema de valor inicial

y" =3y’+2y=0, y(0)=0, y'(0)=0, y”(0)=-9.
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Ing. Quimica y doble grados Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/06/16

Ejercicio 1. (total: 4 puntos) Dada la funcion

3X2 2 .
gy S 60200,

0 si (x,y)=1(0,0),
se pide:
(a) (7 punto) Estudiar la continuidad de f(x, y) en (0, 0).
(b) (7 punto) Calcular el gradiente de f(x, y) en todo punto (x, y) # (0,0).
(c) (7 punto) Calcular las derivadas parciales en (x, y) = (0, 0).

(d) (7 punto) ustificar si f(x, y) es diferenciable en (0, 0) 0 no. En caso afirmativo, calcular el plano
tangente en (0, 0).

Ejercicio 2. (7 punto) Hallar y clasificar los puntos criticos de la funcién dada por f(x,y) = x+ y —
x?—y? —xy.

Ejercicio 3. (2,5 puntos) Calcular la integral

= JDszyd(x,y),
2

siendo D la regién del sequndo cuadrante encerrada entre y = —x e y = x~.

Ejercicio 4. (2,5 puntos) Calcular mediante una integral triple el volumen de la region Q limitada por

las superficies
X2+y?=2, z=+x2+y? z=0.
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Ing. Quimica y doble grados Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/06/16

Ejercicio 1. (2,5 puntos) Utilizando una integral de linea, calcular la longitud de la curva o que va del
punto (1,0) al punto (0, 1) por linea recta y luego de (0, 1) a (1,0) por el arco de una circunferencia
de radio 1.

Ejercicio 2. (3 puntos) Evaluar la integral de superficie Jj x d(u,v), siendo ® el trozo de la superficie
0]

esférica de radio 2 del primer octante. Identidad Gtil: 2 sin(x) = 1 — cos(2x).

Ejercicio 3. (3 puntos) Hallar mediante el método “variacién de constante” la solucién general de la

ecuacion diferencial

d—y+3y:x+e‘

2x
dx

Ejercicio 4. (total: 1,5 puntos)
(a) (0,5 puntos) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial
y"' —4y"+4y =0.
(b) (7 punto) Hallar la solucién particular del problema de valor inicial

y' =4y’ +4y =0, y(1)=1, y'(1)=3.

2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®®


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

Ing. Tecnologias Industriales Parcial 1 (Ordinaria), 2021/03/17

Ejercicio 1. (2 puntos) Calcula, si existen, los siguientes limites.

2x° + x y? (b) (x =1)%

a lim —— T 5
@ (x.y)—(00) X2+ y2 xy)—=(1,0) (x = 1)% + y?

Ejercicio 2. Sea la funcion

2 —
fl,y) = xxy4<i_y4y) si. (xy) #(0,0),
0 si. (x,y)=(0,0).

(a) (1.5 puntos) Estudia la continuidad de la funcién en R2,
(b) (7 punto) Calcula las derivadas parciales de f en el (0, 0).
(c) (0.5 puntos) Estudia la diferenciablidad de f en el (0, 0).
Ejercicio 3. (2 puntos) Calcula y clasifica todos los puntos criticos de la funcion
fooy)=x3+y3 —3xy.
Ejercicio 4. (2 puntos) Calcula la integral de

si y<x?,

ﬂnw={

4xy si oy > x?,
en el rectangulo R = [0, 3] x [0, 1].

Ejercicio 5. (7 punto) Utiliza una integral triple para calcular el volumen de un cilindro de altura 5 y
radio de la base 2.
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 2 (Ordinaria), 2021/06/02
Ejercicio 1. (a) (7 punto) Parametriza, con la orientacién adecuada, la siguiente curva a con punto
inicial (1, 0).
y
1
x2+y%=1
yH1-x
X
1

(b) (7 punto) Calcula la longitud de la curva a utilizando una integral de linea.
(c) (1.5 puntos) Comprueba si el campo
F(x,y) = (6xy +y—1,3x*> +x +2)

es conservativo y calcula, si existe, una funcién potencial.

(d) (0.5 puntos) CaIcuIaJ F.

a

Ejercicio 2. (a) (0.5 puntos) Parametriza la siguiente superficie ®.

{(,y,2) eR®|x*+y?=2% y>0,0<2z<2}

Trozo del cono con
+ vértice en el origen de coordenadas,
* altura 2,

+ ecuacién de la base x? + y? = 4,

- y>0.

(b) (1.5 puntos) Calcula Jf F siendo F(x,y,z) = (x, ¥, 1).
(0]

Ejercicio 3. (a) (2 puntos) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial

dy _
2 +3y =
gy T3V =Xte

mediante el método “variacion de constante”.

2x

(b) (0.5 puntos) Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial
y’' =4y’ +4y =0.
(c) (0.5 puntos) Hallar la solucion particular del problema de valor inicial dado por

y" -4y’ +4y =0,

y(1) =1,
y'(1) =3,
utilizando el resultado de (b).
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 2 (Ordinaria), 2021/06/02

Ejercicio 4. (1 punto) Utilizando el método de diferencias divididas de Newton, dar el polinomio
interpolador P(x) para los datos de la tabla abajo y el valor de P(14.1) redondeado a 4 decimales.

x| 0 2 15 25 30
y | 0]0.3817 | 0.1215 | —-0.7468 | —0.2070
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 1 (Extraordinaria), 2021/06/17

Ejercicio 1. (3 puntos) Calcula, si existen, los siguientes limites.

log(%) +lo x3 —2xy3
x,y)—(2,1) xX+y—-3 (xy)—(0,0) X*+Vy

Ejercicio 2. (2.5 puntos) Sea la funcion
R
0 si (x,y) =(0,0).
(a) Calcula, si existen, las derivadas parciales de f en el punto (0, 0).
(b) Estudia la diferenciabilidad de f en el punto (0, 0).
Ejercicio 3. (7.5 puntos) Sea la funcién
fy) = (x+y)e”.
(a) Calcula la derivada direccional de f en el punto (-1, 0) en la direccion 8 = g

(b) Calcula la ecuacion del plano tangente a la superficie generada por f en el punto (-1, 0).

Xy
HR L dny

siendo R el recinto del primer cuadrante limitado por

Ejercicio 4. (3 puntos) Calcula
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 2 (Extraordinaria), 2021/06/17

Ejercicio 1. (a) (0.5 puntos) Parametriza, con la orientacién adecuada, la siguiente curva a con
punto inicial (0, 1).

(b) (7 punto) Calcula J f siendo f(x, y) =2x + 1.

Ejercicio 2. (3 puntos) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.
(@) Si F: R? — R? es un campo conservativo y

a(t) = (cos(t),sin(t)) con te [g 3;

>

B(t)=(0,t) con te[-1,1],

entoncesJ F =J F.
o B

(b) Sea F: RZ — R2un campo vectorial con
—_— s = 2 — _— N = 5 —_ .
3y (x,¥) X y F (x,y) X

Si a una curva cerrada simple de R? orientada positivamente que encierra un recinto R de

area 3, entonces | F=3
o

Ejercicio 3. (a) (0.5 puntos) Parametriza la superficie lateral de un cilindro vertical de ecuacién
x>+ y?> =2entrelos planosz = -2y z = 1.

(b) (7 punto) Utiliza una integral de superficie para calcular el area de la superficie del apartado
anterior.

Ejercicio4. (a) (7,5 puntos) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial

dy 2 o
— =0.
I + y<sin(x)

(b) (0.5 puntos) Comprobar la soluciéon encontrada en (a).

(c) (0.5 puntos) Resolver el problema de valor inicial
dy
dx
y(0) = 3.
Ejercicio5. (a) (7 punto) Utilizando el método de Lagrange y para los datos de la tabla abajo,

dar el polinomio interpolador P(x) de forma expandida y con un Unico término por grado del
polinomio. Los coeficientes de P(x) deben estar redondeados a 6 decimales.

+ y?sin(x) =0,

x|l 0 2 15 25
y |l 003817 | 0.1215 | —0.7468

(b) (0,5 puntos) Dar el valor de P(20) redondeado a 4 decimales.
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 1 (Ordinaria), 2022/03/10
Ejercicio 1. (2 puntos) Calcula, si existen, los siguientes limites.

2%y =1 -y (b lim xsin(y) —y

a
@ (y)—=(00)  2X2 + 2 xy)—=00)  |x|+ |yl

Ejercicio 2. Sea la funcion

x(x* = y?)
fooy)y =4 x2+y?
0 si (x,¥) =(0,0).

si (x,y) #(0,0),

(a) (7 punto) Calcula todas las derivadas direccionales de f en (0, 0).
d
(b) (7 punto) Calcula a—xf(x, y) entodo (x, y) € R,

(b) (0.5 puntos) Estudia la diferenciablidad de f en (0, 0).

Ejercicio 3. Sea la funcién
fOy) =xt+y* = (x - y)%.
(a) (7 punto) Calcula todos los puntos criticos.
(b) (0.5 puntos) Clasifica el punto critico (1,-1).
(c) (0.5 puntos) Justifica que (0, 0) es punto de silla.
2

Ejercicio 4. Sea R el recinto del primer cuadrante limitado porx =0,y =1,y =2e y = x“.

(a) (0.5 puntos) Escribe el conjunto R como horizontal o verticalmente simple.

XZ
(b) (7 punto) Calcula JJ xe v d(x, y).
R

Ejercicio 5. (1.5 puntos) Sea Q el recinto del primer cuadante limitado por las circunferencias cen-
tradas en (0, 0) y de radios 1y 2. Calcula el area de Q utilizando una integral doble.

Ejercicio 6. (0.5 puntos) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.
(a) x =5 es punto de acumulacibnde T =[-2,3) U{5}.

(b) El conjunto W = { (x, y) € R? |x2 < y < 3} estd acotado.
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 2 (Ordinaria), 2022/05/21

Ejercicio 1. (1.5 puntos) Calcula J F siendo F(x,y) = (2xy =2, x>+ 1)y

a

a(t) = (|Og(t2 +1), %) con te][0,1].

Ejercicio 2. (1.5 puntos) Calcula, de dos formas distintas, J F siendo F(x,y) =(-y,x—-1)y

a

y

Ejercicio 3. Sea la superficie

T={(x,y,2) eR?®|x*+y?=2,x<0, -2<z<3}.

(a) (0.5 puntos) Parametriza T.
(b) (7 punto) Calcula el &rea de T con integrales.

Ejercicio 4. (1.5 puntos) Calcula la integral del campo F(x, y,z) = (x,z,2y) sobre la curva (con orien-
tacién positiva) obtenida al intersecar el paraboloide eliptico z = 10— 5 (x2 +y?) y el cilindro vertical

cuya base es una circunferencia centrada en (2, -1) y de radio 3.
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 1 (Extraordinaria), 2022/06/28

Ejercicio 1. (2 puntos) Calcula, si existen, los siguientes limites.

A y ‘ 2 2
a lim (b) lim  xylog(x“+ y°)
(@) (xy)—(1,0) X =1 (x,y)—(0,0) Y79 y

Ejercicio 2. Sea la funcion

X3y 3x2y3 — x5y

f(X’ Y) = x4 +y2 con ;ixf(x, y) — (X4 +y2)2
SSSET = (0,0, 0 siy)=(00).

si (x, y) # (0,0), si (x,y) #(0,0),

o]
(a) (7 punto) Estudia la continuidad de af(x, y) en (0,0).
(b) (0.75 puntos) Justifica si f es diferenciable en (0, 0).

(c) (0.75 puntos) Justifica si f es diferenciable en (1, 1).

Ejercicio 3. Sea la funcion
foy) =x+yt = (x -y,

(a) (7 punto) Calcula todos los puntos criticos.
(b) (0.5 puntos) Clasifica el punto critico (-1, 1).
(c) (0.5 puntos) Justifica que (0, 0) es punto de silla.

Ejercicio 4. (1.5 puntos) Calcula

3 siy<eX

2y siy>e R =[-1,0] x [0,1].

HR fuy)dny)  siendo  f(xy)= {

Ejercicio 5. (1.5 puntos) Calcula el volumen del cuerpo limitado inferiormente por el paraboloide
eliptico z = x2 + y? y superiormente por el plano z = 4.

Ejercicio 6. (0.5 puntos) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.
(@) x = =7 esun punto de la fronterade A = (—00,6].

(b) x =5 es punto interiorde B =[-2,3) U{5}.
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Ing. Tecnologias Industriales Parcial 2 (Extraordinaria), 2022/06/28
Ejercicio 1. (3 puntos) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.

(a) Sea f: R? — R un campo escalar cualquiera. Si a es una curva simple cerrada de R?,

entonces | f =0.
o

(b) SiF: RZ — R2 esun campo conservativo y
m 3m
B1(t) = (cost,sint) con t € [E’ ?] ,

B2(t) = (0,t) con te[-1,1],

entoncesj F =J F.
1 2

(c) Sea G: R? — R? un campo vectorial dado por G(x, y) = (2y — 3x?y, 5x — x> + 4y).Siy es
una curva cerrada simple de R? orientada positivamente que encierra un recinto R de area 3,

entonces | G = 3.
y

Ejercicio 2. (a) (0.5 puntos) Parametriza la siguiente superficie ®:

{(x,y,2) eR?|x*+y*=27% y <0, 0<z<2}.

(b) (7 punto) Calcula JJ f siendo f(x,y,z) = 2z.
()

Ejercicio 3. (1.5 puntos) Calcula la integral del campo F(x, y,z) = (2z, y,x) sobre la curva cerrada
(con orientacién positiva) obtenida al intersecar el plano x — 2y + 2z = 3 con el semicilindro vertical
cuya base es el trozo de circunferencia centrada en el origen y de radio 1 con x > 0.

i

i,

Vo s AT e IR Iy
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