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EJERCICIOS TEMA 1

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales, transformada de
Laplace y funcion de transferencia

Problema 1.1. Para cada una de las siguientes funciones de transferencia, escribe la ecuacion
diferencial correspondiente:

_X() _ 7
R F(s) (s+11)(s+12)
b) G(s):X(S)— s+2

F(s) s +10s’+11s+18

Problema 1.2. La dindmica de un sistema viene representada por la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria:

&’y ., dv(®) _
a2 320 =321 (1)

a) Obtén la funcidn de transferencia del sistema.

b) Si f{(¢) es una entrada impulso unitario d(¢), calcula la salida y(#) utilizando el método de
la transformada de Laplace. Considera que todas las condiciones iniciales son iguales a
cero.

¢) Repite el apartado anterior considerando que la entrada es ahora un escaldn unitario u(z).

Problema 1.3. Una impresora ldser emplea un haz de luz para copiar rapidamente documentos. El
laser se posiciona mediante una entrada de control 7(f), que representa la posicion deseada del haz
del laser, mientras que y(¢) representa la salida (posicion del haz), de manera que se tiene:

5(s +100)

Y(s)=
() s? +60s + 500

R(s)

a) Si r(f) es una entrada escalén unitario, averigua la salida y(¢).
b) (Cual es el valor final de y(¢)?

Problema 1.4. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada impulso unitario de
los sistemas representados por cada una de las siguientes funciones de transferencia:

5(s +2) 5(s+2)
a) G,(s)=— &) Gus)=
s\s” +8s+15 s(s? + 65 +34)
5(s +2)
b) G,(s)=—5
s\ls” +6s5s+9
¢) Gi(s)= 2(s+6)
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_ 1 1 Este documento se distribuye bajo la licencia .
S “Atribucién-Compartirigual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
d) G4 (S) = 5 . A disponible en :
s+ 6S + 34 https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

1/8



Control y Automatizacion. Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales.

Universidad ]
Rey Juan Carlos Area de Tecnologia Electrénica

Modelado de sistemas eléctricos

Problema 1.5. Considera un circuito eléctrico con una fuente de tension ve y dos elementos tal y
como se muestra en la figura. Dicho circuito se denomina “RC en serie”, ya que esta formado por
una resistencia R y un condensador C, conectados en serie. La tension de salida vs se toma del
segundo elemento:

R
M °

Ve® C =

=

Vs

A

Estos dos elementos pueden ser una resistencia R, un condensador C o una bobina L, calcula la
funcién de transferencia G(s)=Vs(s)/Ve(s) para las seis combinaciones en serie posible, es decir,
para los circuitos RC, CR, RL, LR, CL y LC en serie.

Problema 1.6. Calcula la expresion de la salida vo(f) en funcién del tiempo para el circuito CLR
en serie de la figura, ante una entrada vi(¢) = d(¢) (impulso unitario) con R=5 Q, L=1 Hy C=1/4 F.
Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

L

I R
I °

Ci) vity) % R Ve(t)

Problema 1.7. Calcula la expresion de la salida vo(¢) en funcion del tiempo para el circuito CRL en
serie de la figura, ante una entrada vi(f) = uo(¢) (escalon unitario) con R=2 Q, L=1 Hy C=1/5 F.
Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

VVVA

R

Ct) Vi(t) L Vo(t)
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o
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Problema 1.8. Extrae la funcion de transferencia G(s)=Vo(s)/Vi(s) del circuito, dejandola en
funcion de R, L y C. Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

Para R=20 Q, L=10 Hy C=0,1 F, calcula la expresion de la salida vo(¢) en funcion del tiempo ante
una entrada vi(¢) = o(¢) (impulso unitario).

(f) vitt) Volt)

Modelado de sistemas mecanicos de traslacion y rotacion

Problema 1.9. El sistema mecanico de la figura consta de una masa M y de un amortiguador de
coeficiente de friccion B.

—— x(/)

a) Extrae la funcion de transferencia G(s)=X(s)/F(s) del sistema mecanico.

b) Calcula la expresion de la salida x(¢) en funcidon del tiempo ante una fuerza de entrada f{7),
impulso unitario, para cualquier valor de M y B. Considera todas las condiciones iniciales
iguales a cero.

c) Repite el apartado anterior para una fuerza de entrada f{¢), escalon unitario. Interpreta el
resultado obtenido.

Problema 1.10. Encuentra la funcion de transferencia G(s)=X2(s)/F(s) para el siguiente sistema
mecanico de traslacion con dos grados de libertad, que esta formado por dos masas moviles, M1 y
M,, tres muelles con constantes elasticas, K1, K>, K3, y un amortiguador con coeficiente de friccion
viscosa, fy3. Ambas masas presentan rozamiento con el suelo, modelado mediante sendos
coeficiente de friccion, fy1 y fi2. La entrada es una fuerza aplicada f{¢) sobre la masa M) y la salida
es la posicion de la masa Mo, xa().
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Problema 1.11. La figura (a) muestra un diagrama esquematico del sistema de suspension de un
automovil. Una version simplificada del mismo aparece en la figura (b), donde xi(¢) es la entrada
(irregularidades del terreno) y xo(¢) es la salida (movimiento vertical del coche con respecto a su
posicion de equilibrio).

Centro de masas

\. Cuerpo del coche

o o ©

(a) (b)
a) Extrae la funcion de transferencia G(s)=Xo(s)/Xi(s) del sistema segun el modelo (b).
b) Calcula la expresion de la salida xo(¢) en funcion del tiempo ante una entrada xi(¢) escalon

unitario con M=1000, b=4000 y k=4000. Considera todas las condiciones iniciales iguales a
cero.

c) Repite el apartado anterior si ahora b=0 y k=1000. Justifica el resultado obtenido.

Problema 1.12. Encuentra la funcion de transferencia G(s)=60i(s)/T1(s) para el siguiente sistema
mecanico de rotacion, al que se le aplica un par 71(¢) (entrada) y que se mueve un angulo 6i(7)
(salida). El sistema consta de dos ruedas dentadas con Ni; y N> dientes, un cilindro con un
momento de inercia J, un muelle de torsiéon de constante K y un amortiguador de torsion con
coeficiente de friccion viscosa D.
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Ti(H) 61(0)
N
5’2(1‘) D

Diagramas de bloques: Simplificacion mediante algebra de bloques

Problema 1.13. Dado el siguiente motor de corriente continua controlado por campo y su
diagrama de bloques de control en lazo abierto, donde la entrada es la tension Vi(¢) y la salida es la
posicion angular 6(¢):

Armature

Stator
winding

Lm‘
Ry
A
\ Commutator
¥ i il " Inertia = J Bearings
Friction = b Inertia
- i load
Field Angle
Load p
(a) (b)
Disturbance
T4(s)
Field Load | Speed
) L 49 [ . [T X e 1 wis) | .
AO e > - :v > > = P (s)
b Ls §
R+ Lys + Iy b Output

‘Copynght ©:2011 Pearser Eccsten.Inc publshing a5 Prentie Hat

a) Calcula la funcion de transferencia global del sistema (suponiendo que no existe
perturbacion, es decir, Ta(s)=0).

b) Siendo J=R=L=1, K=2, b=3 y Ta(s)=0, obtén la expresion de la salida 8(t) en funcién del
tiempo ante una entrada Vy(¢), impulso unitario.

Problema 1.14. Calcula la funcion de transferencia Grc(s)=Y(s)/R(s) utilizando el algebra de
bloques:
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R(s) -+ Y(s)
A » 1/s » 1/s

v

Problema 1.15. Calcula la funcion de transferencia Gic(s)=Y(s)/R(s) utilizando el algebra de
bloques:

|
v

Y
RU)-——»C
A

;\\/

T > Y(s)
1

Problema 1.16. Calcula la funcion de transferencia Grc(s)=Y(s)/R(s) utilizando el algebra de
bloques:

={G3(s)

R(s) 'ﬁ@ -G 1(5) — Ga(s) — ‘©_

Gyls)

His) {=

Figure P34
© babea Wik B Bt boal, M0 hgs Farendl

Problema 1.17. El sistema de frenado de un automoévil de dos ejes se puede modelar mediante el
siguiente sistema de control de una entrada y dos variables de salida (sistema SIMO, single input
multiple output). Calcula la funcién de transferencia que relaciona la variable de salida Fi(s) con la
entrada R(s):
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Hy(s)

Uls) Go(s) >Fe(s)

R(s) —5O— Gi66)

Us) = G3(s) > Fr(s)

»

Hy(s)

Problema 1.18. El ingeniero ruso Nicolas Minorsky disefié en la década de 1930 un nuevo
sistema de control automatico del rumbo de los buques de la marina de Estados Unidos. El sistema
esta representado por el siguiente diagrama de bloques, donde Y(s) es el rumbo del barco, R(s) es
el rumbo deseado y A(s) es el angulo del timén. Calcula la funcion de transferencia del sistema
completo, Grc(s)=Y(s)/R(s).

r 3

Hs(s)

A(s) Z(s)
Re) _’Oﬁ T we >_' Gl Gols) Hot 1 )

y

L{ Hz(s)

A

Hq(s) [

Problema 1.19. Calcular la funcion de transferencia Grc(s)=Y(s)/X(s) utilizando el algebra de
bloques:

%

e

v
-

W
m
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 1

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales, transformada de
Laplace y funcion de transferencia

Problema 1.1.

&x(t) . dx(2) _
Q) — o+ B 1320 =T/ (1)
d’x(¢) dzx(t) dx(t) f (z)
b) —=+10= +18x(t) =22+ 2 £ (1)

Problema 1.2.

Y(s) 32
a) =—
F(s) s +12s+32
b) La respuesta a un impulso unitario es: y(¢) =8¢ —8e™, con £>0.

c) Larespuesta a un escalén unitario es: y(f)=1-2e™ +e™*, con £>0.
Problema 1.3.
4 : : 9 —-10¢ 1 —50¢t
a) Larespuesta a un escalon unitario es: y(¢) =1- ge + ge , con 0.

b) Cuando t—x, y(1)—1.

Problema 1.4.

. . 2
a) G,(s) tiene tres polos reales y distintos: y(¢) = 3t e — 2 e, con 0.

6
b) G,(s) tiene un polo real doble (s=-3) ademas del polo simple en s=0:
O 5 10
H=—+-te> ——e", con>0.
y(6) 3 5

c) G, (S) tiene un par de polos complejos conjugados (ver hoja aparte para mas detalles):
y(t) =2e " cos(2t) + 5e ' sin(2t) , con £>0.
d) Aligual que en el apartado anterior, G,(s) tiene un par de polos complejos conjugados:

y(t) = e‘”[cos(St) - 154 sin(St)} , con £>0.

e) G,(s) tiene un polo simple en s=0 y un par de polos complejos conjugados (los mismos
que en el apartado d):

5 14
== - cos(5¢) ——sin(5¢) |, con 0.
Y= 176{5()5 ()}
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Modelado de sistemas eléctricos

Problema 1.5. La funcion de transferencia G(s)=Vs(s)/Ve(s) para cada una de las seis
combinaciones de circuitos en serie es:

e Circuito RC en serie: G(s) = V) 1
V.(s) RCs+l1
e Circuito CR en serie: G(s) = Vi(s) = RCs
V.(s) RCs+1
e Circuito RL en serie: G(s) = @ = L
V.(s) Ls+R
e C(Circuito LR en serie: G(s) = @ = R
V.(s) Ls+R
2
e Circuito CL en serie: G(s) = V) LC;S
V.(s) LCs +1
Vi) 1

e Circuito LC en serie: G(s) = = .
V.(s) LCs"+1
Problema 1.6. La funcién de transferencia del circuito CLR de segundo orden es:

5s _ 5s
s +5s+4  (s+1)(s+4)

G(s) =

Como la funcién impulso unitario tiene transformada de Laplace Vi(s) = 1, en el sistema la salida
Vo(s) = G(s). Realizando la descomposicion en fracciones simples de Vo(s) y tomando su
transformada inversa de Laplace, la expresion de la salida en funcion del tiempo es:

20 4 5 .

v(f)=—e  ——e
(D=3 3

Problema 1.7. La funcién de transferencia del circuito CRL es G(s)=Vo(s)/Vi(s) y viene dada por:

V. (s) s s
GS =2 = =
() V.(s) sz+£s+ 1 sS+25+5
R LC

Si la entrada es un escalon unitario, la transformada de Laplace de la salida es:
s? 1_ S
sS4+25+5s 742545

V()= G(s)Vi(s) =

En este caso, hay un par de polos complejos conjugados. Descomponiendo en fracciones simples y
utilizando la tabla de transformadas inversas de Laplace, se obtiene:

V(t)y=e" [cos(2t) - %sin(Zt)} , con 20
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Problema 1.8.

a) La funcidon de transferencia del circuito LCR es de nuevo G(s)=Vo(s)/Vi(s):

_V(s) RCs +1 o 2s+1
Vi(s) LCs®+RCs+1 s>+2s+1

G(s)

b) Si la entrada es un impulso unitario:

2s+1 2s +1
V(s)=G(s)V.(s)= 1=
() ()Vi(s) S +25+1 s 425+1

En este caso hay un polo doble en s=-1. Descomponiendo en fracciones simples y
utilizando la tabla de transformadas inversas de Laplace:

v,(H)=e"[2-1t], con £0

Modelado de sistemas mecanicos de traslacion y rotacion

Problema 1.9.

a) El sistema mecanico de traslacion de la figura es similar al visto en la teoria,
considerando que el muelle no existe, es decir, que £=0, por lo que la funcién de
transferencia es:

X(s) 1

Gls)= F(s) - (MS+B)S

B B
b) Para una entrada impulso unitario, la salida es: x(¢) = ; l—e M t}, con >0.
o . 1 M 2 M
c¢) Para una entrada escalon unitario, la salida es: x(¢) = 3 L+ ;e M 2 con 0.
Problema 1.10.
From this, the transfer function, X(s)/F(s), is
XZ(S) _ _ (fv;;s + KZ)
Fis) G(s) = A (2.119)
as shown in Figure 2.17(b) where
[Mis? + (f,, +£.,)5 + (K1 + K2)] —(f,,s + K2)
~(fo,s + K3) [M25? + (f,, + f.)s + (K2 + K3)]
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Este ejercicio, de una complejidad muy elevada, viene resuelto paso por paso como Ejemplo 2.17
en el libro de texto “Control Systems Engineering” de Norman S. Nise. La solucion es la siguiente:

Problema 1.11.

a) Hay que tener en cuenta que la fuerza ejercida tanto por el muelle como por el
amortiguador dependen de la diferencia entre la posicion (en vertical) del suelo xi(¢) y la

del coche xo(?).
dx.(z) dx (¢
Porello Fypp =k(x,(8) = X,(6)) Y Faorr = b( (115 : - (;t( )j

Tomando transformadas de Laplace con condiciones iniciales iguales a cero, se obtiene:
G(S):XO(S): 2bs+k
X.(s) ms +bs+k

, por lo que es un sistema de segundo orden.

4000s+4000  4(s+1)
1000s> +4000s + 4000 s> +4s+1

La transformada de Laplace de la salida, para una entrada escalon unitario, es:

X (s) _ . _ 4(s+1) lz 4(s+1)
G(s)= X (s) = Xo(8) = G(s) Xi(s) s +4s+1s  s(s+2) |

b) G(s)= . Tiene un polo doble en s=-2.

Descomponiendo en fracciones simples y utilizando la tabla de transformadas inversas
de Laplace obtenemos que:

x, (1) = [1 —e ' +2te”™ ] u, (1)

1000 1
1000s> +1000  5* +1

La entrada sigue siendo un escalo unitario, luego la transformada de Laplace de la salida
es la siguiente:

c) Ahora, G(s) = . Tiene dos polos imaginarios puros en s=+ j.

_X,()  G(s) __1 1 _4s+8 C
G(s)= X.(5) = X, (5)=G(s)X,(s)= Tils o711 + ;

Descomponemos en fracciones simples y operado hallamos que A=-1, B=0y C=1.
Utilizando la tabla de transformadas, obtenemos que la salida es x_(#) = (1 —cos(?))u, ()

En el tema siguiente, se vera que se trata de un sistema criticamente estable (y que por
ello su salida oscila indefinidamente, con una frecuencia natural de 1 rad/s), ya que su
coeficiente de amortiguamiento es igual a 0.

Problema 1.12. La funcién de transferencia buscada G(s)=601(s)/T1(s) es:
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&l
G(s) = 6,(s) _ N,
T,(s) Js’+Ds+K

Diagramas de bloques: Simplificacion mediante algebra de bloques

Problema 1.13. Para el motor de corriente continua controlado por campo y su diagrama de
bloques de control en lazo abierto, tenemos:

O(s) K K

a Sl T =0’ G — — m — m .
) (s) (5) Vi(s) (R +Ls)(Js+b) LJs’+(RJ +Lb)s* + Rbs
0(s) _ 2

b) Asumiendo que J=Rs=L¢=1, Km= 2, b=3, se tiene que G(s) = = .
) a e a () Vi(s) S(S+1)(s+3)

La transformada de Laplace de la entrada impulso unitario es igual a uno, por tanto,
descomponiendo en fracciones simples y calculando la transformada inversa de Laplace

de la salida obtenemos que: 6(t) = % —e '+ %e‘“ .

Problema 1.14. Aplicando las reglas del algebra de bloques al sistema de la figura, la funcion de
transferencia del sistema completo reducido es:

A
s>+ ABs+ AC

G(s) =

Problema 1.15. Aplicando las reglas del algebra de bloques al sistema de la figura, la funcion de
transferencia del sistema completo reducido es:

S

S

Problema 1.16. La reduccion del diagrama de bloques de la figura puede llevarse a cabo siguiendo
diferentes pasos. La solucion se corresponde con el siguiente bloque unico:

G, (5)+ G (5)G,(s)
G, (5)G, (s)
G;(s)+ Gy(s)G, (s)

T(s)=

1+[G; (5)+ Gy(s)G, {s)][m

_ Gy (s) + G ()G, (5)
1+ H[G,;(5)+ G, ()G, (5)]+ G, (5)G. (5)
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Problema 1.17. La funcion de transferencia que relaciona la variable de salida Fi(s) con la entrada

R(s) es:

Fi(s) _ GG,
R(s) 1+GG,H,+GGH,

Problema 1.18. Reduciendo mediante el algebra de bloques, la funcion de transferencia
Gic(s) = Y(s)/R(s) del sistema de direcciéon completo es:

KGi(s)Ga(s)/s
1+ G1(s)Ga(s) [(Ha(s) + Hi(s)] + G1(s)Hs(s) + KG1(s)Ga(s)/s

Problema 1.19. Al igual que ocurre en la figura del enunciado de este ejercicio, la siguiente
solucion (funcidn de trasferencia del sistema completo) omite las dependencias con “s” de todos
los bloques individuales, resultando:

_ ABC+ A(1-CD)— AE(1-CD)
1-CD + FC

GLC
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Resolucion de problemas

. . . Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace y funcion de transferencia

Problema 1.4b. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada
impulso unitario del sistema representado por la funcion de transferencia G,(s).

« Al tener X,(s)=1 (impulso unitario), la respuesta 5(s+2)
impulsional coincide con la funcion de transferencia: Y2(s)=Go(s)= (
S\ S

2—|—65—|—9)
* Los polos de la funcién de transferencia son s=0 (simple) y s=-3 (doble), siendo:
5s+10 A B C  A(s+3)%+B(s+3)+C

Yn(s)= = — 4+ + —
2(s) s(sz+6s+9) s st3 (s43)2 s(s+3)2

* De laigualdad de los numeradores, se
tiene que: A=10/9, B=-10/9y C=5/3. ()_10/9 10/9+ >/
)= _
2 s s+3 (s+3)2

* Antitransformando al dominio del tiempo (tablas n® 2,6y 7):

v (D=L~ 1 [Yo(s)]= 10/ 10/96—3t_|_5/3te—3t
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Resolucion de problemas

. . . Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace y funcion de transferencia

Problema 1.4d. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada
impulso unitario del sistema representado por la funcion de transferencia G,(s).

« Ya que la entrada en el dominio de s es Y, (s) = Ga(s) = s—11
X,(s)=1 (impulso unitario), se tiene que: S S NP

« Las raices del denominador son complejas simples. Por tanto:
s—11 S 11
2+6s+34  (s+3)2+52  (s+3)2+52

» En efecto, la respuesta sera una suma de funciones que contienen
exponenciales multiplicadas por senos y/o cosenos (tablas n® 20 y 21):

(s+3)-3 11 o (s+3) 141 5
(s+3)2+52  (s+3)2+52  (s+3)2+52  5(s+3)2+52
* Antitransformando al dominio del tiempo:

ya(t) = L1 [Y.(s)] = e_3tcos(5t)— 14/5 e_3tsen(5t)

Control y Automatizacion

Yq (s) =

Yq (s) =
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. . . Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace y funcion de transferencia

Problema 1.4e. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada
impulso unitario del sistema representado por la funcion de transferencia G;(s).

5(s+2)
s(sz+6s+34)

 Tenemos un caso mixto: polos simples y complejos conjugados.
Descomponemos en fracciones simples:

5(s+2) A Bs+C A(52+6s+34)+(Bs+C)s
= —+ =
s(s2+65+34) s (s+3)2+52 s(s2+6s+34)
« Comparando término a término, se obtienen los coeficientes:
A+B=0 O6A+C=5 34A=10 A=5/17 B=-5/17 C=55/17
5/17 —=5/17s+55/17 5/17 5 s+3 55 5\1 5
N IL /17 5/17 5 (s+3) AT
177175 (s+3)2+52

* Alseruna entrada en impulso unitario: Y5(s)=Gg(s)=

Y5(s)=

= +
S (s+3)2+52 s 17 (s+3)2+52
. Antitransformando: 5 (t)ZS/l7—5/17e_3tcos(5t)+14/17e_3tsen(5t)

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas eléctricos

I(s)

Problema 1.5. Considera un circuito eléctrico
con una fuente de tensién v, y dos elementos
tal y como se muestra en la figura. Estos dos Z(s)
elementos pueden ser una resistencia R, un +
condensador C o una bobina L. Calcula la
funcion de transferencia G(s)=V(s)/V,(s) para Ve(s) 22() Vs (8)
las seis combinaciones en serie posibles, es
decir, para los circuitos RC, CR,RL, LR, CLy
LC en serie.

Ve (S)

Z1(s)+Z-(s
« Obtencion de la féormula de Zl ((3 2(5)
la tensidn de salida V(s) V() =1(5)7ZA(s) = V. (s 2
(jDivisor de tension!): s()=1(0)Z2(s) e( )Z1(s)+22(s)
« Reordeno y obtengo la Vs(s)  Zp(s)
funcion de transferencia: Vels) Z1(8)+Zo(s)

« Cadlculo de la corriente |(s) que circula por el circuito: 1(s) =

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas eléctricos

1
Vv 1
a) Zy(s)=Ry Zy(s)=1/sC: VS (s) = /1SC =
c(s) R+ /SC RCs+1
Vs(s) R RCs

b) Z.(s)=1/sCy Z,(s)=R:

Ve(s) Y +R RCs+1

2 (S)=R v Z.(s)=5 : Vs(s) sk
c) Z(s)=Ry Z,(s)=sL: Vo(s) TI4R
§) Z(sjsLy Z,(s)=R: )R
) Z4(s)=sLy Z,(s)=R: Ve(s) T S4R
VS(S) . 1 SC . 1

e) Z,(s)=1/sCvy Z,(s)=sL: = =
) Z4(s) y Z5(S) VC(S) 1/SC_|_SL SZLC+1

Vs(s)_ sL. 21.C
Ve(s) sL+1/SC $21.C+1

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas eléctricos

Problema 1.7. Calcula la expresion de la salida v (f) en funcion del tiempo para el
circuito CRL en serie de la figura, ante una entrada v;(t) = u(t) (escalon unitario) con
R=2 Q, L=1 Hy C=1/5 F. Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

Se transforma el circuito propuesto en el dominio del tiempo, a su equivalente en s:

2
sl 1 S S
I(j R I{SIC VO (S) :Vl(s) 1 :g 5 R 1 — 5 R 1
| E-I—sL-i—R S +ES+E S +ES+E
Sustituyendo por los valores dados, resulta:
1/s sL 9 V,(s) S S
_ V (S): —
N 240545 (s+1)2+22
S s+1 1 2

Se tienen raices complejas Vo(s)= (s+1)2+22 - (S+1)2+22 9 (s+l)2+22
conjugadas. Por tanto:

Antitransformando, la respuesta es: vo(t):z:_1 [Vo(s)]=et

cos(2t)— % sen(Zt)]

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas mecanicos de traslacion

Problema 1.9. El sistema mecanico de la figura
consta de una masa m y de un amortiguador de
coeficiente de friccion b. r
a) Extrae la funcién de transferencia G(s)=X(s)/F(s)

del sistema mecanico.

b) Calcula la expresion de la salida x(f) en funcion

del tiempo ante una fuerza de entrada f(t), impulso
unitario, para cualquier valor de my b. Considera
todas las condiciones iniciales iguales a cero.

c) Repite el apartado anterior para una fuerza de
entrada f(t), escalon unitario. Interpreta el
resultado obtenido.

NANNANANNANAN

d%x(¢) dx(t)
a) Inicialmente, planteo la segunda ley de Newton: m 2 =f(t)—b =
t

msZX(s) =F(s)—bsX(s) —
X(s) 1 |

F(s) ms2+bs s(ms+b)

Control y Automatizacion
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. . . Modelado de sistemas mecanicos de traslacion

b) Al ser f(t)=5(t), se tiene que F(s)=1. Por tanto: X(s)=
ms2+bs

Antitransformando al dominio del tiempo, tras aplicar la descomposicion en
fracciones simples, resulta:

1
_ B 1 _ / . [A B
x(O=LTIXE]=L T | =L || =L =+ | =
ms“+bs 22 S 4=
| m m

]
_r—11/b_ /b _1(i_ _—bt/m
L : T —b(l e )

c) De igual manera, si f(t)=u(t), se tiene que F(s)=1/s. Otra forma: Integrando
el resultado de b) —sistema lineal—, se tiene:

t
1 m t
_ | Z.—bt/m; . _ o~ bt/m|" =
x(t)= j dtj e dt= b b2[ ]o

=lt+— —bt/m_ ™ _ 1{t+m —bt/m_f}
b B2 b2 bl b b

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de bloques

5o Problema 1.15. Calcula la funcién de
transferencia G, -(s)=Y(s)/R(s)
utilizando el algebra de bloques:
R(s) . -: > Y(s) _ _
+ La bifurcacion central
inferior “molesta’.
s e Saltamos el bloque 1/s a
A | /s 1&— la derecha: jCuidado,
esta en feedback!
Ya tenemos todo el diagrama de + ¥ - +
bloques “liberado”. 1 con sy 1 con R(s) A ") > Y(s)

1/s en feedback. Ambos
resultados en serie y, finalmente,
en feedback con A/s, resultando:

l/s [¢—

S

R(S) s —p Y(S)

s*+2s+(1-A4) Als |

Control y Automatizacion
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11 gi'rigpﬁ:g:;gf rt:ggilﬁé o Problema 1.16. Calcula la
, funcion de transferencia
algebra de bloques G,.(s)=Y(s)/R(s) utilizando el
algebra de bloques.

El diagrama de bloques a
simplificar es: > Gs(s)

R(s) A:Q__’ G(s) 4:(‘) > Gis) JLC)J’ > C(s)

Ga(s)

H(s) |«

Control y Automatizacion
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Diagramas de bloques:

. . . Simplificacién mediante el

algebra de bloques

G, (S) Ya que no se pueden realizar
> G (S) asociaciones de bloques directas,
2 elimino el elemento “mas molesto”,

unificando puntos de suma:

.
Rs) ——O——{ Gi(5) :(:) o Gi(s) . C(s)

Gay(s) ¢

H(s) [«

Control y Automatizacion
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Diagramas de bloques:
Simplificacion mediante el
algebra de bloques

Aplico la asociacion en paralelo y el feedback anidado:

R(s)

R(s) —»

O g 8 FG ) 1+G2G(2S()SG4(S) " )
H(s) |«
Finalmente, opero la asociacion en cascada y
realimentacion final, obteniendo:
G3(S)+G1(S)G2 (S) . C(5)

1+ G, (S)G4 (S)+H(S)|:G3 (S)+ G, (S)G2 (S):|

Control y Automatizacion
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. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de bloques

Problema 1.17. El sistema de frenado de un automévil de dos ejes se puede
modelar mediante el siguiente sistema de control de una entrada y dos variables
de salida (sistema SIMO, single input multiple outpuf). Calcula la funcién de
transferencia que relaciona la variable de salida F(s) con la entrada R(s):

H2(S) <

En primer lugar,
redibujamos el .

. + ¥ -
diagrama de bloques, R(s) > Gi(s) ) G (s) > Fi(s)
de tal forma que la - |
entrada quede a la
izquierda y la salida a G3(s)
la derecha:

Hy(s) [e—

v
Control y Automatizacion FR(S)



Universidad
Rey Juan Carlos

Resolucion de problemas

mediante el algebra de bloques

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion

Aislamos Fr(s) y
aplicamos la regla 4 del
algebra de bloques,

HZ(S) <

R(s)

) .. Gi(s)
saltando una bifurcacion

de izquierda a derecha de
un bloque, resultando:

R(s) Gi(s) » G(s)

Hz(S) — G3(S)/G2(S) b

> Ga(s) » ()

» Fr(s i »
A %) se suman “en paralelo”,

[1+ G3(S)}H2(s)<—

G, (S)
. . Fp(s)
Con la regla 6, finalmente, se obtiene:

las dos ramas que van
en direccion de
retroalimentacion:

G1(s)G2o(s)

Control y Automatizacion
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. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de bloques

Problema 1.19. Calcula la funcién de
transferencia G, -(s)=Y(s)/X(s)
utilizando el algebra de bloques.

Se tiene el siguiente
diagrama de bloques: D [

X(s) —» A >84>-6>+—>C

> Y(s)

E

Control y Automatizacion
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. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de bloques

F [
El primer paso; aplicar
asociaciones directas:
X(s) A » B _ > ¢
—_—>
> + 1-CD
+
1-E > Y(s)
+
A continuacion, se desplaza del punto CF
de suma central hacia la derecha: 1o "
C )
X(s) —»| A » B > > Y(s)
1-CD + %+

» 1-E

Control y Automatizacion
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. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de bloques

Se suma las dos ramas que se encuentran en paralelo
(izquierda) y se realiza el feedback (derecha):

" R [ BC+(1-Co)-E(1-CD) = .
> 1-CD 1-CD+FC (s)

Finalmente, se obtiene la funcion de transferencia en
\azo cerrado del diagrama de bloques propuesto:

ABC+A(1-CD)-AE(1-CD
X(s) > (-CD)}-AE(L-CD) | | v )
1-CD+FC

Control y Automatizacion
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. . . Modelado de sistemas electronicos

Problema A.1. Obtenga la funcioén de transferencia de los siguiente
sistemas considerando ¢;(f) y e (f) como las tension de entrada y salida,
respectivamente.

« Se tiene que las corrientes de entrada al
AO son nulas, I,.=/=0A, y las tensiones en
la entrada inversora y no inversora son B /
iguales: V,,=Vjg (realimentacion negativa). R

Eo(s)—Ep(s) Eg(s)

Oy
. =

Q
4

— R
Ro R4 5 | ! .
R1 Cs 1
E (s)=E;(s) T =Ei() =7 =EB(®) =
Ri+—=
! CS Eo(s) _ RiCs [1 1
Obtenido de la fase final e inicial del E;(s) + >
o . Ro R1GCs+1|R1 Rop
circuito (igualando corrientes). B () (Ri+R5)C
0) S . 1 2 S

» Sustituyendo la segunda ecuacion en la
primera, se obtiene el resultado final: Ei(s)

Control y Automatizacion

R1Cs+1
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. . . Modelado de sistemas electronicos

G2
I
O "
E! m —w—t M
R,
Eds Y
(s) E(s) E,(s)
o 1 o : =

Se aplica un procedimiento analogo al del circuito electrénico previo.

« Analisis de la etapa inicial: « Analisis de la etapa final:
CTON- O BG) _ Eo(s)
R1 Rp Ry R

/R1C1 s+1 /R2C25+1 3 4 1
ST 5—F——
« Sustituyendo y expresando la salida en Eo(s) — RC1” R1Gy
funcion de la entrada, resulta: Ei(s) R3Cp 1
RpCo

Control y Automatizacion
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. . . Modelado de sistemas mecanicos rotacionales

Problema A.2. Dado el siguiente sistema mecanico de rotacidén que consta de un
cilindro con un momento de inercia J, un muelle de torsion Ky un amortiguador
de torsidn con coeficiente de friccion viscosa D, se aplica un par T(f) y se mueve
un angulo 6(f). Obtenga la funcion de transferencia G(s)=0(s)/T(s).

I(r)y 6(r)

L

« Se plantea y reordena la ecuacion diferencial del sistema:

2 2
d20(t) do() d=0(t) _ do(t) _
7 =T KO -D— =) — 5= +D = S HKO()=T()
1
« Aplicacién de la transformada 6(s) ]

de Laplace y obtencion de la  6(s) []52+Ds+K] =T(s)— =
L4 Hp_— T(S) 2 _D E
funcion de transferencia: S +J s+J

Control y Automatizacion
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EJERCICIOS TEMA 2

Respuesta temporal de sistemas de primer orden
Problema 2.1. Demuestra si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

a) La respuesta de un sistema una entrada rampa se obtiene integrando la respuesta a la entra-
da escalon en el dominio del tiempo.

b) La respuesta de un sistema a una entrada impulso se obtiene derivando la respuesta a la en-
trada escalon en el dominio del tiempo.

Problema 2.2. Dado el circuito de la figura, con R=1 kQ y C=20 puF:
R
AYAAY °

Ve® C =

=

Vs

J

a) Calcula la funcién de transferencia G(s)=Vs/Ve. ;| De qué orden es el sistema?

b) Determina sus polos y la ganancia estatica. ;Es un sistema estable o inestable? ;Por qué?

c) Para una tension de entrada ve(f) de 1 V en /=0 (escalon unitario), halla la constante de
tiempo 7, el tiempo de subida # y el tiempo de asentamiento £.

d) Extrae la expresion de la tension de salida vy(¢) en el dominio del tiempo.

e) Si la tension de entrada ve(?) es de 10 V en =0 (escaldon de amplitud 4=10), indica si hay
alglin cambio en la constante de tiempo 7, el tiempo de subida # o el tiempo de asenta-
miento .

f) Siahora R=10 kQ y C=5 mF, recalcula la constante de tiempo 7, el tiempo de subida # y
el tiempo de asentamiento ¢ para la entrada ve(f) de 1 V en =0. Comparalos con los ob-
tenidos en ¢) y justifica las diferencias.

Problema 2.3. La respuesta de un sistema a una entrada escaldn unitario 7(#)=uo(f) en el dominio
del tiempo es y(£)=t*-uo(f), como se muestra en la figura. Calcula la funcion de transferencia G(s)
de dicho sistema y sus polos. ;Es un sistema estable o inestable?

1800

Respuesta de G{s) ante un escalon unitario
Wit=t?
1600 |- -

1400 /
1200 - ]
1000 1 / ]
s00 L ]
600 / ]
400 - /

200 |- / al

0 E = il 1 I 1 L 1 L
B
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Respuesta temporal de sistemas de segundo orden

Problema 2.4. Halla los polos de las siguientes funciones de transferencia de sistemas de segundo
orden e indica cudles son estables. Para ellos, encuentra su ganancia estatica, frecuencia natural,
coeficiente de amortiguamiento y, en los casos que corresponda, el factor de decrecimiento y la
frecuencia amortiguada. Di qué tipo de respuesta a una entrada escalon tendra cada uno de ellos:

100 625
G(s)= . 00 d) Gu(s)= 2%

D) GO= s 1400 ) 6= 5 s
3600 128

b) G.(s)= . 00 &) G.(s)=— 25

) G20 = 5 0054900 ) Gs(9)= 5165+ 64
75 25

&) Gi(s)= > G (s) =

) G()= 5 3054225 D Gi()= 555

Problema 2.5. Dado el circuito de la figura, con R=1,5 kQ, L=100 Hy C=100 pF:

06‘00%7\/»1

a) Calcula la funcién de transferencia G(s)=Vc(s)/V(s). {De qué orden es el sistema?

b) Determina sus polos y la ganancia estatica. ;Es un sistema estable o inestable? ;Por qué?

c) ¢Qué tipo de respuesta tendra ante una tension de entrada ve(f) de 1 V en =0 (escalon
unitario)? Halla la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento.

d) Calcula el tiempo de subida #, tiempo de asentamiento ¢ y, si procede, el tiempo de pico,
el valor de pico y la sobreelongacion o sobreoscilacion (%0OS, en %).

ve (£)

Puedes usar las expresiones siguientes:

Porcentaje de sobreoscilacién: M, = ¢"® 100

. M)
Valor de pico:  y, = y,(1 +'][)]())

Tiempo de pico: ¢ = —

Tiempo de subida: ¢, =

.. 4
Tiempo de establecimiento: £ = —
o
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Problema 2.6. Disefiar un sistema de segundo orden, es decir, obtener su funcion de transferencia
para que cumpla con las siguientes especificaciones:

a) Ganancia estatica igual a 2.
b) Frecuencia natural de 5 rad/s.
c) Coeficiente de amortiguamiento igual a 0.1.

Problema 2.7. Disenar un circuito RLC serie usando una resistencia de 10 € que cumpla con las
siguientes especificaciones:

a) Sobreelongacion del 25%.
b) Tiempo de asentamiento de 3,89 segundos.

Problema 2.8. ;Es posible disefiar un circuito eléctrico RLC que cumpla con las mismas especifi-
caciones que el problema anterior, y que ademas tenga un valor final en régimen permanente igual
a 3 V cuando se somete a una entrada escalonde 1 V?

Problema 2.9. Dado el sistema de la figura, en el que la entrada 7(¢) es un escaldn unitario, deter-
minar el valor de K y K> para que el sistema tenga un coeficiente de amortiguamiento de 0,5 y un
tiempo de asentamiento de 1 s.

r(7) k @)

2§ s+4

[3¥)
| =

k, 12

Problema 2.10. Determina el valor de las constantes A, By C del sistema de la figura para que la
respuesta y(¢) a una entrada 7(¢) -escaldon unitario- sea criticamente amortiguada, se estabilice en
régimen permanente en un valor igual a 1/2 y tenga un tiempo de establecimiento de 0,4 segundos.

R(s) Y(s)

“ >
by | =

Problema 2.11. Disefia el sistema de control de la figura, determinando el valor de las constantes
A, By C, para que su respuesta y(¢) a una entrada »(f) -escaloén unitario- sea la que aparece en la
figura de la derecha.

3/8
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y() 16,3 %
° i
0,25 /k\“-—.—-—*h
R(s) S+ Y(s)
A > 1/s > 1/s >
+ -
¢ 45,34 ms t

Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 2.12. Determina si los sistemas dados por las siguientes funciones de transferencia son
estables utilizando el criterio de Routh-Hurwitz. En caso de ser inestables, indica cuantos polos
tienen en el semiplano complejo positivo:

1 8
a) Gy(s)= s4+353+352425+1 d) Ga(s)= 253+52-35+10
5 1
b) G, (s)= S3+252+5+2 €) GS(S)_ S5+2s5%+2534+452+11s+10
1 1
¢) G3(s)= s5+25%+2453+4852+255+50 f) Ge(s)= §5+54+453 42452435463

Problema 2.13. Utiliza el criterio de Routh-Hurwitz para hallar la relacion necesaria entre los coe-
ficientes de un sistema genérico de tercer orden y sin ceros para que dicho sistema sea estable.

Problema 2.14. Utiliza el criterio de Routh-Hurwitz para hallar el rango de ganancia K (K>0) para
el que el sistema representado por la siguiente funcion de transferencia es estable, marginalmente
estable e inestable.

100
s3 + 30s524+200s+Ks+40K

G(s)=

Problema 2.15. ;Para qué rango de valores de K se puede asegurar que los sistemas dados por los
siguientes diagramas de bloques son estables?

a) R(s) <+ Y(s)
K » 1/s 1/(s+1) 1/(s+2) >

A
A\ 4

b)

R(s) ()

K
s(+s+D(G5+2)
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y

v

K > 1/s 1/(s+1) 1/(s+2) » 1/(s+3)

A

Problema 2.16. Estudia la estabilidad del sistema de la figura en funcion de los valores de la cons-
tante A.

+
|

N
A
|
A

Problema 2.17. Dado el sistema de la figura:
a) Indica si es un sistema estable o inestable y por qué.
b) Calcula y(7) para una entrada impulso unitario. ;Cuéanto vale y(¢) en régimen estacionario?

Precision y error en régimen estacionario

Problema 2.18. Cuando el sistema de la figura izquierda esta sujeto a una entrada escalon unitario,
su salida c(¢) es la que se aprecia en la figura derecha.

a) Determina los valores de las constantes Ky 7.

b) Calcula el error estacionario del sistema ante la entrada escalon unitario.

c) Calcula el error estacionario del sistema ante una entrada rampa unitaria.

5/8



Control y Automatizacion. Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales.

Universidad
Rey Juan Carlos Departamento de Tecnologia Electrénica

C[f}J

k) |k )
. @ T s(Ts+ 1) -

| |

0 3 t
(a) (b)

Problema 2.19. Dados el sistema en lazo cerrado con realimentacion unitaria cuya funcién en lazo
abierto G(s) es la que se indica en cada apartado, determina el tipo de sistema y los errores estacio-
narios a las siguientes entradas unitarias: 1) escalon; 2) rampa; y 3) parabola.

U(s)

G(s) | Y(®) .

K
50 G(s)=
a) G(s)= (17015)(1725) ¢) G(s) s(1+0.15)(1+0.55)
K (14+2s)(1+4s)
2 =
b) G(s)=———— d) G(s) s2(s2+25+10)

s(s2+45+200)

Problema 2.20. Calcula el error verdadero en estado estacionario del sistema de control con reali-
mentacion no unitaria de la figura, frente a una entrada escalon, rampa y parabola.

R(s) + E,(s) 100 Cls)
s(s + 10) o

1
(s+5)

Problema 2.21. Calcula el error verdadero en estado estacionario del sistema de control con reali-
mentacion no unitaria de la figura, frente a una entrada escalon. ;Hay algin valor de K para el que
dicho error sea nulo?

Ris} G +2) P ¥(s)

Y

(s +4)
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Problema 2.22. Para el sistema de control de la figura, con una ganancia K en la realimentacion:
a) Estudia la estabilidad del sistema en funcion de los valores de la ganancia K de la realimenta-
cion.
b) Calcula el error verdadero en estado estacionario del sistema frente a una entrada escalon.
(Hay algun valor de K para el que dicho error sea nulo?

R(s) + 100 Cis)
s(s + 10) -

K
s+35)

Problema 2.23. Dado el sistema de control de la figura, calcula el valor de K para que el error de
velocidad del mismo sea a) del 30% y b) del 10%. (Es el sistema de control estable para los valo-
res de K obtenidos?

R(s) 1 Y(s)

s(s+2)(s+3)

tf\

| 4

>

A 4
~

Problema 2.24. Encuentra la componente del error de posicion de los sistemas siguientes debida a
una perturbacion D(s) de tipo escalon unitario.

a)
Gy(s) D(s) Gn(s)
Controller Plant
+
R(s) + E(s) 1000 + 1 C(s)_;
- s(s + 25)
b)
D(s)
RE) E(s) p Cls)
+ : 1000 + s+2 5 -
X s+4
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 2

Respuesta temporal de sistemas de primer orden

Problema 2.1. Ambas afirmaciones son ciertas. Para demostrarlo hay que hacer uso de las propie-
dades de integracion y derivacion de la transformada de Laplace. Tomando todas las condiciones
iniciales iguales a cero, se debe usar en cada caso que:

a) LU: f(r)dz'} _ F;S)

b) L[ﬂff’)} =s"F(s)

dt
Problema 2.2.
a) G(s)= Vs(s) = ! = ! = , por lo que es un sistema de primer orden.
V.(s) 1+RCs 1+is 1+0,02s
50
b) La ganancia estatica es k=1. Tiene un tinico polo en 51=-50, luego es un sistema estable.

¢)

d)

La constante de tiempo es 7=1/50=0,02 s=20 ms. El tiempo de subida (tiempo que tarda
la salida en subir del 10 al 90% de su valor permanente) es #=43,9 ms. El tiempo de
asentamiento (tiempo que tarda la salida en alcanzar el 98,2% de su valor permanente)
es de t=4T=80 ms.

—t
La respuesta a una entrada escalon unitario es Vi (f)=1-e* =1-e” =1-¢7", con

=0.
Aunque ahora la entrada es un escalon no unitario V,(¢) =10 Vu,(¢) (es decir, un esca-
l6n con A4=10), la funcién de transferencia del circuito sigue siendo la misma,

G(s) = 1 _ 1
1+RCs 1+40,02s

tiempo de asentamiento siguen siendo los mismos.

. Por ello la constante de tiempo, el tiempo de subida y el

Ahora 7=RC=50 s, luego la nueva funcion de transferencia es G(s) = " ! 05 El tiempo
s

de subida pasa a ser de #=109,86 s y el tiempo de asentamiento £=4T=200 s, mucho
mayores que en c).

Esto se justifica dado que el condensador es de mayor capacidad (tarda mas en cargarse)
y se carga a través de una resistencia mayor (la corriente es menor, luego ademas lo hace
mas lentamente). Por eso el tnico polo del sistema esta ahora mucho mas cerca del ori-
gen que antes (s1=-1/50=-0,02), es decir, se trata de un sistema mucho mas lento.

Problema 2.3. La respuesta del sistema se corresponde con una parabola, y(f)=£>-uo(f), cuya trans-
formada de Laplace es igual a Y(s) = 2/s>. Por ello la funcion de transferencia del sistema es:

R(s) - % s

2
Gy~ Y _ 7o _2
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Dicho sistema tiene un polo doble en el origen (s1=s2=0). El sistema es inestable, ya que la salida
¥(t)=¢* no es acotada cuando t—oo para una entrada escalén (que si es acotada). A este sistema se le
llama “doble integrador”, ya que esta formado por dos integradores en cascada (1/s).

Respuesta temporal de sistemas de segundo orden

Problema 2.4. Todos sistemas son de segundo orden, luego su funcion de transferencia tiene dos
polos, que son en cada caso:

a) Gi(s) tiene dos polos complejos conjugados en s=-6+£19,08j. Sistema estable, subamorti-
guado, con £k=0,25, 0,=20 rad/s, ®4=19,08 rad/s, £=0,3, =6 s™'.

b) Ga(s) tiene dos polos reales y distintos en s1=-11,5 y s5,=-78,5. Sistema estable, so-
breamortiguado, con k=4, w, = 30 rad/s, E=1,5, 6 =45 s

¢) Gs(s) tiene dos polos reales e iguales en s=-15. Sistema estable, amortiguamiento critico,
con k=1/3, w,=15 rad/s, &=1, o=15 s\,

d) Ga(s) tiene dos polos imaginarios puros en s=+25j. Sistema criticamente estable, no
amortiguado (oscilatorio), con k=1, 0,=25 rad/s, £=0, 6=0 s

e) Gs(s) tiene dos polos reales e iguales en s=8. Sistema inestable, con k =2, £ = -1. Su res-
puesta crece indefinidamente, sin presentar comportamiento oscilatorio.

f) Ge(s) tiene dos polos reales y distintos en s1=+5 y s2=-5. Sistema inestable, con k&=1. Su
respuesta crece indefinidamente, sin presentar comportamiento oscilatorio.

Problema 2.5.

1
a) G(s)= Ve(s) _ : ! = /LC =— 100 , por lo que es un sis-
V(s) LCs®+RCs+1 g +%S+%c s> +155+100
tema de segundo orden.

b) La ganancia estatica es k=1. Tiene dos polos complejos conjugados en s=-7,5+6,6j. Por
ello es un sistema estable (polos situados en el semiplano complejo negativo).

c) Tendra una respuesta subamortiguada, con ®,=10 rad/s, ®¢=6,6 rad/s, &=0,75,
0=7,5s".

d) Usando las expresiones dadas, el tiempo de subida sera de # = 366 ms. El tiempo de
asentamiento para estar dentro de la banda de 98,2% serd de ;s =4/c = 533 ms.

El tiempo de pico serd de #, = 475 ms, con un valor de pico de 1,0284 V y una sobre-
elongacion del 2,84%

Problema 2.6. Sustituyendo los datos del enunciado, directamente:

k! 50
G(S)= 2 . 2 = 2
s+28o,5+o, sT+s+25
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Problema 2.7. Ya se ha visto que la funcion de transferencia del circuito RLC serie es de 2° orden,
luego podemos hacer la correspondencia:

Gs)=— KO0 _ e
s?+280 s+ @) s +%S+%C

a) La sobreelongacion del 25% fuerza a que tan @ = 2,266, luego el coeficiente de amorti-
guamiento del sistema debe ser de & = cos@ =0,404.

b) El tiempo de asentamiento de t=n/c= 3,89 s obliga a que m sea de 2 rad/s.

Conocidos ambos y fijada R = 10 Q (enunciado), L debe ser igual a 6,25 H y C igual a 40 mF.

Problema 2.8. Debido a que la funcion de transferencia del circuito RLC en serie es:

ko’ y

sP+280 s+ s +%S+%C

Haciendo la correspondencia de coeficientes se observa que la ganancia estatica de este sistema
siempre serd k=1, lo que en términos eléctricos quiere decir que un circuito RLC no presenta am-
plificacion de tension. Por ello, nunca podriamos conseguir que el valor final en régimen perma-
nente fuese de 3 V ante una entrada escalon de 1 V so6lo con un circuito RLC serie.

Problema 2.9. Si se aplican las reglas del algebra de bloques para reducir el diagrama de la figura,
se obtiene una funcion de transferencia de un sistema de segundo orden:

k, ko’

n

St (dthk)s+12k, 5 +2E0 5+

G(s) =

Igualando los coeficientes de ambas funciones de transferencia:

ko =k,
28w, =4+ kk,
o =12k,

Si se usa la expresion para el tiempo de asentamiento de un sistema de segundo orden en la banda
del 98,2% (ts=4/0) y se usan los requisitos del enunciado (zs = 1 s y (=0,5), operando se extrae que
oy debe ser igual a 8 rad/s. Por ello k,=64/12=5,33 y k1=48/64=0,75.

Problema 2.10. Aplicando las reglas del algebra de bloques al sistema de la figura, la funcion de
transferencia del sistema completo reducido es de segundo orden e igual a:

4
s>+ ABs+ AC
El tiempo de establecimiento #t=4/c= 0,4 s permite extraer 6= 10. Si la salida debe ser criticamente

amortiguada =1, y por ello ®,=10 rad/s. Para que el valor en régimen permanente sea de 1/2, K
debe ser 1/2. Con todo ello la funcion de transferencia debe ser igual a:

G(s) =
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50

G(s)=— 22
)= 7 205 4100

Igualando los coeficientes de numerador y denominador, 4=50, B=0,4 y C=2.

Problema 2.11. En un ejercicio del tema anterior se dedujo la funcion de transferencia en lazo
cerrado del sistema completo reducido, que es de segundo orden e igual a la del ejercicio anterior:

4
Gls)e 2
)= ABs+ AC

Analizando la respuesta temporal de la figura podemos extraer la siguiente informacion:

e La sobreeelongacion M, es del 16,2%, de lo que se puede extraer que el coeficiente de
amortiguamento es de E=1/2.

e El tiempo de pico £, es de 0,04534 s, por lo que la frecuencia ®4=69,28 rad/s, y por ello
®n=80 rad/s.

e El valor final de la respuesta en estado estacionario ante la entrada escalon unitario no es de
1 sino de 0,25, de lo que se puede deducir que la constante K es de 0.25.

Con los valores anteriores, la funcion de transferencia del sistema es:

1600
s +80s + 6400

Igualando los coeficientes de numerador y denominador, 4=1600, B=0,05 y C=4.

G(s) =

Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 2.12. Construyendo la tabla de Routh y utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:

a) Sistema estable.

b) Sistema criticamente estable (oscilante, raices imaginarias puras).

c) Sistema criticamente estable (oscilante, raices imaginarias puras).

d) El denominador tiene un coeficiente negativo, sistema inestable. Tiene dos raices en
el semiplano complejo positivo.

e) Sistema inestable. Tiene dos raices en el semiplano complejo positivo.

f) Sistema inestable. Ademds de dos raices imaginarias puras, tiene dos raices en el se-
miplano complejo positivo.

Problema 2.13.

Se va a aplicar el criterio de estabilidad de Routh al siguiente polinomio de tercer orden:
3
aps + 3152+a25+a3=0

donde todos los coeficientes son nimeros positivos. El array de coeficientes se con-
vierte en
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3
5 dy ay
ai as
| 1dy T dpds
g /=
a
SO s

La condicion de que todas las raices tengan partes reales negativas se obtiene mediante

a|dy) > dpay

Problema 2.14. Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema de control es estable si
0<K<600. Es marginalmente estable (oscilante) para K=600 e inestable para K<0 o K>600.

Problema 2.15. Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:

a) El sistema de control es estable si 0<K<6.
b) El sistema de control es estable si 0<K<14/9.
c) El sistema de control es estable si 0<K<10.

Problema 2.16. En un ejercicio del tema anterior se dedujo que la funcion de transferencia del
sistema completo reducido es:

S
G(S)_s2+2s+(1—A)

Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema de control es:

a) Estable si 4<l1.
b) Marginalmente estable si A=1.
¢) Inestable si A>1.

Problema 2.17. Al reducir el diagrama de bloques de la figura, la funcién de transferencia del sis-
tema completo es:

G(s) = 30(s+1)
(s+2)(s+3)(s+5)

a) El sistema es estable ya que todos sus polos estan en semiplano complejo negativo.

b) La salida y(¢) para una entrada impulso unitario o(¢) es:
y(t) ==10e™ +30e™ —20e™.

En régimen estacionario y(o0)=0.

Precision y error en régimen estacionario

Problema 2.18. La salida del sistema este de tipo subamortiguado, con una sobreelongacion ma-
xima de 0,254 (o, lo que es lo mismo, del 25,4%) y un tiempo de pico de %, = 3 s. De ellos se dedu-
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ce que el coeficiente de amortiguamiento del sistema en lazo cerrado es de 0,4 y que la frecuencia
natural es de 1,14 rad/s.
a) K=1,43y 7=1,09.
b) El sistema es de Tipo 1, por lo que el error estacionario ante una entrada escalon es
nulo.
¢) La constante estatica de velocidad es &v=K=1,41, luego el error permanente ante una
entrada rampa es ess (rampa)=0,704.

Problema 2.19. El tipo y los errores en estado estacionario son:
a) Tipo 0. ess (escalon)=0,0196; ess (rampa)=o0; ess (parabola)=co.
b) Tipo 1. ess (escalon)=0; ess (rampa)=100; ess (parabola)=co.
c) Tipo 1. ess (escalon)=0; ess (rampa)=1/K; ess (parabola)=co.
d) Tipo 2. ess (escalon)=0; ess (rampa)=0; ess (parabola)=10/K.

Problema 2.20. Las constantes de error y el error verdadero del sistema con realimentacion no
unitaria son:

a) Kp=-5/4, luego ess (escalon)=-4; El valor negativo implica que el valor final en esta-
do estacionario es mayor que la unidad.
b) K,=0, luego ess (rampa)=oo.
¢) De la misma manera, K,=0, luego ess (parabola)=oo.
El sistema es de Tipo 0 (en contra de lo que pudiera parecer), debido a la realimentacion no unita-
ria.

Problema 2.21. El error verdadero del sistema con realimentacion no unitaria ante una entrada
escalén unitario es:

, _8-2K
S 842K

Por ello, si K=4 el error frente a una entrada escalon unitario sera nulo.

Problema 2.22.
a) La funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado es la siguiente:
100(s +5
G(s)= : (s+5)
s”+15s"+50s5s +100K
Aplicando el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema es estable si 0<K<7,5.

b) El error verdadero de posicion (es decir, frente a una entrada escalon) viene dado por
la siguiente expresion ess=(K-5)/K. Por ello, para que el error sea nulo, el valor de K
debe ser igual a 5. Ademas, para ese valor sabemos que el sistema es estable.

Problema 2.23. Los valores de K que permiten cumplir la especificacion del error de velocidad
son los siguientes:

c) Para conseguir un ess (rampa)=0,3 (30%) es necesario que K sea igual a 20
d) Para conseguir un ess (rampa)=0,1 (10%) es necesario que K sea igual a 60
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Si estudiamos la estabilidad del sistema en lazo cerrado mediante el criterio de Routh-Hurwitz,
comprobamos que el sistema con K=20 es estable, pero con K=60 seria inestable. Por ello, no exis-
te ningln valor de K para este sistema que permita estabilidad y error de velocidad del 10%.

Problema 2.24. El error de posicion de los sistemas debido a la perturbacion D(s) de tipo escaloén
unitario viene dado por:

a)
1 1 1

ED(OO)—- : o
: I ; 0+ 1000 1000
B Gm T A

b)
ep(oo) = —9.98 x 1074
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Resolucion de problemas

. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 2.14. Utiliza el criterio de Routh-Hurwitz para hallar el rango de
ganancia K (K>0) para el que el sistema representado por la siguiente funcion de
transferencia es estable, marginalmente estable e inestable.

100

G(s)= s3 + 305%24+200s+Ks+40K

s 1 200+K > Sistema estable (todos los polos con parte
real negativa): 0<K<600

2 > Sistema marginalmente estable (polos
30 40K : :
complejos conjugados): K=600

6000+ 30K —40K 6000—10K > Sistema inestable:
30 30 «  K<0 (un cambio de signo).

0 « K>600 (dos cambios de signo en la
\) 40K primera columna de la tabla).
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. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Resolucion de problemas

Problema 2.16. Estudia la 5
estabilidad del sistema en funcion
de los valores de la constante A.
+ + -
R(s) > > Y(s)
L S —
A | /s |«
+V - +
R(s) > Y(s)
+
Extraemos la funcion de
transferencia Y(s)/R(s) en lazo
l/s cerrado. Para ello, debemos hacer
“saltar” la bifurcacién al bloque 1/s.
Als
Control y Automatizacion
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. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Resolucion de problemas

Operando los tres feedbacks y las posteriores funciones de transferencia resultantes en

serie, se obtiene:

R(s) —

A)

s°+2s+(1-4)

—> Y(s)

Si nos fijamos en el denominador de la funcion de transferencia, se concluye que:

» Sistema estable (todos los polos con parte real negativa): A<1

» Sistema marginalmente estable (polos complejos conjugados): A=1

» Sistema inestable (algun polo con parte real positiva): A>1

En este caso, no es necesario construir la tabla de Routh-Hurwitz ya que se trata de un
polinomio de segundo grado. La exploracion del “signo de los polos” de la funcion de
transferencia se puede llevar a cabo fijandonos en el signo de los coeficientes.
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Resolucion de problemas

. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 2.17. Dado el sistema de la figura:
a) Indica si es un sistema estable o inestable y por qué.
b) Calcula y(f) para una entrada impulso unitario. ; Cuanto vale y(f) en régimen

estacionario?

\4
9]

/s > Y(s)

A\ 4
(@)

1/s

\ 4
W

+
R(s) > 1/s

a) La clave para resolver este ejercicio se encuentra en “deshacer” el feedback y el
paralelo anidados al principio del diagrama de bloques. Para ello, se propone que la
bifurcacion “salte” el blogue 1/s; resultando:
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Resolucion de problemas

. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

» 55

A 4
(o)

A 4
W

1/s

1/s > Y(s)

+
R(s) /s

5 |« 2 |« 3 |«
De esta forma, se cuenta con asociaciones de 30 "
resolucion directa: 3 feedbacks y 1 paralelo. Bl pg) > (s+1) > Y(s)
resultado de cada uno de ellos, se asociara en (s+2)(s+3)(s+5)

cascada, resultando:

b) La respuesta impulsional se corresponde con la antitransformada de la funcién de
transferencia calculada en a). Por “inspeccion”, sabemos que se tratara de la
combinacion lineal de tres funciones exponenciales con argumentos -2t, -3t y -5t.
Todas ellas, se extinguiran dando lugar a un valor nulo en régimen permanente.

El resultado es: y(t):—106_2t+306_3t—206_5t, y(00)=0
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en regimen estacionario

Problema 2.18. Cuando el sistema de la figura izquierda esta sujeto a una entrada
escaldén unitario, su salida c(f) es la que se aprecia en la figura derecha.

a) Determina los valores de las constantes Ky T.

b) Calcula el error estacionario del sistema ante la entrada escalén unitario.

c) Calcula el error estacionario del sistema ante una entrada rampa unitaria.

C(r)h
}
1 ﬁﬁx\—;/__\_
R(s) g K C(s) !
- s(Ts+1) -
‘ 0 3 -
K
g | C(s) T
a) La funcion de transferencia en lazo cerrado es: R() = 1 T
S
T St mst
»  Valor de pico: tp=—=3 s—>wq=1,05 rad/s T
wd
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en regimen estacionario

TTCW
 Sobreoscilacion: Mp:exp [— ] — 0,254=exp [— 1201131] — Zwn=0,46 rad/s
(x)d 5

Ewn=0,46 rad/s — wn=

g * Resultando:

0,46 , £=0,4 v wn=1,14 rad/s
wJ= Wn 1—£Z—>1,05: : 1—%2 Y oo

1 K
Finalmente, se compara: 32+22wns+wr21 y s+ T s+ T — T=1,09 y K=1,43

2, 1 c) Analogamente a b):
b) La funcion de transferencia E(S)_ ° +TS

del error de control es: R(s) 24 1 K eSS = Sli_f)no sE(s) =

TSTT

« Segun el teorema del valor final: . 1 82+0,928 B
lim 555 =0,70

1 $240,92s s—0 §2 §2+40,925+1,31

eQe= lim sE(s) = lim s— =0 M 1 .
SS s—0) () s—() SSZ+O,92S+1,31 kV: — =1,41 Sls.tema
egs 0,70 Tipo |
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en regimen estacionario

Problema 2.19a y 2.19b. Dados el sistema en lazo cerrado con realimentacion
unitaria cuya funcién en lazo abierto G(s) es la que se indica en cada apartado,
determina el tipo de sistema y los errores estacionarios a las siguientes entradas
unitarias: 1) escalén; 2) rampa; y 3) parabola.

El error de control se calcula como:
1
E(s)=R(s
OROTEE
Y su valor en réegimen permanente aplicando el
teorema del valor final.

1 (140,15)(142s) 1 Sistema Tipo 0
a) egg= lim sE(s) = lim_s- = e, para rampa y
s—0 s—0 s (1+O,1S)(1+23)+50 51 parabola seria infinito

eqS = Sli_r)no sE(s) =

U(s)

G(s) | Y(s) .

b) €SS~ sh—n>10 sE(s) = Sistema Tipo 1

S(Sz+4s+200) 1 S(SZ+4S+200) €gs para
lim sl —0 Iim 5—2 5 =100 parabola seria
s—0 s 5(s2+45+200)+2 =0 5% 5(s7+45+200)+2 infinito
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en regimen estacionario

Problema 2.21. Calcula el error verdadero + K
en estado estacionario del sistema de k) (s +2)
control con realimentacion no unitaria de N
la figura, frente a una entrada escalon.

¢ Hay algun valor de K para el que dicho : M

> (5)

error sea nulo? (s +4)
El error verdadero es: E(s)=R(s) — Y(s)
K
Y(s + K(s+4 K(s+4
o) (s+2) = (s+4) >Y ()= (&+4) R(s)
R(s) (4 K 2 (s+2)(s+H+2K (s+2) (s+4)+2K

(s+2) (s+4)

B()=R()-Y ()= |1 K(s+4) ]1 l(s+2)(s+4)+2K—K(s+4)l

TG D 2K s | G2k s

* Aplicando el teorema o _8=2K  para el valor K=4, se anula el
e eqgg= lim sE(s) = ,
del valor final: s—0 8+2K numerador y el error seria nulo.
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en regimen estacionario

Problema 2.24. Encuentra la componente del error de posicion de los
sistemas siguientes debida a una perturbacién D(s) de tipo escalén unitario.

Sobre este tipo de sistemas, se tienen
. . . Perturbacién
las siguientes funciones de D(s)

transferencia, Cg(s)/R(s) y Cp(s)/D(s).
Cr(s)  G1(8)Go(s) ﬂ@f}— Gi(s) Gx(5) =,

R(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)
ol Gyl
D(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)

H(s) |

Er (5)= Cr(s)
Sabiendo que los errores de control para cada uno de los RAS)™ G1(s)Gr(s)
diagramas de bloques (principio de superposicion), son: Ep(s)=—Cp(s)H(s)

ERGG1(6)G2() _ G1(9)Ga(s) ER(S) _ 1
R(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)  R(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en regimen estacionario

—Ep(s) /

H(s) G (s) CEp() _ Ga(9H(s)

D(s) 14G1(s)Go(s)H(s) ~ D(s) 1+G1(s)Go (s)H(s)
G(s)
Siendo H(s)=1y D(s)=1/s: )= lim sE = lim —
endo H(S)=1y DIs=1/s: ep ()= Jim SED(9) = lim — oo
Gy(s) D(s) Ga(s)
Controller Plant a)
R(s) + E(s)._ 1000 fé 2 1 C(.s)__ 1
= s(s +25) +2 1
i ep ()= lim — (+2)
s—0 141000 ——— 1000
s(s+25)
D(s)
+£ b)
R(s) + E(s) 1000 + ::i Cl(s) . <+D
-% ) 1
o0 )= h — S+4 = —
D I o2 1002
s+4
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Ejercicio 3. Estudia la estabilidad
del sistema de control de la figura <
en funcién de los valores de la

constante A.
+ + Y -
R(s) —| 3 o A 4>é_—> Y(s)
Aplicando el algebra de

bloques, se obtiene: ——

Resolucion de ejercicios de examen

Algebra de bloques vy criterio de Routh-Hurwitz
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robdtica Software)

s° |
+ -
R(s)—»| 3 » A > Y(s)
Finalmente, se realiza el paralelo
y la realimentacion negativa: 4P le——
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Resolucion de ejercicios de examen

Algebra de bloques vy criterio de Routh-Hurwitz
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robdtica Software)

3(A—S)

R(s) —
1+ As?

> Y(s)

Por ultimo, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz:

§° A 1
P(s)=As>+1
dP(s)/ds=24

0 Caso particular o
\) 1 ‘degeneracion” en la fila s.

S 0—24

Como hay una fila de ceros, el sistema es oscilante todos los valores de A: A>0.
Para valores negativos, se tiene un caso inestable: A<0.

Se trata de un sistema basado en oscilacion sostenida: =0 y w?=1/A.
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Ejercicio 2. (iii) Utilice el criterio de Routh-Hurwitz para hallar la relacion
necesaria entre los coeficientes de un sistema genérico de cuarto orden (con
todos sus coeficientes positivos):

Resolucion de ejercicios de examen

Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz
Examen 28/02/2020 (Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales)

a,s*+a,s3+a,s?+azs+a,; a,,a,,a,,a;,a,>0

para que dicho sistema presente dos polos imaginarios puros y alguno en el
semiplano real positivo. ¢ Es posible obtener a la vez todos los requerimientos?.

s* 4, a, a,
¢ a, a, Las condicione_s serian: a1az-_apa3<0, para ’contar con un
polo en el semiplano real positivo (condicion extraida de
) aa,—aa, s? en la tabla de Routh-HunA{itz), y a.1a2-aoa3:(a12a4){a3
) -, 4 para tener dos polos complejos conjugados puros (fila s
1 en la tabla de Routh-Hurwitz). Se obtendria un cambio
s (a0, —a,a;)a, —aja, de signo en la primera columna y una fila completa de
(a,a, —aqa;)a ceros (en s? y s, respectivamente). Ambos
0 requerimientos no se pueden obtener a la vez.
S a,
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Ejercicio 3. Investiguese el efecto de una perturbacién de torsién mecanica, D,
que ocurre en un elemento de carga. Para ello, considere el sistema que se
muestra en la siguiente figura. A la salida de G,, se obtiene el par T para
posicionar la planta, que consiste en un momento de inercia y friccion viscosa (J
y b, respectivamente). Por tanto, se solicita obtener y analizar el error de control
(o actuacion) en régimen permanente debido a D, siendo D=1/s, y:

(i) G,=K, (control proporcional); (ii) G,=K,+[K,/T;s] (control proporcional+integral).
En este ultimo caso, ¢ qué peculiaridad sucede si G;=K/T;s (control integral)?.

Resolucion de ejercicios de examen

Precision y error en régimen estacionario
Examen 28/02/2020 (Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales)

(i) La funcién de transferencia D

del error frente a la
perturbacion —R(s)=0-, es:

R E T 1
Ep(s) Go(s) 4’@* Gl s+ 5)

D) 14G1()G,() t

'
-

1
62
Js=tbs+ Ky
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Segun el teorema del valor final:

Resolucion de ejercicios de examen

Precision y error en regimen estacionario
Examen 28/02/2020 (Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales)

1 1 1
)= lim sE = lim —s-— = ——
eD( ) s—>OS D(S) <5 SS]sz+bs+Kp Kp

El error en regimen permanente puede reducirse aumentando el valor de la
ganancia del controlador proporcional, K,. Sin embargo, aumentando este valor
hara que la respuesta del sistema sea mas oscilatoria.

e . Ep(s) s
(i) De igual forma que en el apartado (i), resulta: ——
D(s) 3.0 KP
Js?+bse+Kps+ -
ey (© hmsE s—hm—s— =0
]s +bs TRpst -

Por tanto, el error en régimen permanente puede eliminarse (o reducirse a0)a
través de un controlador proporcional+integral.

Si G;=K,/T;s, entonces el sistema seria inestable (no todos los términos del
polinomio del denominador).
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EJERCICIOS TEMA 3

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)

Problema 3.1. La siguiente figura presenta ocho bosquejos del lugar de las raices de un sistema de
control. Para cada uno de ellos, indica si el dibujo es correcto o incorrecto, y por qué. Para los que
sean correctos, indica el orden del sistema en lazo cerrado y analiza la respuesta en funcion de los
posibles valores de K.

Figure P8.1 jiw Ji fee
' i

s-plane s-plane s-plane

sxx‘%a

o

(@) (B 3]

i Jun jee
i I ']

s-plane s-plane s-plane

F

| Double
ZEro

(d) ie) i f)

Ja J
i

s-plane

4
s=plane [A
— \—I—T— o o
(g) (h) k

Problema 3.2. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + i Y(s)
N Kk —— z+4 >
1
4
s+1
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Problema 3.3. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta

en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(s)

>
T_ " K d s(s+4)
1
<

s+5

Problema 3.4. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(s)
T KN o >
- s% —
s+ 3 —
s+5

Problema 3.5. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + Y(s)
T N Kk — ST? >
- s
s+ 3 p
s+1

Problema 3.6. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + s+1 Y(s)

>
(i > s(s+2)(s?+2s+2)
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Problema 3.7. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + s+1 Y(s)

>
" KT ST 06+D)

Problema 3.8. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + s+3 Y(s)

> 4
(i s(s+1)(s?+4s+5)

Problema 3.9. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(s)

q >
K > s(s +4)(s?+8s+ 32)

Problema 3.10. Dibuja el lugar de las raices del sistema de control de la figura:

R(s) + ) Yis)

K > >
| sz+8s-20

1
s+4

a) Indica para qué valores de K el sistema es estable en lazo cerrado. Justifica tu respuesta usando
la grafica del lugar de las raices que has dibujado.

b) (Para qué valor de K el sistema tendra una respuesta criticamente estable? Indica la frecuencia
de oscilacion del sistema en ese caso.
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Problema 3.11. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Indica para qué
valores de K el sistema es estable en lazo cerrado.

R(S) + ] Y(s).

v

~
y

_ 4 s2+s—2

s+5
Al
s+3
Ayuda: La figura inferior representa la funcion G(s)-H(s).
G(s)H(s)
_DS T T T T T T T T T T T
At e y N R T -
r/ \
sl // \ 1
/ \
2F \ 1
IIIII
25f b
_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 II

2 175 -15 -125 41 075 -05 -025 0 025 05 075 1

Problema 3.12. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Indica para qué
valores de K el sistema es estable en lazo cerrado.

R(s) +

| sP+2s+2 Y(S)L
K 2 I — >

- s+2

1
s+

G(s)H(s)
25 1T T T T T T

| |
! |
20 || f i

Ayuda: La figura de la derecha B T
representa la funcion G(s)-H(s). b\ |

-
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Problema 3.13. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Indica para qué valores
de K el sistema es estable en lazo cerrado.

a) Indica para qué valores de K el sistema es estable.

b) Razona si con el controlador proporcional K se puede conseguir que el sistema tenga un tiempo de
asentamiento de 400 ms ante una entrada escalon.

¢) Calcula los errores de posicion, velocidad y aceleracion del sistema en funcion de K. En base a

ellos, indica cual serd el valor en estado estacionario de y(¢) ante una entrada »(¢) escalon unitario
si K=1.

R(s) + ; | s2-2s+5 Y(s) R
14 _— L4
- s?2 +3s

20 | 7

|
15

0r 4 | .
Ayuda: La figura de la derecha 5" \\‘__.______ E
representa la funcion G(s). o —

-~ \\\\
A0t / \ 1

15 F |

Diseiio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Problema 3.14. Dado el sistema de la figura:

a) Dibuja el lugar de las raices del sistema con G¢(s)=K.

b) Calcula la frecuencia natural, el tiempo de asentamiento y la sobreelongacion (ante una
entrada escaloén) cuando no hay controlador (K=1).

c) Calcula el error de velocidad del sistema de la figura cuando no hay controlador (K=1).
d) Disefia un compensador de adelanto G¢(s) que permita reducir en un factor 10 el tiempo de

asentamiento y reducir a la mitad la sobreelongacion calculados en b). Dibuja el lugar de las
raices del sistema compensado.

e) Calcula el error de velocidad del sistema compensado y comparalo con c).
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R(s) + 4 Y(s)

" Gels) ¢ s(s+2) g

Problema 3.15. Disefia un compensador de retardo G¢(s) que permita reducir en un factor 10 el error
de velocidad del sistema de la figura, manteniendo invariable su respuesta ante una entrada escalon.
Justifica el disefio comparando el lugar de las raices del sistema compensado y sin compensar.

R(s) + 1 Y(s)
NG N SGr DG+ g

Ayuda: Si se quiere mantener invariable la respuesta ante la entrada escalon los polos dominantes del
sistema completo en lazo cerrado deben mantener su localizacion. Para ello se pueden situar el polo y el
cero del compensador muy cerca del origen.

©2022 Autores Susana Borromeo Lopez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia
“Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
disponible en

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 3
Bosquejo del Lugar De las Raices (LDR)

Problema 3.1.

a) Incorrecto. Por los segmentos del eje real incluidos en el LDR, y por la ausencia de simetria
en el plano complejo (el LDR debe ser simétrico con respecto al eje real).

b) Incorrecto. Cuando hay dos asintotas, sus angulos son de +90° y -90°.

c) Correcto.

d) Correcto, ya que hay un cero doble en el origen.

e) Incorrecto. Por los segmentos del eje real incluidos en el LDR, y por la ausencia de simetria
en el plano complejo.

f) Correcto.

g) Incorrecto. Por los segmentos del eje real incluidos en el LDR, y por la ausencia de simetria
en el plano complejo.

h) Correcto.
Problema 3.2.
Root Locus
1 T T
0.8r 1
0.6 ]
'L 4
- L
-
[=]
8 02t 1
8
2 e % i
E-. -._l: - L 4
= i
-
=™ b ]
m =,
E
08 ;
-1 L
£ -5 -4 -3 -2 -1 0 {

Real Axis {secnndsﬂj
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Problema 3.3.
Root Locus
i . . . . .
4t
‘_Il'.ﬂ
t: -
g 2
[ ]
@
L
ié_ﬂ fF—————————— 3o
e
&
= el
o
£
4 F
_E L
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Real Axis {seconds'ﬁ
Problema 3.4.
Root Locus
15 T T T T T T
10 | i
5F i
0
g
>
£ °
&
E
5k i
-10 F .
_1 5 1 1 1 1 1 1
-6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Real Axis
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Problema 3.5.

Root Locus

02

Imaginary Axis
o

-0.2F

04}

-06FF

-0.8

(0]

-3.5

Problema 3.6.

Real Axis

Root Locus

Imaginary Axis
o

2F

(6]
X

)

-3 -2 -1
Real Axis

o

Area de Tecnologia Electrénica
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Problema 3.7.

Imaginary Axis
o

-2

-4

-10

Problema 3.8.

Imaginary Axis
o

Root Locus

(O]

Real Axis

Root Locus

Real Axis

Area de Tecnologia Electrénica
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Problema 3.9.
Root Locus
B T T T ) T
61
H"‘-n._
~_
= 4t T
't
g=
o
o 27
@
&
:é_ﬂ 1 I SRR R E TP PP R PP PREPPPY
>, . _
c .
™
o i
E4f -
_.--""'f- .
."-P-d-
&I -
8 . : . i .
-8 B -4 -2 0 2 4

Real Axis {secnnds'1]
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Problema 3.10.
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Problema 3.11.

. Toctmtrun 00 bA ) sz
2 I / ) =(5+2)(s)
$4s~-2 =0 = - 2 N _—
Z
_ A
w=3 3 ’\DOwS ?A = 9
A. Poud 4 (€20 g:; _
e O Hes) m=A4, A U
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Problema 3.12.
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Problema 3.13.
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Diseiio de compensadores de adelanto y retardo mediante LDR
Problema 3.14.
a) Lugar de las raices del sistema con G¢(s)=K:
Root Locus
1.5
/1
‘_II'J'.I
=] P
= o
[=]
[}
1]
&8
o gl L ]
P
m
C AF
'a =
[p]
E
-1F
15 : : : :
2.5 2 -1.5 -1 0.5 0 05
Real Axis {secnnds'1j
b) Con K=1: Frecuencia natural, ®,=2 rad/s. Coeficiente de amortiguamiento, (=0,5 (sistema
subamortiguado). Sobreelongacion, M,=16,3%. Tiempo de asentamiento, ts=4/c6=4 s.
c) Con K=1: Error de velocidad e,=0,5 (sistema Tipo 1).
d) El compensador de adelanto més sencillo que podemos disefiar (no es el tinico) seria:

s+2
G.(s)=
() 5 +20
El cero (s+2) del compensador anula al polo 1/(s+2) de la planta, y el polo del compensador
1/(s+20) permite tener una nueva parte real de las raices en lazo cerrado en ¢’=10 para el
sistema compensado, lo que reduce el tiempo de asentamiento hasta #’s=0,4 s.

Para reducir la sobreelongacion a la mitad (nueva M,’=8.15%) necesitamos un nuevo
coeficiente de amortiguamiento mas proximo a la unidad, de {’=0,624. Para hallar el valor
de K debemos usar el criterio del médulo (ver Teoria):

1

6(5)H (5) =

Introduciendo como dato la posicion del polo en lazo cerrado que se corresponde con 6’=10
y {’=0,624 (que es s=-10+12,53j) se obtiene que la K del sistema debe ser de 64,25.
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Dicho valor de K=64,25 se puede comprobar con el lugar de las raices del sistema

compensado:
Root Locus
15 r . . . .
0624 |
[ |
10t System: G |
- Gain: 64.3
x—f_H Pole: -10 + 12.5i
8 | Damping: 0.624 |
5 ° Overshoot (%): 8.16
§ Frequency (rad/s): 16
@ ol
&
o
c =l .
£ 5
@
E
10 .
0.624

n

-25 -20 -15 -10 -5 0
Real Axis {secnnds'1j

e) El sistema compensado sigue siendo de Tipo 1 pero su error de velocidad se ha reducido
hasta un valor de e,’=0,077.

Problema 3.15. El sistema de la figura es de Tipo 1, y su error de velocidad viene dado por
ev=1/k~=2, ya que la constante de error de velocidad es &y = 0,5.

Si se quiere reducir en un factor 10 dicho error (hasta e,’=0,2) se necesita una nueva constante de
error de velocidad diez veces superior, ky’=5. Este aumento se puede conseguir utilizando un
compensador de atraso, cuya funcion de transferencia es (con pc<z):

S+z
GC(S):s+pc

kv’ pasaria a ser igual a 5 sin mas que mantener la relacion entre el cero y el polo del compensador
igual a zc/p=10.

Ademas, si se quiere mantener invariable la respuesta ante una entrada escalon, se debe mantener
fija la localizacion de los polos dominantes del sistema completo en lazo cerrado. Para lograrlo se
sitian el cero y el polo del compensador de retardo muy cerca del origen, por ejemplo haciendo que
su posicion sea:

s+0,05
G.(s)=—"272
c(s) 510,005
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Al estar muy cerca el uno del otro, la contribucion de angulo este compensador de retardo a los polos
dominantes del sistema completo es muy pequeia, por lo que el lugar de las raices practicamente se
mantiene invariable y la respuesta a una entrada escalon se ve muy poco modificada.

El lugar de las raices de la planta original (en azul) y del sistema compensado (marrén) son
practicamente iguales:

Root Locus

o
T

Goompensado

[}
T

=]

]

o
T

i
[}

Imaginary Axis (secon d5'1j|

o

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.

Real Axis (second5'1)

Comprobamos que el error de velocidad del sistema compensado es menor que en el sistema original:

Linear Simulation Results

[
[

GLC
- GeompensadolC

Amplitude

L8]
T

=

156 20 25 30

Time (seconds)

o=

Para una explicacion mas detallada se recomienda consultar el texto de K. Ogata, “Ingenieria de
Control Moderna”, capitulo 6, ejemplo 6.7.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 3.2. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

Resolucion de problemas

;_ s+ 4
Nombramos:
s+2
1 Gl)=—; v He)=—;
s+1

A continuacion, implementamos los pasos necesarios para realizar el bosquejo
del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

A través de MATLAB, se pueden ejecutar facilmente este tipo de ejercicios. En
lazo abierto, se identifica con el comando: >> pzmap(G*H).

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Resolucion de problemas

maginary Axis

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.

Se tiene: n=2y m=1. Por tanto, el numero de ramas es: 2. Notese que ny m
denotan el numero de polos y ceros, respectivamente.

Control y Automatizacion



Universidad
Rey Juan Carlos

Resolucion de problemas

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

A partir del mapa de polos provisto en el paso 1, se identifica faciimente que los
segmentos que pertenecen al LDR son; de -1a -2y -4 a -,

mmmmmmm

"~ En MATLAB: ]
>> rlocus(G*H) i

En el paso 3, ya se han identificado las ramas y el sentido
“ de las mismas (los demas pasos no son necesarios).
Sistema estable para K>0.

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 3.3. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + 1 e
— —¥ K >
- s(s+4)
Nombramos:
1
L o= Y =3
s+ 5

Se implementan los pasos necesarios para realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

Inicialmente, se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo
abierto del bucle de control dado. En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.

Se tiene: n=3 y m=0. Por tanto, el numero de ramas es: 3. Notese que ny m
denotan el numero de polos y ceros, respectivamente.

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Segun el mapa de polos de la diapositiva previa, se tiene que los segmentos que
pertenecen al LDR son; de 0 a -4 y -5 a -«. Notese que los rangos dados no
indican el sentido de las ramas.

Resolucion de problemas

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

a) Numero de asintotas: n-m=3. c) Centroide:
A . . o o o
b) Angulo de las asintotas: 60°, 180° y 300°. 3 polos — Y ceros  (—4-5)
G — p— j—

n° polos — n° ceros  3—0
Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Nos fijamos en el polinomio auxiliar:

=3

1 s(s+4)(s+5)+K

= » $9+952+20s+K
s(s+4)s+5  s(s+4)(s+5) SR °

1+KG(s)H(s)=1+K

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Estudiamos bajo qué condiciones, se pueden obtener raices complejas
conjugadas utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:

Resolucion de problemas

s> 1 20
s° 9 K
S (180-K)/9

s’ K

Se obtiene una fila de ceros si K=180. Por tanto, sustituyendo dicho valor en el
polinomio auxiliar (construido a partir de la fila de encima), podemos obtener el
valor de los puntos de corte.

P(s)=9s2+180=0 — s=++v/—20=+4,47;

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.

Es necesario conocer el punto de encuentro de las ramas. Para ello, imponemos:
1

s(s+4) s+5

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

dK
- =—352—~185—20=0 — s=—1,47 (s=—4,52 no pettenece al LDR)
S

En MATLAB: >> rlocus(G*H)

Resolucion de problemas

uuuuu

Sistema estable para 0<K<180.

Real Axis (seconds

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 3.4. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

Resolucion de problemas

R(s) + 1 Y(s)
—>Q—> K 5 >
) Nombramos:
s+3
s+ 3 ) G(S)_SZ_ y (S)—E
Ss+5

Como en los ejercicios previos, se iran dando los pasos necesarios para
realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.
Se dibujan los polos y ceros de la funciéon de transferencia en lazo abierto.
En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Resolucion de problemas

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=3y m=1.
Por tanto, el numero de ramas es: 3.

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Teniendo en cuenta el criterio de que un punto del eje real pertenece al LDR si
contiene un numero impar de polos y/o ceros. Las segmentos serian, de 2 a -2
(sistema inestable) y -3 a -5.

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

a) Numero de asintotas: n-m=2. c) Centroide:
b) Angulo de las asintotas: 90° y 270°. > polos =Y ceros  (2—2-5)—(-3)
— polos — n° ceros - 3—-1 o

Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Construimos el polinomio auxiliar y caracteristico del sistema en lazo cerrado:

1 os+3 (524)6H5)+K(s+3)
2-4s5t5  (s2-4)(s+5)

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Como en el problema 3.3, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz:

Resolucion de problemas

53 1 K-4

52 5 3K-20

S 2K/5 , _ _

{0 3120 Cambio de signo en s° si K<20/3.

Si nos fijamos en la fila de s (s° no es valida), vemos que no es posible conseguir
un valor nulo para valores de K positivos: K>0. Por tanto, el LDR del lazo de
control dado no presenta puntos de corte con el eje imaginario.

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.

En este punto, tratamos de conocer los puntos de separacion de las ramas con
respecto al gje real. Dichos puntos verifican la siguiente condicion:

s+3 (82—4)(s+5) 45524520

1
1+KG(s)H(s)=0 — 1+K =0 — K=-
()H()=0 — 2—4s+5 s+3 s+3

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

dK (—352—1Os+4) (s+3)+ (s3+552—4s—20) - —0¢3—1452—305—8§ -

ds (s+3)2 (s+3)2
s=—0,31 (s=—3,34+1,31j no pertenece al ¢je real)

Resolucion de problemas

>> rlocus(G*H)

Sistema estable para K>20/3.

Real Axis (seconds

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 3.5. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + Y(s)
« S+ 2 >
- S Nombramos:
s+2 s+3
G(s)=— H(s)=——
s+ 3 b () S Y (s) s+1
s+1

Se implementan los pasos necesarios para realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

Inicialmente, se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo
abierto del bucle de control dado. En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Control y Automatizacion



Universidad
Rey Juan Carlos

. . . Bosquejo del lugar de las raices

Resolucion de problemas

Real Axis (seconds Y

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.

Se tiene: n=2 y m=2. Por tanto, el numero de ramas es: 2. Recuérdese que ny m
denotan el numero de polos y ceros, respectivamente.

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Segun el mapa de polos de la diapositiva previa, se tiene que los segmentos que
pertenecen al LDR son; de 0 a -1y -2 a -3. Notese que los rangos dados no
indican el sentido de las ramas.

Resolucion de problemas

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.
a) Numero de asintotas: n-m=0.

El LDR no tiene asintotas: Aparicion de semicirculos en las ramas para recorrer el trayecto del segmento
del gje real que va 0 a -1 (conecta polos) al intervalo de -2 a -3 (conecta ceros). Notese que el sentido de
las ramas va de ceros a polos (en este caso se encuentran emparejados 2 a 2). Por tanto, no es necesario
implementar el paso 5: No existen puntos de corte con el eje imaginario.

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.
Es necesario conocer el punto de encuentro de las ramas. Para ello, imponemos:

st2s+3 52+s
s s+l s2+55+6

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

dK (ZS-I-l)(52+53+6)—(52+s)(25+5)

Resolucion de problemas

{s2+5s+6}2

=0 — s=—0,63 y —2,36

- En MATLAB:
« L >>rlocus(G*H)

Sistema estable para K>0

)

Real Axis (seconds

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 3.6. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura.
Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

Y(s)

R(s) + s+1
s(s+ 2)(s?+ 25 + 2)

-

s+1
s(s+2) (52+25+2)

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.
MATLAB: >> pzmap(G*H). Véase en la siguiente diapositiva.

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=4y m=1.
Por tanto, el numero de ramas es: 4.

Control y Automatizacion

y H(s)=1

Se tiene: G(s)=
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Resolucion de problemas

maginary Axis

Real Axis (seconds

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.
Las segmentos del LDR sobre el eje real serian,de 0 a -1y -2 a -,

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

Resolucion de problemas

a) Numero de asintotas: n-m=3. b) Angulo de las asintotas: 60°,180° y 300°.

c) Centroide:

_ 2. polos — }; ceros _ (0—2-1-1)—(-1) _

-1
n° polos — n° ceros 4-1

0]

Polos complejos conjugados: parte imaginaria no afecta al calculo del centroide.

Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Polinomio auxiliar caracteristico del sistema en lazo cerrado:
1 s(s+2)(52+25+2)+K(s+1)

1+KG(s)H(s)=1+K = N
s(s+2) (82—|-25+2) s(s+2) (52+23+2)

— s4+4s3+6s2+(l<+4)s+1<

Se aplica el criterio de Routh-Hurwitz sobre el polinomio caracteristico (polos
complejos conjugados puros, fila de ceros, K para estabilidad critica):

Control y Automatizacion
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Para anular el término de la fila s°: K=8,94 (valor negativo en ganancia no se
considera). Cuando K vale dicho valor, el LDR de dicho lazo de control
presenta puntos de corte con el eje imaginario.

Resolucion de problemas

st 1 6 K
s° 4 K+4 _ 9 _
SZ (20-K)/4 K P(S)—2,77S +8,94—O _)
s (-K2+80)/(20-K) s=1/—3,23=11,79j
0
s K Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA
s+1
+KG()H(s)=0 — 14K . _ O SALIDA DEL EJE REAL.
s(s+2) (s +25+2) s=—1,5310,53 y s=—0,4620,53
s(s+2) (52+25+2) A 4534652 +4s no pertenecen al eje real)
— K= s+1 T s+1 No hay puntos de ruptura sobre el eje real.

1K (—453—1252—125—4) (s+l)+(s4+4s3+632+4s) —3s% 125318521254
ds (s+1)2 ) (s+1)2 )

Control y Automatizacion
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Resolucion de problemas

. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 7: ANGULO DE SALIDA (O LLEGADA) DE LAS RAICES.

Pole-Zero Map

1 a'x'.
05 |
.135°
,.450
§ O Lo S L P Qe )
3 :
@ :
K2} :
2
> 05 |
2
& :
£ :
} L 90°
= X
15
25 2 15 -1 05 0

-1
Real Axis (seconds )

Control y Automatizacion

Condiciéon de angulo de salida.
Analizamos polos complejos
conjugados. Seleccionamos
uno e impones la condicion

general:

2. Opolos — )} Oceros=180°
6p+135°+45°+9()°-9()°=1800
sz()o
Por simetria, el polo complejo

con parte imaginaria negativa
“saldra” con el mismo angulo.
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Resolucion de problemas

. . . Bosquejo del lugar de las raices

El resultado final seria:

MATLAB:

>> rlocus(G*H)

maginary Axis

Real Axis (seconds )

Sistema estable para K<8,94.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 3.8. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura.
Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

Y(s)

R(s) + s+ 3

> >
K s(s+1)(s?+4s+5)

s+3

s(s+1)(32 45+ 5) y H(s)=1 (realimentacion negativa y unitaria)

Se tiene: G(s)=

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.
Se trata de un ejercicio similar al 3.6. Inicialmente: MATLAB: >> pzmap(G*H).

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=4y m=1.
Por tanto, el numero de ramas es: 4.
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Resolucion de problemas

Real Axis (seconds

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.
Las segmentos del LDR sobre el eje real serian, de 0 a -1y -3 a -,
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

Resolucion de problemas

a) Numero de asintotas: n-m=3. b) Angulo de las asintotas: 60°,180° y 300°.

c) Centrmde:_ Y. polos =Y ceros  (0-1-2-2)—(-3) 2
o~ n° polos — n° ceros B 4-1 I

Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Polinomio auxiliar caracteristico del sistema en lazo cerrado:

s+3 s(s+1)(32+4s+5)+K(s+3)

s(s+1)(52+4s+5) - s(s+1)(82+4s+5)
— s4+5s3+952+(1<+5)s+31<

A continuacion, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz sobre el polinomio
caracteristico (denominador de la funcidén de transferencia en lazo cerrado):

1+KG(s)H(s)=1+K

7
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

El término de la fila s° se anula si: K=4,49 (K=-44,49 no se considera ya que
K<0). Cuando K vale dicho valor, el LDR de dicho lazo de control presenta
puntos de corte con el eje imaginario.

Resolucion de problemas

S 1 9 3K
S 5 K+5 5
g2 (40_1{)/5 IK P(S):7,1OS +13,47:O —
s (-K2-40K+200)/ (40-K) s=4./—1,89==41,37]
g’ 3K
s+3 Paso 6: PUNTOS DE
1+KG(s)H(s)=0 — 1+K =0 — aso
s(s+1)(s2+4s+5) RUPTURA O SALIDA DEL EJE
(s+1)(s2+4s+5 4,:3.0.2 REAL.
e S\S § T8 _s +557+9s“+5s s=—0,44 y s=—3,65
B s+3 - s+3 (dos puntos de ruptura validos)

K (4574152 +185+5) (+3)+ (s*+553+952455) 3640035442 -545-15
ds (5+3)2 i (s+1)? )
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 7: ANGULO DE SALIDA (O LLEGADA) DE LAS RAICES.

Resolucion de problemas

Pole-Zero Map
1.5 I
1 e . —
E T T T 153,59
LINE . 135° i
2
g
£l Se selecciona el polo imaginario -2+;.
. Imponemos la formula generalizada:
AL {90° Y. 6polos — 2, Bceros=180° i
6p+153,5°+135°+900—45°=1800; sz 206,5°
15 \ \ \ \ \

Real Axis (seconds '1)

El polo complejo con parte imaginaria negativa saldra con un angulo “simétrico”.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

El lugar de las raices (LDR) del diagrama de bloques propuesto, es:

Resolucion de problemas

MATLAB:
>> rlocus(G*H)

. /,’—————'-'4
3

3

R

2

2

<

2

5

£

5 2
E

Sistema estable para K<4,49.

|
2

eal Axis (seconds -’ )
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Problema 3.14. Dado el sistema de la figura:

a) Dibuja el lugar de las raices del sistema con G.(s)=K.

b) Calcula la frecuencia natural, el tiempo de asentamiento y la sobreelongacién
(ante una entrada escalén) cuando no hay controlador (K=1).

c) Calcula el error de velocidad del sistema de la figura cuando no hay controlador
(K=1).

d) Disefia un compensador de adelanto G_(s) que permita reducir en un factor 10 el
tiempo de asentamiento y reducir a la mitad la sobreelongacién calculados en b).
Dibuja el lugar de las raices del sistema compensado.

e) Calcula el error de velocidad del sistema compensado y comparalo con c).

Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

R(s) + 4 Y(s)

P Gels) s(s+2) g

Se implementan los pasos necesarios

a) Inicialmente, H(s)=1
s(s+2) y ERSE para realizar el bosquejo del LDR.

nombramos; G(s)=
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Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

Inicialmente, se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo
abierto del bucle de control dado. En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Control y Automatizacion
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Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=2 y m=0. Por tanto, el numero de ramas es: max(n,m)=2.
Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Segun el mapa de polos de la diapositiva previa, se tiene que el unico segmento
que pertenece al LDR es de 0 a -2. Recuerda que los rangos dados no indican el
sentido de las ramas.

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.
a) Numero de asintotas: n-m=2.

Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

c) Centroide:
_ Xpolos =Y ceros  (=2+0) _

n° polos —n® ceros  2—0

b) Angulo de las asintotas: 90°y 270°. ¢ -1

Segun el escenario provisto hasta el paso 4, tan solo requeririamos implementar, para finalizar el
LDR, el paso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real.

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.
Es necesario conocer el punto de encuentro de las ramas. Para ello, imponemos:
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4 1, 1 dK 1 1 0 .
= — —— | — — — = —q——=() > g=—
1+KG(s)H(s) O—>1+Ks(s+2) 00— K 45 —|—25 s 28 5 S

Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

ooooooooo

En MATLAB: >> rlocus(G*H)

Real Axis (seconds
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Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

4
b) Si K=1, la funcion de G(s)  s(st2) 4
transferencia en lazo cerrado es: 1+G(s)H(s) i+ ( 4 . 52+Zs+4
s(s+

Comparando el denominador de
la funcion de transferencia con el
polinomio tipo de sistemas de SZJFZ@)HSJF(DIZ1 y 32+23+4—>wn=2 rad/s y £=0,5
segundo orden, resulta:

Ya que se trata de un sistema subamortiguado (0<¢<1), calculamos 4

) . : S , te=——=4s
el tiempo de asentamiento a partir de la expresion vista en teoria: S fwn

Para una mayor seguridad en la extincion de la respuesta natural, se ha propuesto el factor 4 (y no
M) en el numerador de la formula para el calculo del tiempo de asentamiento.

De igual forma, se calcula la sobreoscilacion: c) Considerando como en b),
¢ ] 05, - K=1, la funcién de transferencia
T ,om :
Mp=exp |~ —exp |- = 0,163 del error de control es:
V1-¢2

/1—0,52 E(s) _ 1
- R(s) 1+G(s)H(s)
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Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Sistema TIPO |
Teniendo en cuenta que R(s)=1/s? _ l 1 :1
(“velocidad”), se aplica el teorema €58~ hm() sE(s) = 511_I>n0 ° g2 (e 4 2
del valor final y resulta: s(s+2)

d) Antes de comenzar, es necesario recalcar que este tipo de ejercicios no tienen
una solucién unica. Sin embargo, existen vias de planteamiento que “facilitan” la
solucion.

En primer lugar, nos fijamos en el primer requerimiento: “permitir reducir en un
factor 10 el tiempo de asentamiento”. Para ello, ¢w, debe ser 10 veces mas grande
que antes (denominador de la férmula de t,). Localizados en el polinomio
caracteristico del sistemas de segundo orden (denominador de la funcion de
transferencia), dicho producto viene dado en el término que multiplica a “s”: 2¢w,,.
Antes, valia 2 (polo, con signo cambiado, de G(s)), ahora debe valer 20. Por tanto,
debemos inducir que donde habia un polo -2 en la funcién de transferencia en
trayectoria directa, ahora debe valer -20. Para ello, disefiamos un compensador que
“se cargue el polo antiguo de -2” (numerador) e “introduzca el polo nuevo en -20”
(denominador).
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Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

_ s+2 De esta forma, la funcion de transferencia en
Se propone: G (s)= <120 trayectoria directa resulta:
la funcion de transferenci ()G ()=t !
y la funcién de transferencia en c(5)G(s)= =
lazo cerrado: X s+20s(s+2) s(s+20)
Ge(s)G(s) _s(st20) 4
1+Gc(s)G(s)H(s) 1+ 4 s2+20s+4
s(s+20)

Asi, tenemos un compensador de adelanto: -2 (cero, z,) esta mas cerca del origen que -20 (polo, p,).

Por ultimo, falta por cumplir el segundo requerimiento: “reducir a la mitad la
sobreelongacion”. Para ello, nos apoyaremos en la ganancia del compensador
(hasta ahora fijada en 1) y en la determinacion de valor precisos de w, Yy ¢. Si nos
fijamos, ahora contamos con un sistema sobreamortiguado: ¢=5y w,=2 rad/s.
Para contar con una sobreoscilacion de 0,0815, debemos volver a un sistema
subamortiguado, 0<¢<1, respetando que el producto ¢w, debe seguir valiendo 10
(condicion del tiempo de asentamiento).
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Nos apoyamos en la condicion de la sobreoscilacion y determinamos el valor
de la frecuencia natural amortiguada (sistema subamortiguado).
T€wn 107
Mpzexp ———|— 0,0815=exp | - — | 2wy3=12,53 rad/s

w w

d d

Por tanto, la localizacion de los polos del sistema, para cumplir ambos
requerimientos simultaneamente, sera: s=—10+12,53; rad/s

Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

En el “recorrido” del LDR, estos polos estaran asociados a una determinada
K.. Matematicamente, se puede obtener a partir de:

IGC(S)G(S)H(SN—E_’ (—10+12,53))(—10+12,53j+20)| ~ K¢

- K=64,25

Notese que se ha escogido el valor positivo del valor imaginario de los polos
propuestos (rama superior). El valor negativo también seria valido.

Por tanto, el compensador de adelanto propuesto seria:  G_(s)=¢4 25£
s +20
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Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Root Locus
15 -
D.ﬁ.?-il
|
e
- Pole: -10 + 12.5i
En MATLAB: 5 oL Damping: 0.624
§ Overshoot (%): B.16
>> Gtd=tf([4],[1 20 0]) g Frequency (rad/s): 16
>SS H=1 3 0p—e———
>
>> rlocfind(Gtd*H,-10+12.53%) £ s|
£
10F
0624
-15 : ' :
-25 -20 -15 -10 -5 ] 5
Real Axis (seconds™')
De igual f | lim sE(s) = I : 20
e) De igual forma que en c), resulta: eqq= lim sE(s) = lim s— =
)belg : ) 557550 50§21, 257 257
El error de velocidad se ha reducido 6,5 veces gracias a la implementacion S(S+2O)

del compensador de adelanto propuesto en el apartado d).
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Problema 3.15. Diseiha un compensador de retardo G.(s) que permita reducir en un
factor 10 el error de velocidad del sistema de la figura, manteniendo invariable su
respuesta ante una entrada escalon. Justifica el disenio comparando el lugar de
las raices del sistema compensado y sin compensar.

Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

R(s) + 1 Y(s)

Gels) [N s(s+1(s+2) >

Comenzamos calculando el error
de velocidad inicial, L o 1 1 B
considerando G_(s)=1: €S8~ Sh_nfo sE(s) = sh_nf() ° §2 (4 1 =2

s(s+1)(s+2)

El primer requerimiento es reducir el error en _
régimen permanente en un factor de 10. Es decir, Sistema TIPO |
ahora debe valer 0,2. Lo fijamos:
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Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

0,2= lim_ s— > lim K =5——=10
s—0) S2 14K StTZc 1 s—0 ~st+pc (s-l—l)(s-l—Z) Pc
Cstpes(st1)(s+2)

Por simplificar, hemos considerado K_=1. Por tanto, el error de velocidad se
reducira 10 veces con cualquier compensador de retardo que cuente con un cero
10 veces mayor que el polo. Faltaria por considerar el requerimiento consistente en
que “se mantenga invariable la respuesta del sistema ante una entrada escalon”.

Para ello, debemos usar los fundamentos tedricos de los polos dominantes (ver
ayuda). Para mantener invariable la respuesta original, debemos introducir ceros y
polos “no dominantes”, es decir, cercanos al origen. Por ejemplo, elegimos: z.=0,05
y p.=0,005. Por tanto:

s+0,05 A continuacion, comprobamos utilizando MATLAB como el lugar

( )_ de las raices se mantiene practicamente invariable y la respuesta
Ge . i

s+0,005 temporal del sistema en régimen permanente ante una rampa se

acerca al valor ideal (reduccion del error).
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Resolucion de problemas

Diseno de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Root Locus
2 T T
—G
15T |~ Geompensado
Analisis del lugar de las raices del
sistema compensado y sin compensar.
- - - 3 D
“ Llnlear Slmullatlon RABSI.IlltS E sl
25 | :gfmpensadnm E ar
-157T
20
-2 L L L L
g -3 -2.5 -2 -1.5 -1 0.5 ] 0.5
= 15l Real Axis (seconds™)
£
ol Comparacion del error de velocidad del
sistema compensado y sin compensar.
5l
0 5 10 15 20 25 30

Time (seconds)
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Ejercicio 3. Dibuja el lugar de las raices del sistema de control de la figura.

a) Indica para qué valores de K el sistema es estable. Justifica tu respuesta
usando la grafica del lugar de las raices que has dibujado.

b) ¢ Puede este sistema en lazo cerrado tener una respuesta criticamente estable?
En caso afirmativo, indica para qué valor de K ocurriria, y qué frecuencia de
oscilacion tendria el sistema.

c) Calcula el error estacionario verdadero de posicion del sistema, en funcién de
K.

Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robdtica Software)

R(S) + " Y(s)

—) —> ———p) >
K s2+35s—4

1
s+ 8
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HEER
FU\S)_ + ‘——h\»ui ]ld/fw 2,35 Y -H

Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robotica Software)

\_ S (13

A

Lgif____lf T loRe=  gplsBx-y)
- e L. de G- He) ———
) o e S5 A . NO Tewe  CemesS |n=0!
) N -H{w r_3,j_5, o ?
S +38-1 =0 S= . TRES P05 w= ’#q

1
n=3 Pr= -8
(2) 0wpens BSTEHA = Wex(nM)= > P2>

@ sconenns ere UM Luef ols ) S-Sz $1-4-8 - :_3{{ =—3.6+
-

NS : Mn=3 D) me‘c‘ R
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Resolucion de ejercicios de examen
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Ouwis) = E Hes ) SR T :s?’* M.s,l+ 0s +O£-—52,)
3 o ? 5.2 94 Us 32 -
(< 25-1)(sep) = S+Bs v 32 R
7270 ¢22-% _ 22— —
, Dovthr -Worun Y kg ad - (L3 o = T
N AA
' 70
- k32 C Gy o & Qe \AgK(LoD

21 AA
E-RT e _2s2
o [Fmek %X 0 5| k=
___________’————‘.'
& \—,rr A o | x=32
=0

LPiL-22 - 1-32 N
e

| &L Lo 152 = auw \"“’W’mz -
b TeRUARAILL T MSQ"—&(ZSZ"&:MS 3 220

- _,22,@) m U\\G\J

M—

———— Control y Automatizacion




Universidad
Rey Juan Carlos

Resolucion de ejercicios de examen

@%mm PWTORA -
B C - = 35+
dls) 5) & ( <2 Mg+ 08 52)

. 4.0
s - _ s\t - 04 kS 6% Cg{f
2,800420 =0 &> S* e 6 7

bc pudimo reolidee W Qﬁ“&‘m wau

mjf [ %
_ / \Ui/l'" uﬂ: ""l’[‘.l‘f} ftdé
' W 44%
= -\,06
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Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robotica Software)

—

| aldle w32 el 282
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Resolucion de ejercicios de examen

Rey Juan Carlos
Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robotica Software)
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Resolucion de ejercicios de examen
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EJERCICIOS TEMA 4: Controladores PID

Problema 4.1. Explica y justifica si con algin controlador tipo PID (P, PD, PI o PID) se podria
hacer que el sistema de la figura tuviera un comportamiento subamortiguado, frente a una entrada
escalon:

R(s) + 1 Y(s) R

Ge(s) " (s+2) "

4

Problema 4.2. Disefia un controlador tipo PD como el mostrado en la figura de modo que el error
estacionario ante una entrada parabola sea de un 1% y el tiempo de asentamiento del sistema ante
una entrada escalon sea de 8 s. Discute la validez del uso en el disefio de las expresiones de un
sistema de 2° orden sin ceros y comprueba el resultado con MATLAB.

?) k,-(1+T,-s) — = > ()

Problema 4.3. Se quiere que el sistema de control de la figura tenga un tiempo de asentamiento
inferior a 1 s y una sobreelongacion méaxima del 20%.

A 4

(1) G.(s) y(®)

Para ello se puede usar un controlador P, un controlador PD o un controlador PI. Recordemos que
las funciones de transferencia de estos dos Ultimos son:
G(S)pp =k-1+Ts) G(s)p = M

a) Utilizando las expresiones del sistema de 2° orden sin ceros, calcula el coeficiente de
amortiguamiento, la frecuencia natural y la posicion de los polos en lazo cerrado necesaria
para cumplir los requisitos de disefio.

b) Razona, mediante el lugar de las raices, cudl de los tres controladores seria el adecuado para
conseguir dichos requisitos.

¢) Utiliza MATLAB para calcular la funcion de transferencia del controlador elegido y
comprueba si se cumplen los requisitos de disefio. En caso de no cumplirse, argumenta a
qué es debido y reajusta el controlador para que se cumplan.
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Problema 4.4. El sistema de control de la figura inferior tiene una planta P(s) formada Ginicamente

por un polo en el origen.
controller plant

. : C(s) . P(s) 7,

h

a) Disena un controlador C(s) de la familia de los PID para que el error estacionario de
aceleracion sea de un 10% y su tiempo de asentamiento ante una entrada escalon sea de 16 s.

Justifica el tipo de controlador que hayas elegido.
b) Razona si el sistema se podria inestabilizar aumentando mucho la ganancia del controlador
que hayas elegido

Problema 4.5. Dado el siguiente diagrama de bloques de un sistema de control en lazo cerrado,
utiliza MATLAB para calcular el valor de ganancia de un controlador proporcional Gc(s)=K de
manera que se cumplan los requisitos siguientes para la respuesta en lazo cerrado del sistema:

1
DO—>O—>—>
= S (S + 2) v
Ge(s)
Gp(s)
1
(s+4)
H(s)

a) La sobreelongacion sea Mp=5%.

b) El tiempo de asentamiento sea =10 s.

¢) El coeficiente de amortiguamiento sea (=0,5.

d) La frecuencia natural (no amortiguada) sea w,=2 rad/s.
e) La frecuencia natural (no amortiguada sea ®, =3 rad/s.

Problema 4.6. Dado el sistema de control de la figura, utiliza MATLAB para:

a) Disefar un controlador proporcional que haga que el sistema tenga un 16% de porcentaje de
sobreelongacion. Indica si es valido aproximar el sistema por uno de 2° orden.

b) Disefia un controlador PD para logar el mismo porcentaje de sobreelongacion pero con un
tiempo de asentamiento 3 veces inferior al sistema disefiado en a)

R(s) + E(s) K Cls)
g _GF) s+ +e6) )
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Problema 4.7. Utilizando MATLAB, disefia un controlador PID para que el sistema de la figura
tenga una sobreelongacion del 20%, un tiempo de pico igual a 0,2 s y para que presente un error
nulo frente a una entrada escalon. Hazlo en tres fases y comprueba el resultado:

a) Disefia un PD que te permita conseguir la respuesta transitoria deseada.

b) Anade un PI al disefio anterior que anule el error en estado estacionario sin modificar
apreciablemente la respuesta transitoria conseguida en a).

¢) Indica la funcién de transferencia final del controlador PID disefiado.

R(s) + E(s) K(s +8) C(s)
I -
®T (s +3)(s + 6)(s + 10)
Problema 4.8. Se desea controlar un sistema térmico cuyo modelo matematico se desconoce,
utilizando un regulador PID. Para ello, se registra la evolucion de la temperatura (salida del sistema)
ante una entrada escalon unitario, estando el sistema en lazo abierto. Disefia un PID para el sistema

utilizando el procedimiento de Ziegler-Nichols y comenta las mejoras que produce el controlador en
la respuesta del sistema en lazo cerrado.

¥iel wit)

0.4
0.8

0.3
0.6

0.21
.4 !

1)

Uﬂ § 14 15 i

Problema 4.9. Una planta G(s) esta formada por un integrador y por dos polos en s=-1 y s=-5. Aplica
el procedimiento de Ziegler-Nichols para sintonizar un controlador PID para dicha planta. Estudia
la respuesta del sistema controlado con MATLAB. Realiza una sintonia fina del controlador
utilizando RLTOOL obtenido hasta que obtengas una sobreelongacién menor del 20% y un tiempo
de asentamiento menor de 2 s.

(Se podria haber obtenido dicha respuesta con un controlador proporcional?

3/4



Control y Automatizacion. Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales.
ede
Universidad

Rey Juan Carlos Area de Tecnologia Electrénica

©2022 Autores Susana Borromeo Lopez y Diego Martin Martin

Algunos derechos reservados
Este documento se distribuye bajo la licencia
“Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,

disponible en
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

4/4



Control y Automatizacion. Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales.

ode
Area de Tecnologia Electrénica

Universidad
Rey Juan Carlos

SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 4: Controladores PID

Problema 4.1. La planta G(s) del sistema de la figura es de primer orden, por lo que:
a) Con un controlador proporcional (P) sélo conseguiriamos comportamientos en lazo
cerrado sobreamortiguados, ya que el tinico polo en lazo cerrado (LC) siempre estaria sobre

el eje real negativo.

b) Con un controlador proporcional derivativo (PD) afiadiriamos un cero (cuya posicion se
puede elegir). Independientemente de la posicion del cero, el lugar de las raices del sistema
seria un segmento del eje real, por lo que estamos en la misma situacion que en a).

¢) Con un controlador proporcional integral (PI) afiadimos un polo en el origen y un cero de
posicion seleccionable al sistema. El sistema pasa a ser de orden dos. Si se sitda el cero a la

izquierda de ambos polos (por ejemplo, en s=-4), el lugar de las raices muestra que podran
existir polos en lazo cerrado complejos, por lo que el sistema podra tener un comportamiento

subamortiguado. Por ejemplo:
Root Locus Editor for LoopTransfer_C Step Response
AN L —
Polos / \'\
] en LC Polo
| \ del PI osf
/ Respuesta a escalon
E ‘ s para los polos en LC
g N * EXY de la izauierda
E k ‘ g /
Cero | |
! del PI ] ac | ‘j
[
|
|
|
T I
i‘» 06 08 Iw 1 1
Time (seconds)

-3
12 -10 8 b -
Real Axis

d) Con un PID (dos ceros y un polo en el origen) también se puede lograr un comportamiento

similar. Por ejemplo, con uno de los ceros en s=-4 y otro en s=-6:

Step Response
From: r To:y

Root Locus Editor for LoopTransfer_C
1.1

Amplitude

Imag Axis

‘\ 07
\ |
4 \"\ , |
\ [
0.6
A5 \ R ‘\‘
AN

Real Axis

1 15

Time (seconds)
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Problema 4.2.
Del requisito del error en estado estacionario se obtiene el valor de Kp=100.

Del requisito del tiempo de asentamiento, y utilizando la expresion del mismo para un sistema
de 2° orden candnico (sin ceros) de ts=4/c, se obtiene que la parte real de los polos (en valor
absoluto) debe ser de 6=0,5.

Calculando la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado e igualdndola por términos a
la de un sistema genérico de 2° orden se obtiene, por comparacion de los coeficientes, que ®n
es igual a 10 rad/s. La parte real de las raices es debe ser igual a 6 = 0,5 = o, { por lo que el
coeficiente de amortiguamiento es de (=0,05.

Con un coeficiente de amortiguamiento tan bajo, la respuesta ante una entrada escalon sera
muy oscilatoria. La sobreelongacion maxima M, esperada es de 100-exp (-m/tanf) = 85,5%.

Los polos del sistema en lazo cerrado estaran situados en s = -0,5 = 9,99j

Igualando coeficientes se obtiene la constante de tiempo del regulador PD, T4 = 0,01 s. La
funcién de transferencia del controlador PD disefiado es Ge(s) = 100(1+0,01s) = (s+100), es
decir, tiene un cero en s=-100.

JEs valido el uso de las expresiones de # y Mj correspondientes a un sistema de segundo orden
canonico (sin ceros) en este sistema con un PD, que si tiene un cero en s=-100?

El cero del controlador PD esta en s=-100, es decir, que estd alejado 200 veces mas del eje
imaginario que los polos en lazo cerrado de s = -0,5 £ 9,99j. Como la diferencia entre ambos
supera el “factor 107, en ese caso el uso de las expresiones de un sistema de segundo orden sin
ceros esta justificado, y los valores reales de M, y s seran muy parecidos a los calculados.

Comprobacion: La simulacion mediante MATLAB de la respuesta al escalon del sistema
compensado nos confirma que la sobreelongacion y tiempo de asentamiento calculados con las
expresiones (Mp=85,5%, ts = 8 s) son practicamente iguales a los valores reales:

Step Responze
2 T T T T T

18 T Syatem: GLC

I| Peak amplitude: 1.83
1B overshaot (31 855
At time (zec) 0.314

System: GLC

Amplitude

2 4 G
Time (=ec)

12

=)
—
)

2/19



Control y Automatizacion. Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales.

g § Universidad ]
Rey Juan Carlos Area de Tecnologia Electrénica

Problema 4.3.

a)

b)

Usando las expresiones del sistema de 2° orden sin ceros, un tiempo de asentamiento inferior
a | s requiere que la parte real de las raices dominantes de la ecuacion caracteristica (polos
del sistema en lazo cerrado) sea menor que -4. Una sobreelongacion maxima del 20% se
corresponde con 0 = 62,87°, por lo que el coeficiente de amortiguamiento sera de { = cos(0)
= 0,456.

De ambos requisitos se extrae que ®n=8,77 rad/s. Por ello, los polos dominantes seran
complejos conjugados y deberan estar situados en s = -6 £ joda = -4 + 7,8j

Los polos del sistema en lazo abierto estan situados en s=+1,41, luego el lugar de las raices
de la planta no compensada (sin controlador) nos muestra un sistema siempre inestable en
lazo cerrado (una raiz en el semiplano complejo positivo) o no amortiguado (las dos raices
del sistema sobre el eje imaginario), ya que el lugar de las raices del sistema no compensado
es el siguiente:

Foat Locus

Imaginary Axis
o
T
i

Real Axis

Si utilizamos un controlador PI (que recordemos que se caracteriza por tener un polo en el
origen y un cero en una posicion configurable s = -1/7) podemos situar el cero del controlador
en cuatro posiciones diferentes: a la derecha del polo positivo en lazo abierto, entre cero y
el polo positivo, entre el polo negativo y cero o a la izquierda del polo negativo.

Sin embargo, en ninguna de las configuraciones anteriores conseguiriamos que el lugar de
las raices del sistema controlado pase por los puntos s = -4 £+ 7,8j:

Siemnpe %&m?a 5‘0 B
8 Cnn
7“&3{(\&@ PNESTAR e P \:3_ ABIC | INC}S:ABLE

tee

Te e
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Sin embargo, si utilizamos un controlador PD (que se caracteriza por tener un cero en una
posicion s=-1/T) el sistema controlado pasard de dos asintotas a tener s6lo una asintota
(angulo -180°). Por ello, si situamos el cero a la izquierda del polo negativo conseguiremos
que haya un punto de ruptura entre los dos polos en lazo abierto y un punto de reencuentro a
la izquierda del cero:

: } TOBHL DAD D
%Y\W Do | Que A
InesARLE Tleseadic

e o

o Bl Bl
| L

¢) Este apartado se realiza en la practica 4 de la asignatura (controladores PID con MATLAB),
utilizando la herramienta “rltool” de MATLAB.

Si la posicion del cero del controlador PD es s=-9,7, el lugar de las raices del sistema
compensado pasa exactamente por los puntos del plano complejo s = -4 + 7,8j, para los que
se cumplirian simultaneamente los requisitos de sobreelongacion igual al 20% y tiempo de
asentamiento igual a 1 s. Estableciendo una ganancia de K=1,95 en el controlador PD (es
decir, si la funcién de transferencia del controlador es Ge(s) = 1,95(s+9,7)) logramos situar
los polos dominantes en lazo cerrado del sistema exactamente sobre esos puntos (figura de
la izquierda):

Root Locus Editor for LoopTransfer_C Step Response

3 From: r
or A 12

Cero del PD cerca
il de los polos en LC T ‘

-

Imag Axis
Amplitude

15 10 5 0 5 o 02 04 06 08 1 12 14 16 18
Real Axis Time (seconds)

En la figura de la derecha comprobamos que el sistema con ese controlador PD cumple el
requisito de tiempo de asentamiento. Sin embargo, el cero en s = - 9,7 esta muy cerca de los
polos en lazo cerrado (a menos de 6 veces la distancia de éstos al eje imaginario). Como se
vio en el Tema 2, esto altera la respuesta esperada al escalon, aumentando la
sobreelongacion de la misma (en la figura comprobamos que supera con creces el 20%).

Por ello, la expresion que relaciona sobreelongacion M, con el coeficiente de
amortiguamiento usada en el apartado a) (para sistemas de 2° orden sin ceros) deja de ser
valida en este caso.
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Para compensar el efecto del cero tan cercano es necesario que el angulo 0 (y por ello el
coeficiente de amortiguamiento) de los polos en lazo cerrado sea algo menor que el valor
calculado (§ = cos 0 = 0,456), para lo que se pueden hacer dos cosas. La primera de ella es
simplemente aumentar el valor de K, lo que hace que los polos se desplazan hacia la
izquierda, reduciendo su angulo y bajando M,. Si se sube hasta K=4,9 (G¢(s) = 4,9(s+9,7))
se consigue que M, no supere el 20%. Como ahora dichos polos tienen su parte real mas
negativa, el sistema es todavia mas rapido, cumpliendo sobradamente con el requisito de
tiempo de asentamiento:

Root Locus Editor for LoopTransfer_C Step Response
! ! From r

15

i L System: I0Transfer_2y
ity
Peak amplitude: 1.21
Overshoot (%): 20
At time (seconds): 0.163 et
1 —e
N\,
Polos en LC )
.
conK=49 ~
7 N\,
\ nuevd 0 f d

Imag Axis

Amplitude

-5 -10 5 0 5 0 05 1 15
Real Axis Time (seconds)

Existe una segunda opcion para disminuir el d&ngulo 6 de los polos en lazo cerrado sin tener
que desplazarlos hacia la izquierda en el plano complejo, que consiste en mover el cero del
controlador hacia la derecha. De esta manera se reduce el radio de la circunferencia del
lugar de las raices, por lo que disminuye la parte imaginaria de los polos en lazo cerrado sin
que varie su parte real.

Asi, si se desplaza el cero hasta la posicion s=-4,5 se consigue, para la misma K de 1,95
(Ge(s) = 1,95 (s+4,5)) que los polos se sitien donde muestra la siguiente figura, permitiendo
que el tiempo de asentamiento sea ligeramente inferior a 1 s y que M, no supere el 20%:

Step Response
‘Rom Locus Fmtorfor LoopTransfer_C Systom: IOTransfor_12y p Resp

10 rtoy From: r To: y
Peak ampltude: 1.27

Overshoot (%): 19.5
POlOS con Attime (secon ds): 0.309

menor angulo 0 \ .
[
e —

[~ 1

\\\
Cero del PD S

ens=-4,5 \ \\
9/\

[

Imag Axis

Amplitude

/

Real Axis Time (seconds)
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Problema 4.5. Para resolver el ejercicio trazamos el lugar de las raices del sistema en MATLAB
(mediante “rlocus”) y utilizamos el comando “sgrid” para encontrar el valor de K que se
corresponde con un coeficiente de amortiguamiento o una frecuencia natural dada. Como alternativa
a “rlocus + sgrid” se puede utilizar también la herramienta “r/tool”

Los resultados son:

a)
b)
c)
d)
e)

Se necesita un coeficiente de amortiguamiento { de 0,69, para lo que K=5,42

Se necesita un valor de o (parte real de las raices) de 0,4, para lo que K=2,31

Se necesita un coeficiente de amortiguamiento { de 0,5, para lo que K=8,28

Se necesita una frecuencia natural m, igual a 2 rad/s , para lo que K=20,9

No hay valor de K que permita una frecuencia natural wy igual a 3,5 rad/s y que mantenga el
sistema estable en lazo cerrado.

Problema 4.6.

a)

De la expresion para un sistema de 2° orden, M, = 100-exp(-n/tan), podemos obtener que
una sobreelongacion del 16% se corresponde con un angulo de las raices complejas de 59,74°
medido desde el eje real negativo (o, lo que es lo mismo, 120,26° medido desde el eje real
positivo) y con un coeficiente de amortiguamiento de { = cos(0) = cos(59,74) = 0,504.

Si trazamos el lugar de las raices del sistema de tercer orden (MATLAB) y buscamos el
punto donde los polos dominantes en lazo cerrado cortan la linea de { = 0,504 encontramos
que la ganancia del controlador proporcional debe ser de K=43,35.

Jja

A
£=0.504
-4 j3
s-plane
42
—1.205 +,;2.064 ’
K=4335
41
\:2()_26"
— x L K 1 x 1 oy 1 1 - - 0
-7.59 -7 —6 -5 -4 -3 -2 ~1 0
K = Closed-loop pole
X = Open-loop pole

Para ese valor de K=43,35 los polos dominantes en lazo cerrado se encuentran en la posicion
s =-1,205 + 2,064, mientras que el tercer polo (polo rapido) esta en s = -7,59 para ese valor
de K. Como dicho polo se encuentra alejado del eje imaginario un poco mas de 6 veces la
distancia al mismo de los polos dominantes, la aproximacion del sistema de tercer orden a
uno de segundo orden estd justificada.

El tiempo de asentamiento del sistema con el controlador proporcional K=43,45 sera
entonces de s = 4/6 = 4/1,205=3,32 s
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Utilizamos MATLAB para comprobar que la respuesta al escalon unitario tiene una
sobreelongacion y un tiempo de asentamiento muy parecidos a los calculados con las
expresiones para un sistema de 2° orden, validando dicha aproximacion:

Step Response

e SN
System: GLC I S
Peak amplitude: 1.15 | b System: GLC
, [ Overshoot (%): 161 T.:7 - =-- Seflling time (seconds): 3.47 —-—-—-—- 4
™ Attime (seconds). 168 T°~ e, i it
i i
i i
! !
0.8 i i
i i
[ 1
8 | i
2 06 ! i
[= i I i
- i i
! !
[ 1
! !
[ 1
i i
- [ 1
UL I i
i i
! !
[ 1
0 i i
0 1 2 3 4 5 B

Time (seconds)

b) Si queremos tener un tiempo de asentamiento tres veces mas rapido que en a), es decir, de
1,107 s, la parte real de los nuevos polos dominantes debe estar ahora en ¢ = 4/t = 3,613.
Como dichos polos deben mantener su angulo (para que no se modifique el coeficiente de
amortiguamento y con ello la sobreelongacion), la posicion de los nuevos polos dominantes
debera ser s = -3,613 + 6,193j,

£=10.504 Desired 7
compensated J
-3.613 + j6.193 X dominant pole i6

1.5
174 s-plane
1 J3
Uncompensated 1.2
dominant pole
—1.205 +42.064 1.J1 —
- x | X | x | I——| | - \ . - g
-759-7 6 -5 -4 -3 -21-1 0

X = Closed-loop pole
¥ = Open-loop pole
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.Donde debemos colocar el cero del controlador PD para que eso ocurra?

Podemos realizar una estimacion previa de la posicion de dicho cero calculando el angulo de
los polos en lazo abierto (situados en s =0, -4 y -6) al punto donde ahora queremos que estén

los polos dominantes en lazo cerrado, s = -3,613 + 6,19

3j. Llamando a estos angulos @1, @2

y @3 respectivamente, ya conocemos que @1 es 120,26°. Un calculo trigonométrico basico

nos da que @2 = 86,42° y @3 = 68,92°. La suma de los tre

Como la funcidn de transferencia en lazo abierto del

s angulos es de 275,6°.

sistema compensado debe tener un

angulo de -180°, y dicho angulo es resultado de “angulo de ceros ” — “angulo de polos”, se
puede deducir que el tnico cero del sistema, el del compensador PD, debera aportar 275,6° -
180° = 95,6°, esto es, estara situado aproximadamente en la posicion del eje real 6=-3:

jw

£ =0.504

Desired
=3.613 +6.193 compensated
dominant pole

Uncompensated

dominant pole —1.205 +,2.064

A

- f'}"

- j4 s-plane
- ,F3
1 J2

4

'\'120.2(9
g

A"
~7 =6 =5 .4 v\ -1
X = Closed-loop pole -
X = Open-loop pole

‘\‘95.60
| LY. 1 LY 1 1
Al
-3N 2

0

Para comprobarlo y ajustar la nueva ganancia utilizamos la herramienta RLTOOL de
MATLAB: La funcion de transferencia final del PD disefiado sera de Ge(s) = 47,45 (s+3).

Root Locus Editor for LoopTransfer_C

12 ——

System: IOTransfer_r2y
10: rtoy
Peak ampitude: 1.13 From: r To:y

Step Response

Overshoot (%): 12.6
At time (seconds): 0535

AN System: OTransfer_r2y
10: rioy

Settling time (seconds): 1.17 "]

Imag Axis

Amplitude

or polo LC no perfecta o2r |

Cancelacion cero- /

3
Real Axis

08 1 12 14 16 18
Time (seconds)
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Para terminar, podemos comprobar también cémo la sobreelongacién y el tiempo de
asentamiento de la respuesta real al escalon difieren ligeramente de los valores calculados.
Esto se debe a que no hay una cancelacion perfecta entre el cero del PD y el tercer polo
en lazo cerrado del sistema, como se muestra en la figura, lo que afecta minimamente a los
valores calculados con las expresiones para un sistema de 2° orden sin ceros.

Problema 4.7.

a) Comenzamos disefiando el controlador PD para conseguir el requisito de disefio de
sobreelongacion del 20% para un tiempo de pico de 0,198 s. Este paso se realiza de igual manera
que en el ejercicio anterior, salvo porque ahora extraemos la parte real de las raices dominantes
del sistema del requisito de tiempo de pico. Asi:

Utilizando las expresiones para el sistema de 2° orden sin ceros, la sobreelongacion del 20%
estd asociada con un angulo de los polos dominantes en LC complejos de 62,87°, medido
desde el semieje real negativo (117,13° medido desde el semieje real positivo) y con un
coeficiente de amortiguamiento de { = cos(0) = co0s(62,87) = 0,456.

Un tiempo de pico £, = n/wq = 0,198 s estd asociado a una frecuencia wq = n/t, = 15,87 rad/s.
Recordemos que wq es la parte imaginaria de los polos en LC.

Conocida la parte imaginaria de los polos y el angulo, la parte real de los mismos viene dada
por 6 = wg¢/tan(0) = 15,87/tan(62,87) = 8,13. Los polos dominantes del sistema deben situarse
entonces en el punto del plano complejo s =-8,13 + 15,87,

La posicion del cero del controlador PD se puede hallar analiticamente, de nuevo,
calculando el angulo de los tres polos (situados en s = -3, -6 y -10) y el cero (s = -8) de la
planta en lazo abierto al punto calculado para los polos dominantes en lazo cerrado.
Elegimos, por ejemplo, el valor positivo, s = -8,13 + 15,86j.

Llamando a los angulos de los polos @3, @s, @10 (respectivamente) y al angulo del cero s, y
realizando calculos trigonométricos basicos obtenemos que @3 = 107,92°, ¢s = 97,65°, ¢10=
83,28° y 83 =90,47° (todos medidos desde el semieje real positivo en este caso). Por ello, el
angulo total de la planta en LA, G(s) al punto “s” es arg(G) = 05 - @3 - ¢s - P10 =-198,37°

De lo anterior se deduce que Ila

. . [
contribucion del cero del compensador PD PD-compensated -/“
debe ser de arg(G) + arg(PD) =-180° (para dominant pole _
que la suma total de angulos sea de -180°), === {35587
luego arg(PD) = 198,37 - 180 =18,37°. l
s-plane
e Elceroz. del PD debe entones estar situado 18.37°
en el punto s=-55,92 (ver figura de la s 1 - O
derecha) ~Zs -8.13
La figura inferior lugar de las raices del X = Closed-loop pole

sistema compensado con el PD (MATLAB).
Se deduce que hace falta una K=5,34 para

Note: This figure is not drawn to scale.

situar los polos dominantes en LC en el lugar
deseado.
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jed
A
&= 0456
PD-compensated
dominant pole
8.13 + j15.87
K=534 s-plane
—_— )
117.13°
1 O WO K% o
-106 55.92 -10 -8 —-64-3 0

X = Closed-loop pole
¥ = Open-loop pole

Ademas, se observa que el tercer polo en LC estaria situado entre -10 y -8, es decir, bastante cerca
del cero de la planta (situado en s=-8) y por ello su efecto en la dindmica del sistema quedaria
practicamente anulado.

De hecho, la siguiente figura muestra la respuesta al escalon del sistema en lazo cerrado sin PD
y con PD, demostrando que se cumplen razonablemente bien los dos requisitos de disefio del
transitorio, dando validez a la aproximacion del sistema de tercer orden por uno de 2° orden sin
ceros (y con ello al uso que hemos realizado de las expresiones para M, y ). Recordemos que
cuando los valores reales de M, y t, difieren ligeramente de los valores calculados es porque no
hay una cancelacion perfecta entre el cero del PD y el tercer polo en lazo cerrado:

Respuesta en lazo cerrado sin controlador y con PD

System: LC con PD
Peak amplitude: 1.13
Overshoot (%): 21.7
Attime (seconds): 0.176

LC sin controladar
LC con PD

Amplitude

o
.

;
I
[!

- - - . . - -
0 0.1 0.2 0.3 0. 05 0.

Time (seconds

(=5}

[
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b) En la figura anterior también se observa como el sistema (con o sin PD), al ser de Tipo 0, tiene
un error no nulo frente a la entrada escalon (de hecho el error sin controlador es muy acusado).

Para eliminar este error hay que subir el tipo de sistema a Tipo 1 introduciendo un polo en el
origen. Eso cambiaria drasticamente la respuesta transitoria disefiada en el punto anterior. Lo que
se hace entonces es introducir el polo en el origen y un cero adicional muy cerca del mismo (es
decir, un controlador PI) que practicamente anule la dindmica del nuevo polo en LC y no
modifique mucho el transitorio ya ajustado anteriormente con el PD. Podemos, por ejemplo,
situar el cero del PI en el punto s=-0,5. El controlador PI que incorporamos ahora quedaria:

Kp;(s +0,5)
Cpi(s) = Plf

El nuevo lugar de las raices de la planta con el PD + PI (PID) seria (MATLAB):

Jw
[ ]

£=0.456

PID-compensated
~7.516 +j14.67 dominant pole

K=46 s-plane

B
117.13°

106 —5592

\

X = Closed-loop pole
¥ = Open-loop pole

Del LDR se extrae que ahora es necesaria una ganancia total en el controlador de K=4,6, por lo
que la funcién de transferencia final del PID disefiado seria:

4,6(s +55,92)(s + 0,5)
s

Cpip(s) =

La siguiente figura muestra la respuesta al escalon del sistema sin controlador, con el PD del
apartado a) y anadiendo el PI del apartado b). Se puede comprobar cémo del PD al PID el
transitorio apenas cambia, y sin embargo el error de posicion se anula con el PID:
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Respuesta en lazo cerrado sin controlador, con PD y con PID

12T LC sin controlador
— LCcon PD
LC con PID
] T L T R P P PP TPRTRPPERPTERS
|||II |||||||||||||||||| -—
|
087 |
@ |
o |
= |
B el
c 06
e |
0.2
8 1 1.5 2 2.5 3

Time (seconds)

Problema 4.8. En la figura observamos que la temperatura (salida del sistema térmico) tiene un
comportamiento sobreamortiguado y con forma de S frente a una entrada escaléon, con un
tiempo de asentamiento de aproximadamente 80 segundos.

Al no conocer el modelo de la planta y tener la respuesta transitoria experimental en lazo abierto
forma de S, podemos aplicar el primer método de Ziegler-Nichols para extraer el tiempo de retardo
“L”y la constante de tiempo “7” del sistema, con las que sintonizar un controlador PID:

clf)

™~ Li te en el
p..l::: dm:\f:tfllci;le Tabla 10-1 Regla de sintonizacién de Ziegler-Nichols basada en la respuesta escalén
de la planta (primer método)
K
Tipo de
controlador K, Ti Ta
T
= 0
P L &
T L
0 /] I PI U.S‘I 3 0
T
il r PID 1'2E 2L 0.5L

Se traza la recta tangente a la salida del sistema por el punto de inflexién de la misma
(aproximadamente en ¢ = 10 s). El punto de corte de dicha tangente con el eje de tiempo nos

permite extraer un valor de L de aproximadamente L =2 s.
e Larecta tangente corta con el valor final y(t) = 1 en aproximadamente /=30 s, por lo que la

constante de tiempo 7 del sistema es de 7= 28 s.
Segun las reglas de sintonia de la tabla 10.1, las constantes del PID seran K, = 16,8, 7; = 4,
Tq= 1. La funcién de transferencia del controlador PID hallado tiene un polo en el origen y

dos ceros (un cero doble) en s=-0,5:

Cpip(s) =

16,8 (s + 0,5)?
s
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Si quisiéramos estudiar el efecto del PID en la respuesta de la planta al escalon unitario, tendriamos
que extraer primero un modelo matematico de la planta en lazo abierto. La planta se puede intentar
aproximar a un sistema de primer orden (con constante de tiempo igual a 7) mas un retardo anadido
de 2 s. Aunque queda fuera del temario de esta asignatura, los retardos se modelan con una
exponencial decreciente en el dominio de Laplace, como se explica en:

https://es.mathworks.com/help/control/ug/analyzing-control-systems-with-delays.html

Entonces, el modelo aproximado de la planta en lazo abierto podria ser de la forma:
—Ls

e
GLazo abierto (S) = Ts + 1

Al anadir el PID (Cpip(s)) y realizar la realimentacion unitaria, la planta reduciria su tiempo de
asentamiento a menos de la mitad, pero presentaria cierta sobreelongacion:

it}

Problema 4.9.

En este caso el modelo de la planta en lazo abierto es conocido, e igual a:
1
GLazo abierto(S) = s(s+ (s +5)
Como tiene un integrador (polo en el origen), se utiliza el segundo método de Ziegler-Nichols (no

tendria sentido realizar una respuesta a escalon en lazo abierto de dicha planta, ya que la salida
creceria indefinidamente).

Para aplicar el segundo método se busca primero la ganancia del controlador proporcional (K;) que
en lazo cerrado hace que el sistema tenga oscilaciones sostenidas, es decir, que sea un sistema no
amortiguado (marginalmente estable). A dicho valor se le denomina “ganancia critica” K¢r. Al ser
el sistema de tercer orden (LDR con tres asintotas) sabemos que dos de dichas asintotas cruzaran el
eje imaginario.
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El valor de K, que hace al sistema marginalmente estable para que ocurra una oscilacién sostenida
se obtiene mediante el criterio de estabilidad de Routh. Como la ecuacién caracteristica para el
sistema en lazo cerrado es

S +65+55+K,=0

el array de Routh es:

s 1 5
3 6 K,
30— K
1 P
. 6
s K,

Examinando los coeficientes de la primera columna del array de Routh, se encuentra que ocurrird
una oscilacién sostenida si K, = 30. Asi, la ganancia critica K, es

K. =30

Para dicho valor, la frecuencia de oscilacion es de @ = 2,236 rad/s, y por ello el periodo de oscilacion
es entonces igual a Per =27/ = 2,81 s

Conocidos K¢ y Per, la siguiente tabla indica los valores de los parametros de los controladores P,
PI y PID sintonizados con este segundo método de Ziegler-Nichols:

Tabla 10-2 Regla de sintonizacién de Ziegler-Nichols basada en la ganancia critica
Ky en el periodo critico Per (segundo método)

Tipo de
controlador K, T Ta
P 05Ky © 0
1
PI 0.45K 12 P.. 0
FID 06K, 0.5P, 0.125P..

El valor concreto de los pardmetros para el controlador PID seria:
K,= 06K, = 18
T,= 0.5P, = 1.405
T,=0.125P, = 035124

Y la funcion de transferencia del PID sintonizado con estas reglas tiene una ganancia de 6,32, un
polo en el origen y un cero doble en s = -4/P, es decir, en s=-1,42:
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1
4As) = KF(] - T_ﬁ - ]‘}5)

1
=18[1+ + 0.35124s
1.405s

| 6.3223(s + 1.4235)

5

Por lo que el sistema completo en lazo cerrado con PID sintonizado mediante Ziegler-Nichols es:

Ris) @ 6.3223 (s + 1.4235) 1 Cls)
o = ——
5 s(s+ 1)s+3)

Controlador
PID

La siguiente grafica muestra una simulacion con MATLAB de la respuesta al escalon del sistema
con el controlador PID disefiado. Se han incluido también la respuesta en lazo cerrado sin
controlador (ganancia Kp=1) y con los controladores P (ganancia K,=15) y PI (K,=13.5, polo en s=0
y cero en s=-0,427) sintonizados con los parametros de la tabla 10.2 (para comparar):

Respuesta en lazo cerrado sin controlador y con P, PI, PID

2.5
LC sin controladaor
LC Ziegler P
-1 LC Ziegler PI
< LC Ziegler PID

tn

Amplitude

tn

-

10 15 20 25 30
Time (seconds)
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En la grafica anterior se observa que el sistema sin controlador tiene un comportamiento
subamortiguado, con un tiempo de asentamiento de unos 15 s. El controlador que mejor
caracteristicas consigue es el PID, ya que mejora el tiempo de establecimiento hasta 10 s, aunque
introduce una sobreelongacion en la respuesta del sistema bastante apreciable (mas del 60%).

Para reducir la sobreelongacion por debajo del 20% y el tiempo de asentamiento por debajo de 2s
necesitamos realizar una sintonia fina del controlador PID, es decir, necesitamos modificar la
posicion de sus ceros y la ganancia con RLTOOL hasta que se cumplan los requisitos de disefo.

Esto es habitual, ya que las reglas de sintonia de Ziegler-Nichols se deben tomar simplemente
como un punto de partida para realizar posteriormente una sintonia fina.

Para ver como proceder en dicho ajuste fino, necesitamos conocer el lugar de las raices del sistema
con el PID sintonizado anteriormente. Se muestra en la siguiente figura (MATLAB). Recordemos
que G¢(s) G(s) tiene cuatro polos, dos de ellos en el origen, uno en s=-1 y otro en s=-5; y un cero
doble en s = -1,42. Es decir, se trata de un sistema de orden cuatro:

Root Locus Editor for LoopTransfer_C

Polos dominantes para el sistema
en LC con el PID sintonizado

Imag Axis
[=
T
x
[ ]

. . [ i
3 -2 -1 0 1

Real Axis

t‘
'
(4}

La figura también muestra la posicion de los cuatro polos en LC para un valor de K=6,32 (ganancia
del PID sintonizado). Los polos dominantes se encuentran muy proéximos al eje imaginario. Por ello,
la sintonia fina del PID anterior debe permitir que los polos dominantes se alejen del eje imaginario,
haciendo con ello que el sistema sea mas rapido.

Esto se podria conseguir aumentando la ganancia K del PID, pero es estrategia no conseguiria
disminuir la sobreelongacion del sistema, ya que el angulo de los polos dominantes no disminuiria
(al contrario, tenderia a aumentar ya que dicho par de polos se desplazarian hacia puntos del plano
complejo mas alejados del eje real).

Por ello, la alternativa méas adecuada consiste en acercar el cero doble del PID (que inicialmente
estd en la posicion s=-1,42) hacia el origen. De esta manera se consiguen varias cosas:
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a) Por un lado, desplazar la asintota hacia la parte izquierda del plano complejo (polos mas
rapidos)

b) Por otro lado, si el cero doble esta cerca suficientemente cerca del origen, los polos en lazo
cerrado correspondientes a esas dos ramas practicamente se cancelarian con el cero doble, y
los polos dominantes del sistema en lazo cerrado serian los otros dos (los mas rapidos).

¢) Ademas, como consecuencia de lo anterior y como pasaba en otros ejercicios, el sistema de
orden 4 se podria aproximar por un sistema de orden dos sin ceros, y se podrian usar las
expresiones correspondientes.

Utilizando la herramienta RLTOOL de MATLAB se puede demostrar que si movemos el cero doble
hasta s=-0,25 y fijamos una nueva ganancia de K=44, es decir, si el controlador PID reajustado tiene
la siguiente funcion de transferencia:

Value:

44 (s+40.25) 42

El controlador asi disefiado permite que la sobreelongacion sea del 19,4% y que el tiempo de
asentamiento sea de tan sélo 1,33 s, cumpliendo los requisitos pedidos:

System: I0Transfer_r2y
Root Locus Editor for LoopTransfer_C O rioy Step Response
B Peak amplitude: 1.19 Erom: ¢ To: v
Overshoot (%): 19.4 = o
Polos Los dos polos en LC de Attime (seconds): 0.499
: 4 1.L P
dominantes en | —Y estas ramas (lentos) se -
LC con el PID cancelan con los ceros y
reajustado dejan de ser dominantes | | N N
1L RRPORNR TR e T P O
| System: IOTransfer_r2y
o Lo rioy
0.8 : Sellling time (seconds): 1.33
[} .
i o I
<L o .
%j :’ .......... '3 ............. g 3
= !
= E 0.6 I
< i
2 i
i
0. i
i
i
i
p 0.2 |
% ‘
i
i
8 0 - |
-5 4 -3 -2 -1 0 1 0 0.5 1 15 2 25 3 35
Real Axis Time (seconds)
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Ejercicio 4. El sistema de control de la figura inferior tiene una planta P(s)
formada unicamente por un polo simple en s = -1.

a) Diseina el controlador C(s) mas sencillo de la familia de los PID para que el
error estacionario de velocidad sea de un 5% y su tiempo de asentamiento ante
una entrada escalén sea de 4 s. Justifica el controller plant
tipo de controlador que hayas elegido. r e () u_ P(s) y=v.
b) Razona si el sistema se podria inestabilizar T

aumentando mucho la ganancia del

controlador que hayas elegido.
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EJERCICIOS TEMA 5
Diagramas de Bode

Problema 5.1. Dibujar el diagrama de Bode asintético de las siguientes funciones de transferencia.

3 1 1
a) G(s)=2210 I G9= Zie
10 1
b) Ga(s)=22 ©) Gs()=romn
1 S
©) ()= N Ge(s)= o) o

S
S(1+S)(1 +m+1002)

Problema 5.2. Calcular la frecuencia de resonancia, el valor de pico de resonancia y el angulo de
fase en la frecuencia de resonancia para la funcién Gs(s) del apartado anterior.

Problema 5.3. Un sistema tiene como diagrama de Bode en magnitud el mostrado en la figura.
Determinar su diagrama de Bode de fase y su funcion de transferencia G(s).

db 0.1 1 10 100 w
0db N N : ,

-20db

-40 db
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Criterio de estabilidad de Nyquist

Problema 5.5. La figura muestra el diagrama de Nyquist de respuesta en frecuencia en lazo abierto
de un sistema de control con realimentacion unitaria. Indica si son verdaderas o falsas las siguientes

afirmaciones:

a) Sila funcion de transferencia en lazo abierto no tiene polos en el semiplano derecho del plano
s, el sistema en lazo cerrado es estable.

b) Si la funcion de transferencia en lazo abierto tiene un polo y ningun cero en el semiplano
derecho del plano s, el sistema en lazo cerrado es estable.

w=0-

Im

Plano G

Y

w=0+

Re
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Disefio de compensadores de adelanto y retardo

Problema 5.6. Dada la planta G(s) con realimentacion negativa y unitaria, disefiar un compensador
de adelanto de fase para que el error en estado estacionario frente a una entrada rampa se reduzca en
un factor 10 y el margen de fase sea al menos de 50°. Comprueba el resultado con MATLAB.

4

REREEES)

Problema 5.7. Repetir el problema anterior utilizando un compensador de retardo de fase.

Problema 5.8. Dada la planta G(s) con realimentacion negativa y unitaria, disefiar un compensador
de retardo de fase para que la constante de velocidad pase a ser de 557! y el margen de fase sea al
menos de 40° (Nota: es imprescindible utilizar MATLAB).

1

)= G DS+ 1)

Problema 5.9. Repetir el problema anterior utilizando un compensador de adelanto de fase.

Problema 5.10. Dada la planta G(s) con realimentacion negativa y unitaria, disefiar un compensador
de adelanto de fase para que el error en estado estacionario frente a una entrada rampa sea del 5%y
el margen de fase sea al menos de 20°. (Nota: es imprescindible utilizar MATLAB).

s+8

HO )

Problema 5.11. Repetir el problema anterior utilizando un compensador de retardo de fase.

©2022 Autores Susana Borromeo Lopez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia
“Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
disponible en

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 5
Diagramas de Bode

Problema 5.1. El diagrama de Bode (no asinto6tico sino realizado con MATLAB) de cada funcién
de transferencia es:

3(s+1)
) 6=
Biode Diagram
10 T T
Fracuency (radisec)
s+10
b) Ga(s)="—

Bode Diagram

Magritude (d8)

Phass (deq)

Freguency (radisec)
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Problema 5.2.

e Frecuencia de resonancia o, = 0,9899 rad/s.
e Valor de pico de resonancia M; = 5,025 (14,02 dB).
e Angulo de fase en la frecuencia de resonancia @, = -84,23°,

Area de Tecnologia Electrénica

Problema 5.3. Observando el diagrama de Bode, y en concreto los cambios de pendiente del
mismo se deduce que el sistema tiene tres polos, en frecuencias iguales a 0.1, 1 y 10. Por ello

1

G(s)= (s+0.1)(s+1)(s+10)"

El diagrama de fases seria entonces (con MATLAB):

o
_45_......5. :
I S

435

Phase (deq)

Aan b

s b

EE o T TS PR DTS TUUE T T R T D SO T ST

il oo TN

T e T

1° 107 10° s 10’
Frequency (rad/zec)

Margenes de ganancia y de fase

10° 107

Problema 5.4. Determinar el margen de ganancia (MG) y el margen de fase (MF):

4(1+s/2)
s2(1+s/8)(1+s/10)

a) Gi(s)=

Bode Diagram
Gm =139 dB (at 6.63 rad/zec), Pm=20deq (at 2.42 radizec)

. MG =13,9dB >0, MF = 20° > 0, sistema estable.

100 : :

Magnituds (¢

150 Ll

-138 = T . T

Phase (deq)

270k L PR | L M|

107 10 10’
Freguency (racdizec)
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25 . .
b) G,(s)= . MG=-4,4 dB <0, MF =-13° <0, sistema inestable.
s(14+0.1s)(1+0.2s)
Biode Disgram
m = -4 44 dB (st 7.07 radizec) , Pm=-13 deg (st 3.01 radfsec)
B0 T T

Magnitude [dE)

Phaze (deq)

270 = L L M| L L M| 1 1 MR |
1’ o’ 10’ 100 10°
Fregquency (radizec)

100(s+10)

> . MG =00 >0, MF = 92,3°> 0, sistema estable.
S4+14s+100

¢) Gz(s)=

Bode Diagram
Gm=Inf, Pm =923 deg (st 101 rad/zec)

Magnitude (dB)

Phaze (deg)

Frequency (radfzec)
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Criterios de estabilidad de Nyquist

Problema 5.5.

a) Verdadero. Si la funcion de transferencia en lazo abierto no tiene polos en el semiplano
derecho, P = 0. De la figura, el contorno de Nyquist no rodea al punto (-1,0), luego N=0.
Entonces Z = N+P = 0, luego el sistema es estable.

b) Falso. En este caso P seria igual a 1. De la figura N sigue siendo igual a 0, por lo que
Z = N+P = 1. El sistema en lazo cerrado tiene un polo en el semiplano derecho, y por
ello es inestable.

1+aT:s
1+4T:s

Problema 5.6. El compensador de adelanto G.(s)=K (con a>1) se obtiene de la siguiente

manera:
1. Para cumplir el requisito del error en estado estacionario, la ganancia debe ser K=10.

2. El margen de fase (MF) de la planta ya compensada en ganancia con K=10 es de 18° (en
este caso este MF se puede obtener tanto con MATLAB como realizando los calculos
manualmente). El valor requerido en el enunciado es de 50°, luego se necesita anadir a la
planta 50°-18°=32°. Sumando un pequefio adelanto adicional por seguridad (tipicamente
de +5 a +12°) necesitamos afiadir @m = 40° con el compensador de adelanto.

Para alcanzar ¢in=40° el coeficiente “a” debe ser de a=4,6.

4. Con ese valor de “a” el compensador anade, ademas del adelanto de fase, un aumento de
magnitud de +6,63 dB. Para compensarlo la frecuencia del maximo adelanto de fase
debe situarse en wr= 9,15 rad/s, que es donde la planta tiene una ganancia de -6,63 dB.
Para que or sea de 9,15 rad/s el coeficiente T debe ser de 0,051.

1+4,6:0,051s

En resumen, el compensador de adelanto obtenido es G.(s)=10 1300515

Nota: Si se requiere, se podria adjuntar un archivo .m que permitiera comprobar el resultado de
este diserio en MATLAB.

1+4aT:s
1+T-s
mismos requ151tos que en el €j€rcicio anterior se disefia segﬁn los s1gulentes pasos:

Problema 5.7. El compensador de retardo G.(s)=K (con a<I) que nos permite conseguir los

1. Del requisito del error en estado estacionario, la ganancia debe ser K=10 (esto es igual
en ambos compensadores, adelanto y retardo)

2. Se necesita conseguir un MF de al menos 50° en el sistema compensado. Afiadiéndole
un pequefio incremento, por ejemplo de 5°, buscaremos un MF=55° Del diagrama de
Bode (con MATLAB) de la planta compensada en ganancia (con K=10) se extrae que a

una frecuencia of = 1,4 rad/s la planta presenta una fase de -125° (que daria un MF =
55°).

3. A esa frecuencia wr= 1,4 rad/s la planta tiene una magnitud de 21,3 dB, no de 0 dB
como corresponde a la frecuencia de cruce de ganancia. Por ello, para que or sea la
frecuencia de cruce de ganancia, el compensador de retardo debe producir una
atenuacion de -21,3 dB a or= 1,4 rad/s, corrigiendo con ello la ganancia de la planta.
Se consigue si el coeficiente “a” es de a = 0,0861.
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4. Para terminar colocamos la frecuencia del cero del compensador de retardo, ®c, una
década por debajo de o, luego e = @10 = 0,14 rad/s, lo que nos da T = 82,96. El polo
del compensador estard en ®p, = 0,012 rad/s,

1+7,14s
1+82,96s

El compensador de retardo final obtenido es G.(s)=10

Nota: Si se requiere, se podria adjuntar un archivo .m que permitiera comprobar el resultado de
este diserio en MATLAB.

Problema 5.8. Este disefio se realiza igual que el ejercicio 4.7. Los resultados son ahora:

1. La ganancia debe ser K=5. En MATLAB se puede observar que para esa ganancia el
sistema en lazo cerrado es INESTABLE (MF y MG son ambos negativos).

2. Se necesita conseguir un MF de al menos 40° en el sistema compensado. Afiadiéndole un
pequefio incremento, por ejemplo de +5°, buscaremos un MF = 45°. Del diagrama de Bode
(con MATLAB) de la planta compensada en ganancia (con K=5) se extrae que a una
frecuencia mr= 0,56 rad/s la planta presenta una fase de -135° (que daria un MF = 45°).

3. A esa frecuencia of = 0,56 rad/s la planta tiene una magnitud de 17,5 dB. Por ello el
compensador de retardo debe producir una atenuacion de -17,5 dB a or= 0,56 rad/s. Se
consigue si el coeficiente “a” del compensador es de a=0,133.

4. Para terminar colocamos la frecuencia del cero w. una década por debajo de o, luego e =
0,056 rad/s, lo que nos da 7=134,3. El polo estara en o, = 0,00745 rad/s.

1+17,86s
1+134,3s

El compensador de retardo obtenido es G.(s)=5
Nota: Si se requiere, se podria adjuntar un archivo .m que permitiera comprobar el resultado de

este diserio en MATLAB.

1+aT-s
14T:s

Problema 5.9. El compensador de adelanto G.(s)=K (con @>1) se obtiene de:

1. La ganancia debe ser K=5, como ya se calcul6 en el problema anterior.

2. El MF de la planta ya compensada en ganancia con K=5 es de -13° (con MATLAB). El
valor requerido es de 40°, luego se necesita afadir 40°-(-13°) = 53°. Sumando un adelanto
adicional por seguridad de +12° necesitamos afiadir @m = 65° con el compensador de
adelanto.

3. Para alcanzar om = 65° el coeficiente “a” debe ser de a=20,3.

4. Con ese valor de “a” el compensador afiade una magnitud de +13,1 dB. Para compensarlos
la frecuencia del maximo adelanto de fase debe situarse en or= 3,3 rad/s. Para ello el
coeficiente T debe ser de 0,0673.

1+4,6:0,051s

En resumen, el compensador de adelanto obtenido es G.(s)=10 1300515

Nota: Si se requiere, se podria adjuntar un archivo .m que permitiera comprobar el resultado de
este diseio en MATLAB. Ejecutandolo se observa que la planta compensada tiene un MF
= 22.4%, lejos de los 40° necesitados. ;A qué se debe esta diferencia tan acusada?
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Se debe a que en este caso el adelanto de fase necesitado (+65°) estd en el limite de lo
razonable para un compensador de adelanto, ya que la frecuencia de cruce de ganancia al
introducir el compensador se desplaza demasiado hacia la derecha (de 1.8 a 3.3 rad/s), y a
3,3 rad/s la planta original tenia una fase de -222° (que se corresponderia con un margen
de fase de MF = -42°, que es mucho menor que el valor tomado de MF a 1.8 rad/s de -13°).

Por eso al compensar hemos obtenido aproximadamente -42+65° = 23°C de MF final.
En estos casos es mejor utilizar un compensador de retardo.

1+aT:s
1+T-s

Problema 5.10. El compensador de adelanto G.(s)=K (con @>1) se obtiene de:

1. La ganancia debe ser K=25.

2. El MF de la planta ya compensada en ganancia con K=25 es de 6.63° (con MATLAB). El
valor requerido es de 20°, luego se necesita afiadir 20°-6.6° = 13,4°. Sumando un adelanto
adicional por seguridad de unos +6° podemos redondear el adelanto necesario a @m = 20°.

3. Para alcanzar om = 20° el coeficiente “a” debe ser de a=2,04.

4. Con ese valor de “a” el compensador anade una magnitud de +3,1 dB. Para compensarlos
la frecuencia del maximo adelanto de fase debe situarse en ®r= 6,55 rad/s. Para ello el
coeficiente T debe ser de 0,107.

1+0.218:s
1+0,107-s

En resumen, el compensador de adelanto obtenido es G.(s)=25

Nota: Si se requiere, se podria adjuntar un archivo .m que permitiera comprobar el resultado de
este diserio en MATLAB.

Problema 5.11. Con un compensador de retardo, ahora:
1. La ganancia debe seguir siendo de K=25.

2. Se necesita conseguir un MF de al menos 20° en el sistema compensado. Afiadiéndole un
pequefio incremento, por ejemplo de +5°, buscaremos un MF = 25°. Del diagrama de Bode
(con MATLAB) de la planta compensada en ganancia (con K=25) se extrae que a una
frecuencia mr= 2,85 rad/s la planta presenta una fase de -155° (que daria un MF = 25°).

3. A esa frecuencia ®r = 2,85 rad/s la planta tiene una magnitud de 11,4 dB. Por ello el
compensador de retardo debe producir una atenuacion de -11,4 dB a or= 2,85 rad/s. Se
consigue si el coeficiente “a” del compensador es de a=0,2691.

4. Para terminar colocamos la frecuencia del cero . una década por debajo de o, luego ®. =
0,285 rad/s, lo que nos da 7=13,04. El polo estard en ®, = 0,0767 rad/s.

143,51s

14+10,32-s

El compensador de retardo obtenido es G.(s)=25

Nota: Si se requiere, se podria adjuntar un archivo .m que permitiera comprobar el resultado de
este diserio en MATLAB.

©2022 Autores Susana Borromeo Lopez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia
“Atribucion-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
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EJERCICIOS TEMA 6

Programacion de PLC mediante diagramas de escalera

Ejercicio 1. Indica cudl de los cuatro diagramas de escalera se corresponde con el circuito digital
con dos puertas OR y una puerta AND de la figura:

A
D
Output
C
D
E
A C E Oulput A C g Output
- | ) - | )7
| | (
B D B D
A C
A Cc E  Output A B E  Output
H I A HO] I HO-
| |
B D C D
B D

Ejercicio 2. Indica cual de los cuatro circuitos digitales se corresponde con el diagrama de escalera
de la figura:

Input A Input B OQutput
/- ™

T
\\. -y /

Input C

4{

A T
B \'| i \I:l——ﬂ\IIOutput
C | —
—q o L | J

=
m

W
|
\I,
|
‘fi_ﬂ
~
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Ejercicio 3. Indica cudl de los diagramas temporales de entradas y salidas se corresponde con el
diagrama de escalera de la figura, en estos dos casos:

Caso 1)
Input A Input A
Input B Input B
Input A Qutput
/ Out
put Output
( ||
Input B A B
Input A Input A
Input B Input B
Output I l—l Output
C D
Caso 2)
Input A
Input B Input B
Input A Output A OutputA [ Output A
|| s
| N Output B [] Output B
Output B A B
i Input A
Input B

]
]
[ ]
]
[ ]

Input B

[ ]

Output A ’—‘

Output B

Cc

D

—

Input A ’—‘

[ 1]

—

—

Input A ’—‘

Input B

[ ]

Output A ’—‘

Output B

—

Ejercicio 4. Razona el comportamiento de Out 1 sabiendo que TON es un temporizador IEC de
retardo a la conexidn con un tiempo de preset PT de 5 segundos:

ni

Timer

Internal relay

TON

-

nternal
relay
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Ejercicio 5. En el siguiente diagrama de escalera, X001 y X002 son entradas, RO0O0 y R0O1 son
marcas, Y020 e Y021 son salidas y TON es un temporizador IEC de retardo a la conexion con un
tiempo de preset PT de 10 segundos:

X001 X002 R000
M 4 }
J | N
Roo0
R0O00 Y020
" }
t \
R001
TON To01 4(
R0O01 Y021
M 4 }
| N

Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si la entrada X002 estd desactivada (a 0) y se envia un pulso de 1 segundo por la entrada X001,
la salida Y020 queda activada s6lo durante 1 segundo.

b) Si la entrada X002 esta activada y se envia un pulso de 1 segundo por la entrada X001, la salida
Y020 queda activada permanentemente.

¢) Siempre que se active la entrada X002 se desactivara la salida Y020.

d) Si la entrada X002 esta desactivada y se activa la entrada X001, la salida Y021 se desactivara 10
segundos después de activarse la entrada X001.

Ejercicio 6. Al desactivar el limpiaparabrisas de un automoévil, éste no se puede detener de
inmediato, sino que hay que esperar a que acabe su recorrido y se sitiie en la posicion horizontal de
reposo. Si el sistema esta formado por:

e Un interruptor NA que activa el limpiaparabrisas, conectado a la entrada I1 del PLC.

e El motor que hace girar la escobilla conectado a la salida Q1 del PC (para simplificar se
supondra que el motor gira en un solo sentido)

e Un final de carrera que detecta la llegada a la posicion horizontal conectado a la entrada 12
del PLC.

Realiza un diagrama de escalera que permita que al accionar el pulsador, el limpiaparabrisas no se
detenga hasta que el pulsador se suelte y el limpiaparabrisas no llegue a su posicion horizontal.
Debes tener en cuenta que al iniciarse el movimiento el limpiaparabrisas siempre se encuentra en
posicion horizontal (final de carrera activado).

Programacion de PLC mediante sistemas secuenciales con GRAFCET

Ejercicio 7. Se requiere mezclar 2 productos quimicos A y B con agua. El proceso se activa al
accionar un pulsador P. El proceso consta de varios pasos, algunos de ellos simultaneos:
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1. Se llena el deposito de agua abriendo la valvula V1. Cuando se llega al nivel adecuado se
activa un sensor de Deposito Lleno (DL).

2. Simultdneamente al paso anterior, comienza la dosificacion de los dos productos quimicos,
que se realiza en una tolva acumulativa. Primero se vierte el producto A sobre la tolva hasta
que se alcanza un peso dado por el sensor SP1 y a continuacion se anade el producto B para
conseguir el peso total de los 2 productos, SP2.

3. Cuando el deposito esta lleno y los dos productos listos, se abre la valvula de la tolva
acumulativa durante 10 segundos para dejar caer el contenido.

4. Tras ello, se realiza el proceso de mezclado durante 30 segundos accionando el agitador.

5. Una vez agitado, se vacia el deposito hasta que se desactiva el sensor Deposito Vacio (DV)

para poder iniciar un nuevo ciclo.

Realiza un diagrama GRAFCET que represente el sistema secuencial descrito.

VA VB

V1

DL

DV (00
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 6

Programacion de PLCs mediante diagramas de escalera KOP

Ejercicio 1. El circuito digital de la figura (dos OR de dos entradas conectadas a una AND de tres
entradas) se corresponde con el diagrama de escalera A.

Ejercicio 2. El diagrama de escalera de la figura muestra una puerta OR de dos entradas conectada
a la salida, y en una de sus entradas tiene conectada una puerta AND de entradas A y B. Por ello, se
corresponde con el circuito digital C.

Ejercicio 3. Nota: los cronogramas no son temporalmente muy exactos, pero si lo suficiente como
para discriminar la solucion correcta.

Caso 1) El diagrama de escalera representa una puerta OR de dos entradas en ldgica negativa
(contactos NC). Por ello, su salida estara a 1 siempre que alguna de las dos entradas esté a 0, lo que
se corresponde con el cronograma A.

Caso 2) En este caso la salida A solo depende (es igual a) la entrada A, lo que restringe las posibles
soluciones a los cronogramas C y D. Como la salida B se corresponde con una AND de las entradas
A y B, la tinica solucion correcta es el cronograma D.

Ejercicio 4. El diagrama de escalera de la figura incluye un temporizador IEC de retardo a la
conexion (Q=1 tras 5 segundos si IN=1). Por ello, al activarse la entrada In 1 la bobina “Internal
relay” estara a 0, lo que provocara que la bobina Out 1 esté a 1. Al pasar PT (5 segundos), el
temporizador activard su salida a 1, lo que hara que Out 1 sea 0.

En resumen, el diagrama de escalera funciona de manera similar a un temporizador de pulso (con
una duracion del pulso de 5 segundos). La diferencia estriba en que un TP se activa por flanco de
subida, y el circuito de la figura se activa por nivel alto (si IN = 0, el pulso se resetea).

In1

QOut 1

Ejercicio 5. Las afirmaciones son:

a) Falsa. El primer segmento es de enclavamiento de la marca R000. Por eso, al activar la entrada
X001 durante 1 segundo se enclavara R001, lo que mantendra la salida Y020 a 1 por un tiempo
superior a 1 segundo (hasta que se desenclave al activar la marca X002)

b) Falsa. Si la entrada X002 est4 activada (a 1), la marca R0O0O estaréa desactivada y por ello la salida
Y020 también estard desactivada.

¢) Verdadera. La entrada X002 desactiva la salida Y020 a través de la marca R000.
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d) Verdadera. Al activar la entrada X001 se enclava la marca R000, que inicial el contador de
retardo a la conexion TON. Pasados 10 segundos el contador activara su salida y con ello la marca
ROO1, que en la Gltima rama desactiva la salida Y021.

Ejercicio 6. El diagrama de escalera del limpiaparabrisas del coche debe tener:

e Un segmento de enclavamiento del motor (salida Q1), activado por el interruptor NA
(entrada I1) y desactivado por una marca M1.

e Un segmento que active la marca M1 de desactivacion del limpiaparabrisas cuando se den
simultaneamente (puerta AND, conexion en serie en escalera) las siguientes condiciones:
o Elinterruptor de activacion 1 se ha puesto a 0 (a través de un contacto NC)
o Se ha alcanzado el final de carrera (entrada 12 a 1):

11 v M1 v a1 v
Il 1.l P
11 'R JJ
21 v
|1
11
11 v| |12 v 1 v
1) | | e
'R 11 J

A través del siguiente enlace a la web de PLCFiddle se puede probar el diagrama anterior:
https://www.plcfiddle.com/fiddles/c9b0035¢c-1d5d-4¢c19-a537-2d98a7d2aeb7

Programacion de PLCs mediante sistemas secuenciales con GRAFCET

Ejercicio 7. El siguiente diagrama GRAFCET representa el sistema secuencial descrito:

e El estado inicial del proceso secuencial estd representado por la ETAPA INICIAL 0. Se
requiere la activacion de la transicion Pulsador P para arrancar una secuencia simultanea

e Por un lado, la ETAPA 1 de llenado del deposito, cuya accidon asociada es la activacion de
la valvula de llenado V1. Una vez que el depdsito esta lleno (DL=1) se pasa a la ETAPA
7, que es un estado de espera a la finalizacion del resto de ramas en paralelo

e Por otro lado, se activa la ETAPA 2 de dosificacion del producto A, que activa la valvula
de llenado VA. Cuando se alcanza el peso deseado se activa la transicion SP1, pasando a la
ETAPA 3, que repite el proceso con el producto B. Una vez acabado el proceso se pasa a la
ETAPA 8 (de espera, por si el llenado del tanque de agua es mas lento que la dosificacion
secuencial de los productos A y B).

El uso de etapas de espera asociadas a una transicion siempre verdadera tras la secuencia
simultdnea (1) una de las posible soluciones para garantizar la finalizacién de todas las ramas
paralelas antes de continuar con el GRAFCET. Mas adelante se vera otra posible solucion.
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e Una vez que el tanque estéd lleno y los productos dosificados se pasa a la ETAPA 4, cuya
accion asociada es abrir la valvula de la tolva acumulativa V2. Se pasa a la siguiente tras 10
segundos (el temporizador se activara al iniciarse la ETAPA 4).

e La ETAPA S5 se encarga del proceso de mezclado, accionando el motor M durante 30
segundos.

e Por ultimo, se pasa a la ETAPA 6, cuya accion asociada es abrir la valvula de vaciado del
tanque de agua V3. La etapa finaliza una vez que el sensor DV detecta que ya no hay liquido
en el tanque, pasando el proceso a la etapa inicial 0.

1 ﬂ 2 VA
-I-l‘;l -l—'”

7 3 HVB
| |

‘ 8

Existe otra alternativa para representar en GRAFCET la secuencia paralela sin el uso de las etapas
de espera 7 y 8, que requiere acciones asociadas a las etapas 1 y 3 algo mas complejas (ya que no
se sabe qué proceso del paralelo sera el mas lento). En concreto, se necesita:

e Finalizar la accion V1 de la ETAPA 1 una vez que DL (depésito lleno) se activa
e Finalizar la accion VB de la ETAPA 3 una vez que SP2 (peso producto B OK) se activa
e Programar la transicion al estado 4 una vez que DL y SP2 estan ambos a 1.
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El siguiente diagrama GRAFCET muestra esta segunda opcion sin etapas de espera:

[y
L

visivoDL] | 2 Hval
|
i

N 3 HVBsiNOSP2

+ DL-SP2
4 Hvz
mm [=]0s
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