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Resumen

En este trabajo se aborda el estudio de las bases de Grobner y el algoritmo de
Buchberger para su obtencién, comenzando con un andlisis de casos de conjuntos
de polinomios simples como son los polinomios lineales o polinomios en una sola
variable. Ademas, se desarrolla una aplicacién en Java que implementa todos los
métodos y algoritmos presentados, lo que contribuye a una comprension clara y
proporciona ejemplos practicos.

Posteriormente se analiza la aplicacion de las bases de Grobner al problema de
grafos del k-coloreado y a la resolucion de sudokus, asi como algunas limitaciones
del uso del algoritmo de Buchberger para ello.
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Introduccion

En este Trabajo de Fin de Grado, nos adentraremos en el mundo de las bases
de Grobner, un concepto fundamental en el algebra computacional y la geo-
metria algebraica. Estas encuentran aplicaciones en distintos ambitos, entre ellos
el problema del k-coloreado y la resolucion de sudokus que estudiaremos en este
trabajo.

Para comprender adecuadamente las bases de Grobner y uno de los algoritmos
que las obtienen, el algoritmo de Buchberger, nos basaremos en dos métodos clasi-
cos en el estudio de las ecuaciones lineales y ecuaciones univariables: el método
lineal de Gauss-Jordan y el algoritmo de Euler. Estos métodos proporcionaran
una base para comprender la teoria detras de las bases de Grobner y céomo se
relacionan con otros conceptos matematicos.

A medida que avanzamos en este trabajo, exploraremos las aplicaciones practi-
cas de estas bases. Nos enfocaremos en dos problemas interesantes: el k-coloreado
de grafos y la resoluciéon de sudokus. Ambos problemas se pueden abordar me-
diante la formulacion de sistemas de ecuaciones polinémicas, lo que nos permitira
aprovechar las propiedades y la eficiencia de las bases de Grobner para resolverlos
de manera precisa.

Es importante destacar que, como parte de este Trabajo de Fin de Grado,
hemos desarrollado una aplicacion en Java que incluye todas las implementaciones
y algoritmos mencionados anteriormente. Esta aplicacién serd una herramienta
para comprender los conceptos tedricos y visualizar su aplicacién a través de la
practica. Mediante una serie de ejemplos, podremos explorar cémo las bases de
Grébner y el algoritmo de Buchberger pueden resolver problemas complejos de



manera eficiente y efectiva.

En resumen, este Trabajo de Fin de Grado se centra en las bases de Grobner
y el algoritmo de Buchberger, presentando su relacién con el método lineal de
Gauss-Jordan y el univariable de FEuler. También exploraremos las aplicaciones
de estas bases en el problema del k-coloreado de grafos y la resolucién de sudokus.
A través de la aplicacién desarrollada en Java, podremos visualizar los resultados
y comprender la importancia de estos conceptos en el campo de las matematicas.



Objetivos

Comprender los casos simples de resolucién de sistemas de ecuaciones. Sis-
temas de polinomios lineales y sistemas de polinomios en una sola variable.

Comprender qué son las bases de Grobner y su importancia en las ma-
tematicas.

Comprender como se pueden obtener bases de Grobner utilizando el algo-
ritmo de Buchberger.

Implementar una aplicaciéon en Java que incluya los métodos y algoritmos
que se traten durante todo el trabajo de manera que ayude a ilustrar la
teoria presentada.

Analizar el uso de bases de Grobner para resolver el problema del k-coloreado
y la resolucién de sudokus.






Fundamentos tedricos de las bases de
Grobner y el algoritmo de Buchberger

En este capitulo comenzaremos introduciendo los conceptos basicos para co-
nocer las bases de Grobner. Analizaremos casos de sistemas de ecuaciones mas
simples para terminar construyendo un algoritmo que obtiene bases para con-
juntos de ecuaciones no lineales y en varias variables, este es el algoritmo de
Buchberger. Todo ello acompanado de ejemplos préacticos en la aplicacion desa-
rrollada en Java que analizaremos mas en detalle en el siguiente capitulo.

La referencia principal que hemos utilizado para el desarrollo de este capitulo
ha sido [1].

3.1. Introduccion

Dado k un cuerpo, consideramos el conjunto de polinomios f(z1,...z,) €
k[x1,...,x,]. Para f podemos definir V(f) variedad definida por f. Este es el
conjunto de soluciones que cumplen f = 0.

V(f)=A{(a,...,a,) € E"|f(a,...,a,) =0} C k"

Existen distintos algoritmos para resolver sistemas de ecuaciones no lineales,
pero en general, se centran en encontrar una solucién aproximada del sistema de
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3.2. Caso lineal

ecuaciones. No tienen en cuenta las propiedades geométricas del conjunto de so-
luciones, la variedad. Se pueden utilizar distintas descripciones de las variedades.
Esto quiere decir que un conjunto de soluciones se puede definir mediante distintos
sistemas de ecuaciones y resultar iguales. El proceso de llegar hasta el conjunto
de soluciones de un sistema puede ser mas o menos complicado dependiendo de
cémo definamos el sistema.

Las bases de Grobner se utilizan para definir generadores de ideales en con-
juntos de polinomios multivariables.

Def 1. Dado un anillo A, decimos que I es un ideal de A si se cumple que:

» [ es subanillo de A

= [ tiene la propiedad de absorcién para el producto. Va € A, Vr € I se
cumple que ar € I, ra €

Dado k[z] un anillo polinémico, siendo k un cuerpo, cualquier ideal I que
definamos en el conjunto de polinomios lineales puede ser generado por un tinico
elemento. Dado un conjunto generador {fi, ..., fs} C k[x] de I, se puede calcular
un solo polinomio ¢ tal que I = (f1,...fs) = (q).

Ademas, este polinomio ¢ se obtiene al realizar el maximo comun divisor de
los polinomios del conjunto generador.

9=MCD(fy,..[fs)

Por tanto, podemos anadir que un polinomio f € k[z] estd en el ideal I si y
solo si el resto de dividir f entre ¢ es 0.

Las bases de Grobner son un andlogo a esto que acabamos de presentar. Se
trata de encontrar una mejor representacion del ideal dado buscando el maxi-
mo comun divisor de un conjunto de polinomios multivariables y no lineales, de
manera que obtengamos asi una mejor representacion de la variedad.

Para comprender de donde nace la idea de estas bases que introdujo por
primera vez Bruno Buchberger en 1965, primero debemos dar un paso atras y
analizar polinomios en espacios lineales.

3.2. Caso lineal

En primer lugar, vamos a estudiar el conjunto de polinomios de k[z1, ..., z,],
donde k es un cuerpo y todos los polinomios del conjunto son lineales.

Consideramos el sistema f; =0, fo =0,...f, =0, con f; lineal.



Capitulo 3. Fundamentos tedricos de las bases de Grobner y el algoritmo de
Buchberger

Para estos casos, el método que se utiliza para encontrar un conjunto de
mejores generadores del ideal dado por los polinomios que componen el sistema
es el de Gauss-Jordan. Consiste en ir modificando la matriz asociada al sistema
hasta conseguir que todos los elementos bajo la diagonal principal sean 0.

Por ejemplo, dado el sistema formado por fi, fo v f3

fi=z4+y+22=0
fo=20+3y—2=0
fs=3r+4y+2=0

Tomamos su matriz asociada y vamos operando sobre ella para conseguir que
los elementos bajo la diagonal principal se hagan 0.

1 1 2
2 3 -1 (3.1)
3 4 1
f2—_2{1
1 1 2
01 =5 (3.2)
3 4 1
f?i{l
1 1 2
1 =5 (3.3)
01 -5
f3_—f>2
1 1 2
01 =5 (3.4)
00 O

El sistema obtenido mediante la aplicaciond de Gauss-Jordan es el siguiente:



3.3. Caso univariable

fai=y—52=0

Habiendo llegado a esta reduccién, podemos afirmar que (f1, f2, f3) = (f1, f1)-
Mediante el Método de Gauss-Jordan hemos encontrado una mejor representacién
del ideal que contiene a los tres polinomios.

3.3. Caso univariable

Vamos a tener en cuenta ahora solo el conjunto de polinomios en una variable,
k[z]. Sea f un polinomio de k[z], se definen los siguientes conceptos:

= Se define el grado deg( f) como el mayor exponente al que z aparece elevado

en f.
= Se define el término director [¢(f) como el término de f con mayor grado.

» Se define el coeficiente del término director lc(f) como el coeficiente
del término director de f.

» Se define el producto del término director Ip(f) como las variables del
término director de f.

De manera genérica, dado f = a 2" +an_ 12" 1 +...4+a, +ag, con ag, ...,a, € k
y an, # 0, donde x, > x,-1 > ... > x1 deg(f) = n, lt(f) = ana™, lc(f) = an y
lo(f) = =y

Para este conjunto de polinomios, la manera de responder a la cuestion que se
planteaba en la introduccién sobre encontrar mejores representaciones del ideal
dado, es a través del Algoritmo Euclidiano.

La base de este algoritmo es el uso de la divisiéon polinémica que vamos a ver
a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Dados f(z) = 2* +42% —52* — 222 — 24 y g(x) = 2% + 3z + 2, donde
f,9 € Q[z]. Dividimos f entre g y vamos a obtener con ello el cociente x*+z — 10
y el resto 6x — 4. Para obtener estos resultados los pasos que se han seguido son
los siguientes:

= Paso 0. Para poder realizar la divisién, tenemos que comprobar que el
grado de f(x) sea superior o igual al de g(z). Como It(f) = (2?) > (2?) =
lt(g), se puede comenzar la division.

10



Capitulo 3. Fundamentos tedricos de las bases de Grobner y el algoritmo de
Buchberger

4

= Paso 1. Se divide It(f), entre It(g). & = 2

» Paso 2. Se multiplica el divisor obtenido por g(z).
(2H)g(z) = 2*(2* + 3z + 2) = 2* + 32° + 227
= Paso 3. Se resta el resultado obtenido en el paso 2 a f.
h(z) = f(x) — (2*)(2® + 32 + 2) = 2° — T2® — 227 — 24

= Se comprueba el paso 0 de nuevo y se repiten los pasos 1y 2.

3

T
Paso 0: — ==z
22

Paso 1: x(x*+ 3z +2) = 2° + 32 + 22

Paso 2: h(z) = f(z) — (2* + 32 + 2) = (2* — T2® — 220 — 24)
— (2 + 32 + 22) = —102* — 24z — 24

» Como en este caso el grado de lt(f) = lt(g), se puede seguir. Se repiten de
nuevo los pasos 1y 2.

—1022

Paso 0 :
22

= —10

Paso 1: —10(2® + 32 + 2) = —102° — 30z — 20

Paso 2: h(z) = f(z) + 10(2® + 3z + 2) = (—102* — 242 — 24)
+ (102* + 30z + 20) = 62 — 4

» En este caso, el grado de lt(f) es 1, mientras que el de It(g) es 2, por tanto,
ha terminado la divisiéon. El resto obtenido es 6x — 4 y el cociente de la
divisién 2% + x — 10, por tanto, tenemos que f = (z? +z — 10) g + 6z — 4.

Introduciendo los polinomios del Ejemplo 1 en la aplicacién de Java se obtiene
el siguiente resultado:

11



3.3. Caso univariable

Division entre x_.1°4 + 4x_.1"3 —5x_1"2 —22x_1 —24
y x-172 4+ 3x_1 + 2

PASO 1

q=x_1"2

r = 24 —7x_1"2 —22x_.1 + x_1"3
PASO 2

q=x-1+ x_1"2

r = —10x.1"2 —24x_1 —24

PASO 3

q=x.1+x_.1"2 —10

r = —4 4+ 6x_1

COCIENTE: x_1 4+ x_.1"2 —10
RESTO: —4 + 6x_1

Cddigo 3.1: Ejemplo division univariable Java

Como se habia calculado en el propio ejemplo, el cociente obtenido es x? +
x — 10 con resto 6z — 4.

Analizando los pasos que se han dado hasta llegar al resultado, lo que se ha
ido haciendo en cada iteracion ha sido ir buscando un término que multiplicado
por g, hiciera que lt(g) por este término cancelara lt(f).

El término que hemos ido calculando para cancelarlos ha sido M’ por tanto,

It(g)
la operacién que se realizaba en cada iteracion para obtener el nuevo polinomio,

h(z), ha sido h = f — %g
A h le llamaremos a partir de ahora reducciéon de f por g, denotandolo
%

En el ejemplo, esta reduccién se ha repetido dos veces. Primero reduciendo f
a otro polinomio, h, y finalmente al resto r.

Fth S

Esto se puede simplificar sin importar el nimero de pasos intermedios y la
notacion qudaria asi:

12



Capitulo 3. Fundamentos tedricos de las bases de Grobner y el algoritmo de
Buchberger

Algoritmo 1 Algoritmo division univariable

ENTRADA: f,g € k[x] con g # 0
SALIDA: ¢,r tal que f =qg+r yr =0 o0 deg(r) < deg(g)
INICIALIZACION: ¢ :=0;r := f

1: while r # 0 & deg(g) < deg(r) do

24T )

. - 1t(r)
3: =T )9
4: end while

fi>+7"

Teorema 1. Sea g un polinomio distinto de 0 en k[z]|. Entonces para cualquier
f € k[z], existen q y r en k[z] tal que f = qg+ 1, conr =0 o deg(r) < deg(g).
Ademds 7y q son unicos.

Para encontrar los polinomios ¢ y r se presenta el siguiente algoritmo de
division para conjuntos de polinomios univariables que puede encontrarse en el
Algoritmo 1. Esta basado en las iteraciones del Ejemplo 1 y el Teorema 1 . El
resultado se habra encontrado cuando se cumpla una de las dos condiciones, o
bien que r = 0 o que el grado de r sea menor que el de g. Ademas dentro de cada
. ./ . 7 . . lt(r)
iteracion se va sumando al cociente ¢ el término obtenido de OR el resto se va
calculando restando g por ese término a r de manera que se vaya reduciendo el

grado de r en cada paso eliminando su término director.

Teorema 2. Todo ideal I de k[z] estd generado por un elemento (a un ideal
generado por un solo elemento se le llama ideal principal).

Dem. Vamos a demostrar por reduccién al absurdo el teorema anterior.

Dado I ideal de k[z], tomamos g € I tal que g # 0y n = deg(g), siendo n el
menor grado posible. Usando el teorema 1, para cualquier f del ideal, existen r
y q tal que f =qg+r, con r =0 o con el grado de r estrictamente menor que el
de g. Si suponemos que r # 0, entonces r = f — qg, r € I porque f y g también
lo estan. Pero como g tiene el menor grado posible entre todos los polinomios
del ideal, r debe ser 0. Por tanto, f = qg y I C (g). Ademds, como g € I, por
absorcién, todos sus multiplos también estarédn en I, por lo que (g) C I W

A continuacién, vamos a estudiar como encontrar un elemento generador de
un ideal principal. Para ello suponemos primero un ideal I C k[x] generado por

13



3.3. Caso univariable

Algoritmo 2 Algoritmo Euclidiano

ENTRADA: fi, fo € klz] con f1,fo # 0
SALIDA: f = MCD(fi, f2)
INICIALIZACION: f = fi,9 = f»

—_

while g # 0 do

f L5 r, siendo r el resto de la divisién de f entre g
f=y
g:=r

end while

A 1

dos polinomios donde alguno de los dos es distinto de 0. El maximo comun divisor
de fiy fo, MCD(f1, f2) es un polinomio g que cumple lo siguiente:

s g divide a f1 y fo.
» si h € k[z] divide a f; y f, entonces h también divide a g.

» lc(g) = 1, es decir, el coeficiente de su término director es 1.

Prop 1. Dados fi, fo € k[z] donde al menos uno de los dos es distinto de 0.
Entonces existe MCD(f1, f2) v {(f1, fo) = (MCD(f1, f2))

Por tanto, para encontrar el polinomio generador de un ideal principal de k|x]
debemos encontrar el méaximo comun divisor de sus polinomios generadores. Para
ello se va a utilizar el Algoritmo de Euclides que se presenta en el Algoritmo A.2.
En ¢l se introducen dos polinomios fi(z), fo(x) € k[x] univariables obteniendo
su maximo comun divisor. Sobre los dos polinomios, de manera iterativa, se va
calculando su division mediante el Algoritmo 1, y se reemplazan los polinomios
de manera que fy pasa a ser el nuevo dividendo y el resto obtenido r sera el nuevo
divisor. Una vez que se haya obtenido resto 0 al realizar la divisiéon, habremos
obtenido el MCD(fi, f2), a falta de dividir por su coeficiente director para hacerlo
monico.

Aplicando ahora el Algoritmo de Euler en Java sobre el Ejemplo 1, obtenemos
que, segun el resultado 3.3, el mdximo comun divisor de f(z) = z* + 423 — 5x? —
22r — 24y g(z) = 2* + 3z + 2 es 1.

El maximo comun divisor entre

14



Capitulo 3. Fundamentos tedricos de las bases de Grobner y el algoritmo de
Buchberger

- 4x_1°3 —bx_.1"2 —22x_1 —24
172 4+ 3x.1 4+ 2

Paso 1

Cociente: x_1 + x_1"2 —10

Resto: —4 + 6x_1

Nueva f: x_1°2 + 2 + 3x_1

Nueva g: —4 + 6x_1

Paso 2
Cociente: 1/6x-1 + 11/18
Resto: 40/9

Nueva f: —4 + 6x_1
Nueva g: 40/9

Paso 3

Cociente: —9/10 + 27/20x_1
Resto:

Nueva f: 40/9

Nueva g:

MCD: 1
Cédigo 3.2: Ejemplo Algoritmo Euler Java 1

Ejemplo 2. Veamos ahora otro ejemplo donde el maximo comun divisor de dos
polinomios sea distinto de 1. Sea f(z) = 3z — 6z y sea g(z) = 42° — 822,
calculamos su MCD. En este caso el resultado al introducir estos polinomios en
la aplicacién de Java es el que se presenta en 3.3.

El maximo comun divisor entre 3x_.1"2 —6x_1 y 4x.1"3 —8x_1"2

Paso 1

Cociente:

Resto: 3x_.1"2 —6x_1
Nueva f: 4x_.1"3 —8x_1"2
Nueva g: 3x_.172 —6x_1

Paso 2

Cociente: 4/3x_1
Resto:

Nueva f: 3x_1"2 —6x_1
Nueva g:

15



3.4. Caso multivariable

MCD: x_172 —2x_1
Codigo 3.3: Ejemplo Algoritmo Euler Java 2

3.4. Caso multivariable

Para estudiar ahora los conjuntos de polinomios multivariables vamos a ba-
sarnos en los términos y algoritmos que hemos visto en las secciones anteriores.

3.4.1. Orden terminolégico

Hasta el momento no se ha presentado problema a la hora de ordenar los
monomios de un polinomio. En el caso de tomar polinomios de un espacio univa-
riable, se pueden ordenar segin el grado de éste.

l<ax<2?<a®<..

En el caso lineal, como méaximo cada monomio puede tener solo una variable
con grado 1, por tanto, para definir un orden basta con fijar el orden de las
variables que existan en el espacio de polinomios sobre el que trabajemos.

Fijando ©x >y > z
Il<z<y<zx

En el caso de espacios de polinomios multivariables no lineales, se pueden
definir distintas formas de establecer un orden entre sus monomios.

= Orden lexicografico por grado: deglex

Para comparar dos monomios de esta manera, primero se debe fijar el orden
de las variables implicadas. Dado el conjunto de variables {z1, zs, ..., .},
se debe definir un orden entre ellas, por ejemplo, x1 > x5 > ... > x,

Una vez que se ha fijado el orden entre las variables, se revisa el grado total
de ambos monomios, es decir, la suma de los exponentes de las variables
que aparecen en €él. El orden de los monomios vendra marcado por su grado
total en caso de ser de grados distintos.

En caso de coincidir en el grado, se va analizando las variables que aparecen
de mayor a menor (primero x1, luego xs, etc.) y el exponente que tienen en
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cada uno de los monomios. Cuando se encuentra que una de ellas tiene un
exponente superior en uno de los monomios, este serd el mayor.

Se muestra un ejemplo del orden deglez sobre el conjunto {x,y} con = > y.

l<y<z<y<ay<ar’ <y’ <y’o<yr® <z’ <..

= Orden lexicografico: lex

En esta segunda forma de ordenar monomios se vuelve a fijar el orden de las
variables. Tomaremos el mismo ejemplo que antes con x1 > xs > ... > x,,.

Ahora no hay que esudiar el grado en conjunto de cada monomio, si no que
hay que ir comparando el exponente de cada variable por separado. Por
ejemplo, si tenemos los dos monomios ;73 y 212273, el segundo tiene mayor
grado en su totalidad. Si lo estudiaramos a través del orden deglex, diriamos
que el segundo monomio es mayor. En cambio, con el orden lexicogréfico se
van estudiando los exponentes de cada variable una a una.

Como z; tiene exponente 1 en ambos, pasamos a analizar x,. Esta variable
tiene exponente 2 en el primer monomio, mientras que en el primero es 1.
Por tanto, ya podemos decir que mediante el orden lez, el primer monomio
es mayor.

Se muestra ahora un ejemplo del orden [lex sobre el conjunto {z,y} con
T >.

l<y<y’<..<z<yr<y’z<yber<.. <2®<yr?<y?z?<..

Siempre que se realicemos operaciones sobre un conjunto no lineal y con varias
variables, serd primero necesario fijar el orden de las variables implicadas y qué
tipo de orden se va a utilizar. Los resultados obtenidos diferiran segun el que se
escoja tal y como hemos visto en en ejemplo de los monomios 173 y ;2,73

De forma analoga a como hemos definido en el caso anterior vamos a presentar
los siguientes términos aplicados a polinomios multivariables y no lineales.

» Se define el término director /t(f) como el término de f con mayor grado
segun el orden elegido.
= Se define el grado deg(f) como el grado total del término director.

» Se define el coeficiente del término director ic(f) como el coeficiente
del término director de f.

= Se define el producto del término director [p(f) como las variables del
término director de f.
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Ejemplo 3. Veamos un ejemplo donde se apliquemos todos estos conceptos. Dado
el polinomio f(x) = 7Tx*y + 3xy® — y?, donde x > y con el orden terminoldgico

lex. Tendriamos, It(f) = Tz?y, deg(f) = 3, le(f) =7y Ip(f) = 22y.

En caso de haber tomado el orden deglez, tendriamos It(f) = 3zy?, deg(f) =
4, le(f) =3y Ip(f) = xy’.

3.4.2. Algoritmo de divisién

En primer lugar, se va a definir un algoritmo de divisién para conjuntos de
polinomios multivariables. Para ello, se va a tomar la idea que utilizan los al-
goritmos que se han visto en secciones anteriores. Dado un polinomio f, para
dividirlo por fi, ..., fs se van a ir cancelando términos de f usando los términos
directores de fi,..., fs y el proceso continuara hasta que no se puedan reducir
mas. Se presenta en Algoritmo 3.

Def 2. Dadas f,g,h € k[zy,...z,] con g # 0, decimos que f es reducido a h
modulo g en un solo paso,

f->h
si y solo si Ip(g) divide al término X # 0 que aparece en [y

X

S TN

Def 3. Dados f, h, fi, ..., fs polinomios de k[z1,...,x,] , con f; Z0 (1 <i<s),y
F={fi1,..., fs}. Decimos que f reduce a h médulo F', denominado

F
f—4h
si y solo si existe una secuencia de indices i1, ..., i; € {1, ..., s} y una secuencia

de polinomios hy, ..., hy—1 € k[z1, ..., x,] tal que

fiy_

fi fi fi fi
f5h 2 hy =% S he 5 h

Def 4. Decimos que un polinomio r es irreducible con respecto a un conjunto de
polinomios distintos de 0, F' = {f1, ..., fs} si se cumple una de las dos:

] 7‘:0
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= 1o existe ningun término en r divisible por ningin Ip(f;), i = {1, ..., s}. Es
decir, r no es reducible médulo F'.

Ademas, cuando r es irreducible médulo F'y f i>+ r, llamamos a r resto de
f con respecto a F'.

Ejemplo 4. Vemos a continuaciéon un ejemplo donde aplicamos el Algoritmo 3.
Sean f(z,y) = 2%y’ +2y°, fi(z,y) = 22y + 32 +43°, folz,y) =y* -2y —2€Q,
calculamos la divisién de f sobre el conjunto F' = {f1, f2}.

Division de: x_.1"3x.2"3 + 2x.272
entre: {2x_1x.2"2 + 3x.1 + 4x.272, x.2"2 —2x.2 -2}

PASO 1
Existe lp(fl)= x_1x.2"2 que divide a lp(h)= x_.1"3x.2"3
h=2x2"2 —2x.1"2x.2"3

PASO 2

No existe lp(f_i) que divida a lp(h)
r =

h = 2x.2°2 2x.1°2x.2°3

PASO 3
Existe lp(fl)= x_1x.2"2 que divide a lp(h)= x_.1"2x.2"3
h=3x1"2x2 4+ 4x_1x.2"3 + 2x.272

PASO 4

No existe Ip(f_i) que divida a lp(h)
r = 3x.1"2x.2

h=4x_1x.2"3 + 2x.2"2

PASO 5

Existe Ip(fl)= x_1x_.2"2 que divide a lp(h)= x_1x.2"3
h= —6x_1x_2 —8x.2"3 + 2x.272

PASO 6

No existe Ip(f_.i) que divida a lp(h)
r = 3x-1"2x.2 —6x_1x_2
h = —8x.273 + 2x.272

PASO 7
Existe Ip(f2)= x.2"2 que divide a lp(h)= x.273
h = —14x.272 —16x_2
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Algoritmo 3 Algoritmo de division multivariable

INPUT: f, f1,.... fs € klxy,..xy] con fi # 0 (1 < i < )

OUTPUT: wuy,...,us, 7 tal que f = uy fi + ... + usfs + 7 y r es irreducible con
respecto a fi,...fs y max(Ip(ui)lp(fi), ..., Ip(us)lp(fs), Ip(r)) = Ip(f)

INICIALIZACION: u; := 0,..;ug :==0,7r:=0,h:=f

1: while 2 # 0 do

2:  if existe ¢ tal que Ip(f;) divide a Ip(h) then
3: tomamos i | Ip(f;) divide a Ip(h)

4: Ui = U + llf((Z))

5 hi=h— B,

6: else

7 r:=r+Ith)

8: h:=h—1t(h)

9: end if

10: end while

PASO 8
Existe Ip(f2)= x.2"2 que divide a lp(h)= x.2°2
h = —44x_2 28

PASO 9

No existe lp(f_i) que divida a lp(h)
r = 3x.1"2x.2 —6x_1x_2 —44x_2

h = —28

PASO 10
No existe Ip(f_i) que divida a lp(h)
r = 3x.1"2x.2 —6x_1x_2 —44x_.2 —28

h =

Obtenemos:

ul =1/2x.1"2x.2 + 2x.2 —x_1x_2
u.2 = 8x.2 —14

r = 3x_1"2x_2 —6x_1x_2 —44x_2 —28

Cédigo 3.4: Ejemplo Algoritmo Division Multivariable

Teorema 3. Dado un conjunto de polinomios distintos de vacio, F' = {fi,...fs}
y [ € klxy,..x,], tras aplicar el algoritmo de division multivariable visto en el
Algoritmo 3, se obtienen polinomios uy, ..., us,r € klxy, ..., z,| tales que
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f=uifi+...+usfs+r,

con r irreducible con respecto a F y

Ip(f) = maz(mazi<i<i(Ip(u:)lp(fi)), Ip(r))

Al igual que en la seccion anterior, vamos a tratar ahora de encontrar el mejor
conjunto generador de un ideal, pero ahora para polinomios multivariables.

3.4.3. Bases de Grobner

Def 5. Dado un conjunto de polinomios distintos de vacio G = {g¢, ..., g:} con-
tenidos en un ideal 7,

G es una Base de Grobner del ideal I <— Vf € I tal que f # 0, Ji €
{1,...,t} tal que Ip(g;) divide a Ip(f).

Dicho de otra forma, si G' es una Base de Grobner, entonces no existen poli-
nomios distintos de vacio en [ irreducibles con respecto de G.

Vamos a construir ahora el algoritmo que las obtiene.

En la Definicién 5 se plantea que G es Base de Grobner si y solo si para todo
f €1, existei € {i,...,s} tal que Ip(f;) divide a Ip(f). Por tanto, G no sera Base
de Grobner si encontramos f € I donde para ningun ¢ € {i, ..., s} su Ip(f;) divida

al de f.
Def 6. Dadas f,g # 0, f,g € k[z1,...,x,]. Sea L = mem(Ip(f),Ip(g)). Se deno-

mina S-Polinomio de f y ¢ al siguiente polinomio:

L L
S(f,9) = mf—mg

y2x,lt(g) = y. En este caso, L = mem(Ip(f),lp(g)) = y*xry S = #f -5
y + ya?

Introduciendo este mismo ejemplo en la aplicaciéon de Java, se obtiene el si-
guiente output.

El mem de: x.172x.2 + x.1 y x.17°2x.2 4+ x_1 es:
x_172x_2
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Algoritmo 4 Algoritmo de Buchberger

INPUT: F ={fi,...,fs} € k[z1,..xp] con f; # 0,(1 < i< )
OUTPUT: G = {g1, ..., 9:}, Base de Grobner para (f1, ..., fs)
INICIALIZACION: G := F,& := {{f, f;} | f # f; € G}

1: while @ # () do
2:  elegir cualquier subconjunto {f, g} € ®
3: P =P — {f, g}

4 S(f,9) i>+ h, donde h es irreducible con respecto a G
5. if h # 0 then

6: O :=dU{{u,h}|Vue G}

7 G:=GU {h}

8: end if

9: end while

El S—Polinomio de: x.1"2x.2 + x_1
y x.1"°2x 2 + x_1 es:

x_.1 + x_1x_2"2

Cédigo 3.5: Ejemplo cdlculo mem y S-Polinomio en Java

Teorema 4. Teorema de Buchberger. Sea G = {g1,...,g:} un conjunto de
polinomios distintos de vacio de k[xq,...,x,]. G es una base de Grébner para el
ideal I = (g1, ...,9¢) si y solo si para todo i # j,

G
S(9i,95) —+ 0

Este teorema proporciona una estrategia para obtener bases de Grobner que
se presenta en el Algoritmo 4. Sobre el conjunto de polinomios dado, se realizan
iteraciones donde se toma uno de los pares de GG del cual se calcula su S-polinomio.
Este se reduce sobre el conjunto G y si el resto obtenido es distinto de 0, se anade
al conjunto de polinomios de la base resultante. Esto se repite hasta que se hayan
procesado todos los pares existentes en GG. El conjunto resultante formado por los
restos de las divisiones distintos de 0, serd la base de Grobner obtenida.

A continuacién, se muestra un ejemplo de aplicacién de este algoritmo.

Ejemplo 6. Sean f; = 2% + 2129 + 23, fo = 21+ 22 v f3 = 11 € Q[11, 23] con
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x1 > xo tomando el orden lexicogréfico. Sea I = (fi, f2, f3) vamos a calcular la
base de Grobner sobre 1.

Llamamos G al espacio formado por f; y fo. ® sera el conjunto que contiene a
los subconjuntos de pares formados por los tres polinomios, ¢ = {{f1, f2}, {f1, fs}, {f2, fs} }-

PASO 1. En el primer paso eliminamos el par {f1, fo} de ®.

Calculando su S-Polinomio, se obtiene que S = 3. Reduciendo este sobre
el conjunto G se obtiene el resto 23 = f;. Por tanto, ahora G' = {f1, fo, f3, f1},

mientras que ¢ = {{f1, fs}, {fo, fs} . {fv, fu} A S2, fud ASs, fud}

PASO 2. Eliminando ahora el par {f1, f3}, se obtiene el S-Polinomio x3+z ;5
que al reducirlo sobre GG obtenemos de resto 0, por tanto, no se anade nada a la
base.

PASO 3. En este tercer paso se elige el siguiente par a eliminar de ¢, { f2, f3}.
En este caso al reducir el S-Polinomio S = x5 sobre G se obtiene el resto x5 = f5
que se anade a la base y los respectivos pares se anaden al conjunto ®.

Si se continta ejecutando este mismo proceso hasta el paso 109, se obtendrd
el mismo resultado, pero siempre el resto sera 0. Al no obtener ningin nuevo
polinomio en el resto de pasos, la base de Grobner obtenida para este ejemplo
serd el conjunto formado por {f1, fa, f3, f1, f5}-

Se muestra a continuacién el Ejemplo 6 introducido en la aplicacién de Java.

Vamos a calcular la base de Grobner
del siguiente conjunto de polinomios:

172 + x_1x.2 + x.272
1+ x22
_1

MoKl

PASO 1
Eliminamos el par {x.1"2 + x_1x.2 + x.2"2, x_.1 + x.2}
El S—Polinomio del par elegido es x_272

El resto de la division es x_.272

Los polinomios que estan en G son:

x_ 12 + x_272 + x_1x_2

x-1 + x_2

x_1

x_2"2

PASO 2

Eliminamos el par {x_.1"2 + x.272 + x_1x.2, x_1}
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El S—Polinomio del par elegido es x.272 4+ x_1x_2
El resto de la division es 0

PASO 3

Eliminamos el par {x.1 + x.2, x_1}
El S—Polinomio del par elegido es x_2
El resto de la division es x_2

Los polinomios que estan en G son:
x_.1"2 + x.272 + x_1x_2

x-1 + x_2

"2

NN

X_
X_
X_

PASO 4

Eliminamos el par {x.1"2 4+ x.272 4+ x_1x.2, x.2"2}
El S—Polinomio del par elegido es x_1x.2"3 + x_.274
El resto de la division es 0

PASO 5

Eliminamos el par {x.1 + x.2, x.272}

El S—Polinomio del par elegido es x_273
El resto de la division es 0

PASO 6
D
Eliminamos el par {x_1, x_.2"2}

PASO 7

Eliminamos el par {x.1"2 + x.2"2 + x_1x.2, x.2}

El S—Polinomio del par elegido es x.2°3 4+ x_1x.272
El resto de la division es 0

PASO 8

Eliminamos el par {x.1 + x.2, x.2}

El S—Polinomio del par elegido es x_272
El resto de la division es 0

PASO 9
Eliminamos el par {x.1, x.2}
El S—Polinomio del par elegido es 0

PASO 10
Eliminamos el par {x.2°2, x_2}
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El S—Polinomio del par elegido es 0

La base obtenida G es:
x 172 + x 272 + x_1x_2
+ x_2

I I

-1
-1
272
-2

Codigo 3.6: Ejemplo Algoritmo de Buchberger en Java

Bases de Grobner reducidas

Con el algoritmo de Buchberger proporcionado en 4 es posible obtener dis-
tintas bases de Grobner para un mismo conjunto de polinomios. Por una parte,
el orden de los polinomios en G influird en el algoitmo de division a la hora de
encontrar un polinomio cuyo Ip divida al [p del polinomio principal.

Ademas, el orden de eliminacion de los pares de polinomios también puede
modificar la base resultante.

Por ejemplo, tomando el Ejemplo 6, si siempre seguimos la estructura de eli-
minacién {1,2},{1,3},{2,3} pero llamamos ahora a cada polinomio de manera
distinta: f1 = x1, fo = 11+ 22y f3 = 23+ 2122 +22, obtendriamos la base siguien-
te: {xy, 29 + 21, T3+ 1109 + T2, —2Z9}, que como vemos, es distinta a la obtenida
con el orden anterior.

Es posible obtener siempre una tnica base de Grobner sobre un conjunto dado
de polinomios, esto se consigue aplicando un algoritmo de reduccion sobre la base
obtenida.

Def 7. Una base de Grébner G = {¢1, go, ..., g¢} estd reducida si para todo i,
le(g;) = 1y g; es irreducible con respecto a G — {g;}. Es decir, no existe ningtin
Ip(g;) que divida a Ip(g;) para cualquier i # j.

Dada esta definicién, proponemos el siguiente algoritmo (Algoritmo 5). En él
se va analizando cada g; € G, siendo G base de Grobner. Se reduce este polinomio
sobre el conjunto de polinomios {g; : j # i} € G} y se aflade al conjunto resultante
el resto obtenido multiplicado por su coeficiente director para hacerlo ménico. De
esta manera, obtenemos un conjunto reducido de polinomios irreducibles con
respecto a G - {g;} ménicos.

Utilizando este algoritmo, vamos a reducir la base de Grobner obtenida en el
Ejemplo 6.
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Algoritmo 5 Algoritmo de reduccion

INPUT: G = {¢1, ..., g:} base de Grobner para el ideal I.
OUTPUT: H = {hy, ..., b}, Base de Grébner reducida para el ideal I.
INICIALIZACION: R := G, H:=10

1: for all g en G do
2: RZR—{Q}

3 g i>+ h, donde h es irreducible con respecto de R
_ _h

4. h - W

5: H=HU {h}

6: end for

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:x_1"2 + x.272 4+ x_1x_.2
H:

R:

x_.1 4+ x_2
x_1

1x_2
1x_27°2

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:x_1 + x_.2
H:

R:

x_1

1x_2

1x.272

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:x_1

H:

R:

1x_2

1x.2°2
El resto de la division es x_1

26



Capitulo 3. Fundamentos tedricos de las bases de Grobner y el algoritmo de
Buchberger

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:1x_2

x_1

R:

1x.272

x_1

El resto de la division es x_2

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:1x_-2"°2

H:
x_1

1x_2

R:
x_1
1x_2

La base reducida R es:
x_1
1x_2

Codigo 3.7: Ejemplo Algoritmo de Reduccion en Java

Hemos mencionado al principio de esta seccion la importancia de las bases
reducidas, ya que obtienen una tunica base de Grobner para cada conjunto de
polinomios, sea cual sea el método elegido para obtenerla. El ejemplo en Ja-
va que acabamos de mostrar es el que ha reducido la base obtenida utilizan-
do el orden de eliminacién de pares del Ejemplo 6. Si calculdbamos la base
de Grobner alterando el orden de eliminacién de los pares, ésta era distinta,
{21, 9 + 21, 23 + 1709 + 3, — T}

Veamos ahora en el resultado 3.4.3, que al reducir esta segunda base, la base
reducida que obtenemos es la misma, por tanto, aplicar este segundo algoritmo
sobre las bases de Grébner que obtengamos nos proporcionara unicidad y espacios
ain mas faciles sobre los que trabajar ya que seran lo mas pequenos posibles.

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:x_1
H:
R:
x_1 + x_2
1x.272 + x_1x.2 + x_172
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—1x_2

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:x_1 + x_.2
H:

R:

x_ 1x.2 + x.2°2 4+ x.172

—1x_2

El resto de la division es x_1

EL POLINOMIO ELIMINADO ES:1x.2°2 4+ x_1x_.2 + x_172

x_1

R:
—1x_2
x_1

EL POLINOMIO ELIMINADO ES: —1x_2

x_1
El resto de la division es —1x_2

La base reducida R es:
x_1
X_2

Cédigo 3.8: Ejemplo Algoritmo de Reduccién en Java
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Aplicacion al problema del k-coloreado y
sudokus

Una vez visto como obtener bases de Grobner reducidas, vamos a estudiar en
este capitulo algunas de las aplicaciones que tienen sobre grafos y sudokus. Para
el desarrollo de este capitulo, nos hemos basado en la siguiente fuente [2].

En primer lugar, definimos algunos de los conceptos béasicos necesarios para
introducir los problemas que se plantearan.

Def 8. Un grafo G se define como un par G = (V, E), donde V estd formado
por un conjunto de puntos llamados vértices y F es el conjunto de los pares no
ordenados de esos vértices. Estos pares se conocen como aristas del G. Se dice
que son adyacentes dos vértices que estan unidos por una misma arista.

Def 9. Se define un grafo G como conexo si para todo par de vértices u,v € V,
siempre existe una sucesion de aristas que conectan el vértice v con el vértice u.
A esta sucesion de aristas se le llama camino entre u y v.

Def 10. Dado G un grafo conexo y C' un conjunto de elementos finito. Llamare-
mos coloracion de G a la asignacion de los elementos de C' a los que llamamos
colores a cada uno de los vértices del grafo, de tal manera que dos vértices adya-
centes no pueden tener asignado un mismo color.
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4.1. Problema del k-coloreado

Def 11. Se dice que un grafo GG es k-coloreable si existe una coloracién para G
donde el conjunto C tiene k colores.

El problema del k-coloreado busca si para un grafo G = (V, ') existe una colo-
racién con k elementos. Para resolverlo utilizando bases de Grébner, se representa
G como sistema de ecuaciones polinémicas.

Dado un grafo G = (V, E) con n vértices, donde {x1, za, ..., ,} representa el
conjunto de las variables asignadas a cada vértice de V. Tomamos el conjunto de
colores C' = {cy, ca, ..., ¢ }, con k < n. Solo estudiaremos el caso en que k < n, ya
que de lo contrario la coloracién seria trivial. Al haber mayor o igual niimero de
colores que ntimero de vértices, podriamos asignar siempre un color distinto a cada
vértice. Por ejemplo, 1 = ¢y, 19 = ¢o, ..., x, = ¢,. De esta manera se cumplirian
las dos condiciones para que fuera una k-coloraciéon. Siempre estarian todos los
vértices coloreados y aquellos pares adyacentes tendrian colores distintos.

4.1.1. Sistema de ecuaciones

= La primera de las ecuaciones que definiremos parte de la necesidad de asig-
nar un color a la variable z;, i € {1,...,n}. El valor de z; debe ser uno de
los elementos de C', por tanto, el productorio debe ser igual a 0.

k
F(z;) = [](zi — @) (4.1)
Fla;) =0, Vie{l,..n} (4.2)

= En segundo lugar, se necesita controlar que aquellos vértices adyacentes no
tengan un mismo color asignado, es decir, si {x;, z,;} € E, entonces z; # x;.

Para ello, partiremos de esta primera ecuacion obtenida. Como sabemos que
F(z;) es igual a cero, la resta de F'(x;) — F(x;) también lo serd. Definimos
entonces G(z;, ;) como:
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Capitulo 4. Aplicacién al problema del k-coloreado y sudokus

Como sabemos que z; # z; para los pares adyacentes, z; — x; # 0, por
tanto, W =0V{x;,z;} € E.
i &
Analicemos ahora por qué podemos realizar el paso (*) y afirmar que G(z;, ;)
es también un polinomio.

En primer lugar nos centramos unicamente en el desarrollo del numerador
de F@)=F(z;)

F(z) = Fa;) = (zi —e)(@i — ) -+ (i — o) — (25 — ex) (@5 — c2) -+ (5 — )
a1 Fay) — (2 + ala:?_l +--tap1zj +ay)

L —xf) + (ay?t — alx?_l) + o+ (ap1T — apr ) + (an, — ap)

n
7
v —af) ta(al T =i ) et ana (@ — @)

Utilizando ahora la identidad notable de diferencia de exponentes donde se
cumple que:

(" =b") = (@ —Db)(a" "t +a" b+ a" 3+ Fab" 2+ ")

Obtenemos que todos los factores que conforman nuestra ecuacién tienen como
factor comin (x; —x;), por tanto, podemos dividirlo por este factor y el resultado
obtenido sigue siendo un polinomio.

También sobre este planteamiento, vamos a ver que siempre que exista un
conjunto de soluciones para este sistema de ecuaciones, estas van a proporcionar
una k-coloracién para el grafo:

= Supongamos que tenemos una solucién para el sistema de ecuaciones 4.1
donde x; toma un valor ¢, ¢ C. Entonces, si F(x;) = (z;—c1)(x;—c2) -+ - (¢;—
¢;) = 0, tiene que ocurrir que alguno de los factores del productorio sea 0.
Es decir, z; —¢; =0,0x; —co =0, ..., 0 x; — ¢; = 0. Pero como partiamos
de que ¢, ¢ C, el factor z; — ¢ no estara en el productorio que forma F'(z;)
y por tanto, nunca tomara ningun factor el valor 0. Queda demostrado asi
que si tenemos una solucién de F'(z;), esta tendrd un valor contenido en C.

= Veamos ahora un ejemplo ilustrativo en k& = 2 con el conjunto de colores
C = {a,b}, donde siempre que tenemos una solucién de G(z;,;), esto
obliga a que los valores que toman z; y z; no sean los mismos. Construyamos
entonces la ecuacion G(z;, ;).

F(z;) = F(z;) =2} — (a+b)w +ab— a3 + (a+b)a; — ab
= (xf _"L‘?) —(a+0b)(x; —$j) + ab — ab
= (z; + zj)(x; — ;) — (a + b)(x; — )
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Figura 4.1: Problema 3-coloreado

Glan, ;) _ Fla) = F(zy) _ (@i +25) (2 — 25) — (a + ) (@i — ;)

ZL‘Z‘—J)J' ZEi—iL‘j

:<IZ + xj) — (CL + b)

Supongamos que tenemos una soluciéon que cumple que G(z;, z,;) = 0 donde
x; = z;. Por ejemplo, tomemos z; = a.

Gz x;) = (wi + ;) — (@+b) =0

J;H—xj:a—l—b
2a=a+0b
a=1"b

Hemos llegado asi a una contradiccion, ya que los elementos de C' deben
ser distintos entre ellos. Concluimos entonces que siempre que tengamos
una solucién del sistema de ecuaciones 4.4 para k = 2, esto cumplira la
condicién de que x; # x;.

Ejemplo 7. Veamos ahora un ejemplo donde resolveremos el problema de 3-
coloreado en el grafo de la Figura 4.1.

Nuestro conjunto V' estd formado por los seis vértices del grafo, representados
por el conjunto de variables {x1, x5, T3, 4, T5, x6}. Con esta notacion, el conjunto
E que define los pares conectados por una arista estarfa formado por {zy,zs},

{371,56'3}, {1'27954}, {$4,375},{5C4,376}, {5175,1'6}

Como vamos a resolver el problema del k-coloreado con & = 3, el conjunto
de colores C' estara formado por tres colores que representaremos con nimeros
1,2, 3.
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Capitulo 4. Aplicacién al problema del k-coloreado y sudokus

En primer lugar, definimos las seis ecuaciones F'(x) que justifican el coloreado

de cada vértice.

3

F(zy) = [J(21 — ct) = 2 — 627 + 21— 6

t=1
3

F(:EQ):H(mg—ct)zxg—ﬁmg—l—xg—fi

t=1
3

F(x3) = H(xg —¢) =5 — 675 +13—6

t=1
3

F(:E4):H(m—ct):xi—ﬁxi—l—m—fi

t=1
3

F(xs) = H(x5 —¢) = a3 — 612 + 25 — 6

t=1
3

F(xﬁ):H(xﬁ—ct):xg—()’x%—l—xﬁ—fi

t=1

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

En segundo lugar, definimos las ecuaciones G(x;, ;) para cada par de vértices

adyacentes.

G(z1,x2) =
G(z1,x3) =
G(x9,14) =
G(x3,14) =
G4, x5) =
G(z4,16) =

G($5, ZL‘G) =

F(xy) — F(x9)

:x%+$1x2+$§—6x1—6x2+11

Ty — X

F —F
(1) (25) = af + z1w3 + x5 — 621 — 6y + 11

1 — T3

)a - F
(2) (1) = a5 + x9wy + 2§ — 622 — 614 + 11

To — T4

F - F
(3) (24) = a3 + w324 + x5 — 623 — 62y + 11

T3 — T4

F —F
(4) (25) = @} + 2425 + x5 — 624 — 65 + 11

Ty — Ts

)a - F
(ZL”4) <x6) :Ii+x4$6+x§_6x4_6x6+11

Ty — Tg

F - F
(5) (o) = a3 + w526 + 75 — 615 — 66 + 11

Ts — Tg

(4.11)
(4.12)
(4.13)
(4.14)
(4.15)
(4.16)

(4.17)

Una vez tenemos las funciones definidas, calculamos la base de Groébner del
ideal formado por F(x;), Vi € V' y G(x;, %), Vi, j € E aplicando el algoritmo de
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4.1. Problema del k-coloreado

Buchberger.

Introduciendo esto en la aplicacion de Java se obtiene la siguiente base de
Grobner reducida:

zp — 625 + 16— 6 (4.18)

—X1T3 — T3Te + T1To — 6Ty — T3T5 + TaZe + Toxs + 623 (4.19)
—625 — 5T + T3T5 + T326 + 11 — 621 + T1T3 + 22 (4.20)
T5Tg + T3 — ToTs — ToTg (4.21)

—T3T6 + TsT + T3 — T3Ts (4.22)

11 — 626 + 22 + w576 + T2 — 675 (4.23)

x6+ x5 — 6+ 24 (4.24)

Como vemos, es un sistema de ecuaciones mucho mas simple de resolver que
el de partida. Existen distintas coloraciones para 4.1 que cumplen el sistema de
ecuaciones obtenido.

Vamos a suponer xg = 1, utilizando el método de sustitucién en el sistema,
una de las posibles coloraciones seria:

( T =2
ZL‘2:3
T3 =
", (4.25)
Ty =
.Iﬁ:l

\

Con esta coloracion el grafo quedaria coloreado como se muestra en 4.2

Es obvio que para resolver problemas de k-coloreado siempre sera necesario
suponer el color de una de las variables, pues estos son arbitrarios. Podriamos
haber partido de que el valor de x4 fuera 2 o 3 y habriamos obtenido coloraciones
analogas.

Es por esto que es posible anadir en el propio sistema de ecuaciones al que
aplicamos posteriormente los algoritmos de Buchberger y de reduccion una ecua-
cion extra que indique el valor de una de las variables. Introduciendo la ecuacion
r¢ — 1 en el sistema anteior, el resultado que se obtendria en la aplicacién seria
la siguiente base reducida:
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+
L]

LEYENDA
L]

/\
\/

Figura 4.2: Problema 3-coloreado

Tg — 1
=579 + X119 — 173 + DT3 — T3T5 + Tox5

T3xs — T5 + xf + 123 — 53 — 621 + 11

2
—X3T5 — T3 + Ts + X3
6 + 2 — s

(4.26)
(4.27)
(4.28)
T2+ T5 — ToTs — Ty (4.29)
(4.30)
(4.31)
—b 4 x5+ 14 ( )

Con estos resultados podemos concluir que el grafo 4.1 es 3-coloreable. Pero,
si no lo fuera, jqué resultado obtendriamos al aplicar el algoritmo de Buchberger?

Probemos ahora a introducir las ecuaciones correspondientes para resolver el
problema del 2-coloreado sobre el grafo del ejemplo. Las ecuaciones F(x) tendrian
ahora la siguiente forma:

F(x;)) =27 —3w;+2, Vo, €V (4.33)
Mientras que las G(z;, z;) serfan:
Gz, zj) =z +x; —3, V(vi,x;) € E (4.34)
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4.2. Sudokus

El resultado que se obtiene tras aplicar el algoritmo es que la base reducida
es Gr = 1. Esto quiere decir que el sistema de ecuaciones proporcionado no tiene
soluciones.

4.2. Sudokus

En esta seccién se va a aplicar el algoritmo de Buchberger a la resolucion de
Sudokus basandose en la idea de resolucién problema del k-coloreado.

Def 12. El Sudoku es un juego que tradicionalmente consiste de un tablero de
9x9 casillas dividido en 9 columnas, 9 filas y 9 regiones. Se entiende como regién
a cada cuadricula de 3x3 casillas. Cada casilla debe ser rellenada con ntimeros
de entre el 1 y el 9, no pudiendo repetir nimero en una misma columna, fila o
region. El juego comienza con una serie de casillas ya rellenas.

Es posible plantear la resolucién de un Sudoku basdndose en el problema del
k-coloreado.

Para ello se modela el Sudoku como un grafo conexo donde cada casilla es
representada por un vértice z; con i = {1,...,81} y el conjunto de aristas lo
forman cada una de las relaciones entre aquellas casillas que no pueden tener el
mismo valor. Por ejemplo, dos casillas que estan en la misma fila tendran un par
en el conjunto E formado por los dos vértices que las representan.

Se plantea asi un sistema de ecuaciones analogo al que se ha descrito en la
seccion anterior.

= El primer conjunto de ecuaciones es el formado por aquellas que modelan
la necesidad de que cada casilla tome un valor entre 1 y 9. El conjunto de
colores serd ahora C' = {c; : 1 < k < 9}

De esta forma, se define F'(z;) como:

F(z) = [](zi—c) = (mi = D)(@; —2) -+~ (2 —9), V1<i<8l

t=1

F(x;) =) — 4528 + 8552;7 — 945029 + 6327327 — 2693252
+ 72368077 — 116424027 + 984960z; — 362880

= Elsegundo conjunto de ecuaciones es el formado por aquellas que modelan el
hecho de que dos casillas de un mismo grupo no pueden tener el mismo color
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411

Figura 4.3: Shidoku

o numero. Entendemos como grupo fila, columna o cuadrado. Planteando
G(x;, x;) de la misma manera que antes, obtenemos:

Gxs, x;) =xf + a5 + x]x; — 38afxT — 253x))
+ 1725x?x? + 253x?a:? — 381:?%6- + xzx;
» Para este tipo de problemas vamos a tener un tercer conjunto de ecuaciones
que no teniamos en el problema del k-coloreado. Estas son las ecuaciones
que representan aquellas casillas que ya estan rellenas al iniciar el juego, las
pistas. Este conjunto sera de la forma: H(x;) = z; — ¢y, siendo ¢ el valor
impuesto para esa casilla en el inicio.

Por tanto, para resolver un sudoku planteado, habra que calcular la base de
Grobner del ideal formado por las F(x;), G(x;, x;) y H(x;).

4.2.1. Otros tipos de Sudokus
Shidokus

Los Shidokus son un tipo particular de Sudokus donde el tablero es de tamano
4x4 en lugar de 9x9. El conjunto de colores, por tanto, estd formado por C :
{cr : 1 < k < 4}. Vamos a utilizar este tipo de Sudokus para analizar la resolucién
de este problema, ya que es un caso mas simple y facil de ver que el caso del
Sudoku tradicional.

37



4.2. Sudokus

Ejemplo 8. En este ejemplo plantearemos el sistema de ecuaciones y lo resol-
veremos usando el algoritmo de Buchberger y reduciendo la base obtenida en la
aplicacion sobre el tablero planteado en la Figura 4.3.

El conjunto de variables en este caso es el siguiente: V = {z; : 1 <i < 16},
asignando a cada casilla de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo una
variable distinta.

De esta manera, el conjunto de aristas estaria formado por la unién de los
siguientes Conjuntos. FE = EFILAS U ECOLUMNAS U ECUADRADOS

Eprras = {{zv, xo}  {or, a3} {z, 2} {zg, w3} {xo, 24}, {24, w4} }
Has, we} s {ws, 27} {5, w8}, {we, w7}, {ws, 28}, {27, 28} },
{{1’97 9510} ) {1‘9, xn} {Ig, $12} ) {$10, xn} ) {xlo, le} ) {xn, le}} )

{{96’13, 3314} ) {96’137 1’15} {1’13, 1’16} ) {9514, 96’15} ) {96’14, 96’15} ) {96’15, 1’16}}

Ecorvmnas = {{Ih%} ) {$1, $9} ) {xh $13} ) {955, xg} ) {$5, 9513} ) {959, xl?)}}»
{{5627 176} ) {552, 56’10} {9627 1’14} ) {$6, xlO} ) {5567 3314} ) {33107 3314}} )
{{9337157} ) {5133,3311} {353,5515} ) {$7,IE11} ) {IE7,3515} ) {3311,3515}}7

{{M, xs} ) {$4, I12} {$47 $16} ) {$8, 9512} ) {Is, $12} ) {$12, !E16}}

Ecvuaprapos = {{331, 372} ) {33'1, 335} ) {371, 33'6} ) {9152, 375} ) {1'2, 9156} ) {$5, 1‘6}} )
Has, wat {ws, w7} {ws, w8}, {za, w0} {za, v}, {27, 28} L,
{{959, xm} ) {xg, $13} {$9, 96‘14} ) {96‘10, 96‘13} ) {1‘10, 1‘14} ) {1‘137 9614}} )

{{9011, 51312} ) {51311, 5515} {95117 9016} ) {95127 9515} ) {9012, 51316} ) {9515, 51516}}

Para calcular ahora el ideal sobre el que se aplicara el algoritmo de Buchberger,
debemos obtener las H(x;), F(x;) y G(x;,x;). En este caso seran de la siguiente
forma:

H(x;) =z — ¢y,

F(z;) = a} — 1027 + 3522 — 502; + 24,1 < i < 16
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Capitulo 4. Aplicacién al problema del k-coloreado y sudokus

Gz, x;) =2} + ) + 2ix; + x2) — 1027 — 1027

— 10x;x; + 352; + 35x; — 50

Como ya partimos de algunas celdas coloreadas y estas vienen definidas por
las ecuaciones H (z;), no es necesario anadir al sistema las F'(z;) de estas variables,
ya que estas ecuaciones modelaban la necesidad de que tomen uno de los valores
de los colores propuestos, por tanto, si las anadimos estariamos introduciendo
ecuaciones redundantes. No obstante, de cualquier manera se obtendria el mismo
resultado, la unica diferencia es que al partir de un mayor nimero de ecuaciones,
tardarfamos més en resolver el problema.

Si se quiere ver en detalle las ecuaciones introducidas, ver en Apéndice B.

Aplicamos ahora el algoritmo sobre el ideal I = J + L = (F(x;), G(x;, z;)) +
(x; — cg).

El resultado obtenido al ejecutar la aplicacion es el que se muestra a conti-
nuacion:

x< O
3

MoMM R R M X K A
|

= © 00 O Ok Wi
|
w

Cédigo 4.1: Ejemplo Shidoku en Java

Por tanto, el Shidoku relleno quedaria como se muestra en la Figura 4.4.

Sudoku Killer

En este tipo de Sudokus, se anaden otro tipo de conjuntos de casillas, normal-
mente delimitados por lineas discontinuas o de otro color, donde se indica con un
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N W =B

Bl |lwiN

= A INW

W N IR

Figura 4.4: Shidoku

14 |17 12 |16 7

5 13 2
35 1

1 20 13

10 6 9
Tz I 1

1
137 (9 (|16 17 10

Figura 4.5: Sudoku Killer
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Figura 4.6: Shidoku Killer

nimero mas pequeno lo que debe sumar el contenido de ese grupo. Se muestra
un ejemplo en 4.5.

Para plantear la resolucion de los Sudoku Killer, solo habria que anadir un
cuarto tipo de ecuaciones a las mencionadas en la seccién anterior. Estas mo-
delarian la necesidad de que el valor de un grupo de casillas sumara el ntimero
indicado.

Veamos un caso mas simple planteando las ecuaciones que lo modelarian e
introduciéndolo en la aplicacién. Este se presenta en la Figura 4.6.

Si introducimos las ecuaciones que modelan este shidoku en la aplicacién de
Java, pero, sin tener en cuenta las condiciones que lo hacen Killer. Es decir, sin
tener en cuenta lo que suman los conjuntos de casillas, no obtendriamos una
solucién tunica, sino que tendriamos el siguiente resultado:

OUTPUT:

La base reducida Gr es:
x_1 —4

x5 —1

x_11 —4

x_12 —2

—4 + x_14

x_15 —1

—5x.7T 4+ 6 + x_772
x_16 —3

x_ 9 —3

—1 + x_4

—4 4+ x_8

x_2 —x_7

41



4.2. Sudokus

x.7 =5 + x_3
-5 + x_.7 + x_6
x_13 —2

x_10 —1

Cédigo 4.2: Ejemplo Shidoku Killer en Java varias soluciones

De esta manera, podriamos tener una solucién con xy = 2,13 = 3,16 = 3,27 =
2, y otra opcion con xo = 3,13 = 2,15 = 2,17 = 3.

Para anadir las condiciones de las sumas de las casillas y asi obtener una
solucion tunica, debemos anadir las siguientes ecuaciones al modelo.

1+ 22— 0 (4.35)

T3+ x4+ 27— 6 (4.36)

Ts + Tg + Tg + T19g — 8 (4.37)

T + T12 + T16 — 9 (4.38)

T11 + 13 + T + 215 — 11 (4.39)

El sistema de ecuaciones completo quedaria como se muestra en el Anexo C.
El resultado obtenido al calcular la base es el siguiente:

OUTPUT:

]

|

—_
\

=~

S
|

= O 00 O O Wi
|
w

"
— =
W N = O
\
[\

»

»

x_14 —4
x_15 —1
x_16 — 3

Cédigo 4.3: Ejemplo Shidoku Killer en Java

El shidoku completo con las soluciones quedaria como se muestra en la Figura
4.7.
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Figura 4.7: Shidoku Killer Soluciéon

Sudoku Diagonal

Este es un sudoku donde las casillas de las diagonales principales no deben
tampoco repetir sus valores. Como se aprecia en la Figura 4.8, ambas diagonales
estan marcadas por una linea diferenciada discontinua o de color en la cual no
pueden repetirse los niimeros.

De igual manera, podemos modelar este tipo de sudokus anadiendo un cuarto
tipo de ecuaciones que definan la incopatibilidad de mismos valores en la diagonal.
Esto lo haremos de la misma manera que cuando se modela imposibilidad de dos
valores iguales en una misma fila, columna o cuadrado. Se anade una ecuacion
G(x;, x;) por cada nueva arista o par conectado. En este caso, también existiran
aristas entre los vértices que representan las casillas de la diagonal, por tanto,
habra que anadir una ecuacion de tipo G por todos los pares en ambas diagonales.

Para ver un ejemplo de este tipo de Sudokus mas sencillo, se plantea el si-
guiente Shidoku 4.9, en un tablero de 4 x 4.

Si aplicamos el algoritmo de Buchberger sobre las ecuaciones que modelan este
shidoku, sin anadir las restricciones de ser un shidoku diagonal, obtendremos un
sistema de ecuaciones con mas de una soluciéon posible como se muestra en el
siguiente fragmento de cédigo:

OUTPUT:
x_2 —4
X3 —2
x_4 =3
x_7 —1
x_10"2 — 5x_10 + 6
x_12 —1
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4.2. Sudokus

92 1|6
6
2 1
/ 9 3
1 |75 |3
3 1 4
9 2
2
216 93

Figura 4.8: Sudoku Diagonal

4

Figura 4.9: Shidoku Diagonal
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x_13 —4

x.1 — 1

x.6 + x_10 — 5
x.9 + x_10 — 5
x.8 — 4

x_16 —2

x_14 — 1

x_15 —3

x5 — x_10
x_11 —4

Cédigo 4.4: Ejemplo Shidoku varias soluciones en Java
En este caso, la variable x1¢ puede tomar los valores 2 y 3, de manera que xs,
g ¥ Tg9 también pueden variar sus valores.

Si convertimos este en un shidoku diagonal, si obtendremos una tinica solucion,
ya que anadimos cuatro ecuaciones mas que condicionan que los pares situados
en las diagonales principales no deban tener el mismo valor.

Se indican todas las ecuaciones que modelan el shidoku en el Apéndice D.
Concretamente, las que se han incluido son las G(z;, x;) para los pares

{{‘%17 1'11} ) {xla $16} ) {.’L’4, 5510} 5 {$4, .1'13}}.

El resultado obtenido al calcular la base de Grobner reducida es el siguiente:

OUTPUT:
x_2 —4
x_.3 —2
x_4 —3
x_7 —1
x_10 — 2
x_12 —1
x_13 —4
x.1 — 1
x_6 —3
x 9 — 3
x.8 — 4
x_16 —2
x_14 — 1
x_15 —3
X_.H —2
x_11 —4

Cddigo 4.5: Ejemplo Shidoku Diagonal en Java

El resultado del Shidoku relleno con las soluciones se muestra en la Figura
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4.2. Sudokus

Figura 4.10: Shidoku Diagonal Solucién

4.10.

4.2.2. Observaciones
Dificultad computacional

En un ejemplo tan simple como el hemos resuelto en 8, ya partimos de 72
ecuaciones para nuestro sistema. Recordando el funcionamiento del algoritmo de
Buchberger, vemos que tenemos que trabajar sobre el conjunto de sus pares. Esto
hace un total de 2556 pares. En un ordenador corriente es posible trabajar con
estos nimeros, pero, planteando el mismo problema sobre un sudoku tradicional
de 81 variables, se obtiene un conjunto de pares de 396.495 elementos en un
ejemplo con 30 pistas. Esto lo hace inviable en un ordenador con baja potencia.

El algoritmo de Buchberger no es la opcién éptima para obtener la base de
Grobner de ideales tan grandes. Para este tipo de problemas existen otros métodos
mas rapidos que van reduciendo el ideal introducido mas eficientemente.

Por ejemplo, se podria utilizar el algoritmo F4 que mejora la arbitrariedad
existente en el algoritmo de Buchberger al seleccionar un nuevo par a eliminar del
conjunto de pares. Esto se hace sin ningiin orden de seleccién. En el algoritmo F4
se plantea la opcién de reducir de una vez un subconjunto de elementos, ademas
de introducir el uso de matrices que representen el sistema, de manera que se
aplica algo similar al método de reduccién de Gauss - Jordan. Al ir reduciendo
el sistema inicial utilizando ciertos criterios, esto se hace mucho mas eficiente.
Para profundizar sobre el funcionamiento de este algoritmo se puede visitar la
siguiente publicacién [3].
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Desarrollo de la aplicacion en Java:
Implementacion y analisis

En este capitulo vamos a analizar el cédigo desarrollado en Java para imple-
mentar los algoritmos utilizados a lo largo de todo el trabajo.

Algunos de los métodos més relevantes para este trabajo se encuentran en
el Apéndice A. El codigo completo de la aplicaciéon se encuentra en el siguiente
enlace de GitHub siendo este de dominio publico para cualquier consulta, ver
Fuente [4].

5.1. Estructura de la aplicaciéon

La estructura de la aplicacién se basa en la definiciéon de clases y métodos
necesarios para el uso de polinomios, ya que todos los algoritmos que se plantean
posteriormente se basan en el uso y manipulacién de éstos.

Se divide en tres clases, dos de ellas destinadas a la definicién de polinomios y
de los algoritmos de tratado de bases de Grobner y una tercera clase de definicién
de ecuaciones de sudokus de dimensiones 9 x 9y 4 x 4.
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5.1.1. Clase Monomio

Esta clase consta de dos atributos que definen un monomio.

Atributos

» Coeficiente (ArrayList(Integer)). Este atributo representa el coeficiente
de un monomio a través de una fraccién. Se ha elegido el uso de fracciones
en lugar de nimeros decimales para evitar errores en el redondeo.

» Exponentes (ArrayList(Integer)). Este atributo consta de una lista de
valores enteros con tantos elementos como distintas variables haya en el
polinomio. Cada nimero entero representa el exponente de cada variable
en el monomio, estando estos ordenados de mayor a menor variables.

Por ejemplo, si se quiere representar 322y, dentro de un espacio de tres va-
riables donde x > y > z, el elemento de la clase monomio estaria compuesto
por el coeficiente [3, 1] y los exponentes [2, 1, 0].

Dentro de esta clase se definen los métodos necesarios para operar entre mo-
nomios, ya que los coeficientes que tratamos estan definidos en forma de fraccién,
previamente se definen también los métodos para operar fracciones.

Operadores fracciones

s Suma fracciones
» Resta fracciones
» Multiplicacion fracciones

= Divisidén fracciones

Operadores monomios
= Suma monomios
= Resta monomios
= Multiplicacion monomios
= Division monomios

También se definen algunos métodos mas, propios de los algoritmos que se
han implementado relacionados con este trabajo.
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Otros métodos necesarios para el trabajo con monomios

= Exponente de un monomio: calcula el exponente de un monomio dado.

= Monomio mayor deg: dados dos monomios, devuelve el monomio mayor
segun el orden deg.

= Monomio mayor lex: dados dos monomios, devuelve el monomio mayor
segun el orden lex.

= Monomio divisible: comprueba si un monomio divide a otro dado.

5.1.2. Clase Polinomio

En un segundo nivel, tenemos la clase Polinomio.

Atributos

» Monomios: (ArrayList(Monomio)): lista de monomios que comprenden el
polinomio.

A continuacion se van a comentar algunos de los métodos implementados més
significativos para el trabajo.

Calculo de términos relevantes

= [tPolinomio: calcula el término director de un monomio. Va comparando
uno a uno los monomios del polinomio quedandose con el mayor.

= |cPolinomio: obtiene el término director del polinomio y devuelve su coefi-
ciente.

= IpPolinomio: calcula el término director del polinomio sin coeficiente.

Operadores polinomios

= Suma polinomios: se estudia si hay monomios iguales y en tal caso, se suman
esos monomios. Finalmente se simplifica el resultado.

= Resta polinomios: analogo a la suma.

= Multiplicacién polinomios: se aplica la multiplicacion de monomios para
cada par de los polinomios dados. Se simplifica el resultado.
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= Divisién univariable. Este método estd basado en el Algoritmo 1 devolviendo
en una lista el polinomio resultante de la divisién en la posicién [0] y el resto
de la division en [1]. Se encuentra el cédigo detallado en el Apéndice A.1.

= Algoritmo Euclideo. Se basa en el Algoritmo 2 para el calculo del maximo
comun divisor entre dos polinomios. Se detalla el cddigo en el Apéndice A.2.

Bases de Grobner

= Division multivariable. Este método aplica el algoritmo presentado en el
Algoritmo 3. Se realiza la divisiéon de un polinomio f sobre un conjunto de
n polinomios. Tras aplicar el algoritmo se devuelve una lista de polinomios
donde los n primeros elementos representan los polinomios u;, mientras que
el ultimo elemento representa el resto de la division. Se puede ver en detalle
este cédigo en el Apéndice A.3.

= Calculo S-Polinomio. Este método calcula el S-Polinomio de dos polinomios
dados obteniendo los términos directores de cada uno de los polinomios y
el término L, el minimo comtn multiplo de sus productos directores.

= Algoritmo de Buchberger. Este método desarrolla el algoritmo definido en
el Algoritmo 4 para obtener la base de Grébner de un conjunto de polino-
mios dado. Va eliminando los pares de polinomios en orden segin se hayan
introducido en la lista de entrada. El cédigo en detalle de esta funcién se
encuentra en el Apéndice A .4.

= Algoritmo de reduccién. En esta funcion se introduce como pardmetro el
conjunto de polinomios que forman la base de Grobner. Se aplica sobre este
el algoritmo de reduccién mencionado en el Algoritmo 5. El cédigo detallado
se encuentra en el Apéndice A.5.

5.1.3. Clase Sudoku

Por 1ltimo, tenemos la clase Sudoku donde dada una matriz 4 x 4 0 9 X 9 que
representa un sudoku, transforma esta informacién en un sistema de ecuaciones.

Atributos

» Tamano: Integer: tamano de un lado del tablero

» Tablero: Integer[][]: Matriz donde se introduce el sudoku. Todos los valores
son 0 salvo las pistas que van rellenas con el nimero que corresponda.
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En esta clase hay un unico método principal, getSudokuEquations(), el
cual calcula las distintas ecuaciones que modelan el sudoku.

En primer lugar, va recorriendo cada elemento del tablero revisando si es una
pista o un valor vacio. En caso de ser una pista, genera un polinomio del tipo x; —c,
donde ¢ representa el color, o en este caso numero de la casilla. Si el elemento
que se encuentra no esta relleno, genera la ecuacién f(x;) correspondiente.

En segundo lugar, se generan las ecuaciones g(z;, z;), {(z;,z;)} € E. Esto se
hace en tres partes distintas.

En un primer bucle se va comprobando aquellos pares de elementos que estan
en una mista fila. En un segundo bucle se comprueban los pares de elementos que
comparten columna. En un tercero se estudia si el par esta en un mismo cuadrado,
entendiendo cuadrado como una divisién del tablero n X n en cajas de tamano
v/n. Es interesante analizar la funcién que comprueba esta ultima condicién.

public boolean enMismoCuadrado(int i, int j){

//Coordenadas
int il i%tamano ;

int jl
int i2 =
int j2

j%tamano ;
i/tamano;
j /tamano;

//Modulos
int modil
int modjl
int modi2
int modj2

tamano
tamano
tamano
tamano

int)
int)
int)

)

int

sqrt (
sqrt (
sqrt (

(

sqrt

Y

));
));
)i
))

~— T T T

( (il
( (j1
= ( (i2
( (j2

3

variables estan en el mismo cuadrado
modjl) & (modi2 modj2 );

// Verificamos si las

return (modil

Cédigo 5.1: Funciéon mismo cuadrado

Las casillas del tablero se numeran entre 0 y n? — 1 de izquierda a derecha y
de arriba hacia abajo. Es necesario por tanto, inicializar las coordenadas de cada
casilla dentro del tablero. La coordenada x se consigue calculando el elemento
modulo n, mientras que la coordenada y se calcula realizando la divisién entera
por n. Tomando en un tablero 4x4 las casillas 0 y 1, vamos a analizar si estas
estan en el mismo cuadrado.

Las coordenadas que representan el elemento 0 serfan (0%4,0/4)= (0,0) y
las de 1 = (1%4,1/4) = (1,0). Ahora debemos calcular cada x en mddulo 2,
ya que serda el numero de cuadrados por fila que habra en el tablero. Esto es
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mod; = 0/2 =0y modj; = 1/2 =0, a su vez hacemos lo mismo con las y para
ver si se encuentran en el mismo cuadrado segin la columna, mod;; =0/2 =0y
modj, = 0/2 = 0. Por tanto, todos se encuentran en [0]s, lo que quiere decir que
comparten cuadrado.
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Conclusiones

A lo largo de todo este trabajo hemos exporado el mundo de las bases de
Grobner y el algoritmo de Buchberger para obtenerlas. Hemos analizado qué
hay previo a este algoritmo, casos de espacios mas simples a los que tratamos
posteriormente como son el caso de sistemas de polinomios lineales o polinomios
en una sola variable. Los algoritmos que encuentran mejores representaciones para
estos espacios sientan las bases del que sera el algoritmo que trata sistemas con
polinomios més complejos no lineales y en varias variables. Por tanto, las bases
de Grobner cobran un gran poder en la resolucién de sistemas de ecuaciones de
este tipo.

Ademas, hemos desarrollado una aplicacién que comprende todos los algorit-
mos y conceptos que se han presentado a lo largo del trabajo. Al haber tenido
que implementar todos y cada uno de los métodos necesarios desde lo mas bésico
como pueden ser la suma y resta de monomios, se ha conseguido desgranar al
maximo cada concepto que se ha presentado. Es cierto que hoy en dia ya conta-
mos con softwares que introduciendo una serie de polinomios, calculan su base
de Grobner como puede ser Python, pero lo que aporta nuestra aplicaciéon es el
poder ir analizando lo que va ocurriendo en cada iteraciéon o cada paso del algo-
ritmo, de manera que quien lo utilice pueda comprender en mayor medida coémo
funciona el algoritmo.

Estudiando algunas de sus aplicaciones hemos demostrado cémo las bases de
Grobner se pueden aplicar en problemas concretos de grafos como el problema del
k-coloreado. Sobre el sistema de ecuaciones planteado para modelizar el problema,
hemos ilustrado para el caso k = 2 que siempre que tenemos una solucién, se
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Capitulo 6. Conclusiones

cumplen las condiciones para que esa solucién sea una k-coloracién. Se plantea
como problema abierto demostrarlo para el caso genérico k = n.

También hemos visto la aplicacion de las bases de Grobner a lo que para
muchos es un pasatiempo, la resolucién de sudokus. El algoritmo de Buchberger
puede facilitarnos la resolucion de sistemas con numerosas ecuaciones como son
los sistemas de ecuaciones que modelan los shidokus. Al analizar este problema
en detalle hemos visto que resolviendo este tipo de sistemas obtenemos conjuntos
que tratan cerca de 2560 pares de elementos, lo que puede resultar desafiante en
un ordenador corriente. Esta dificultad se evidencia aiin mas cuando se consideran
sudokus tradicionales de 81 variables. Podemos llegar a contar con conjuntos de
casi 400.000 pares de elementos, lo cual se vuelve inviable ante una computadora
estandar.

Ante estos resultados, es interesante investigar y considerar alternativas més
eficientes para obtener bases de Grébner cuando se trata de tamanos tan superio-
res. Uno de estos métodos es el algoritmo F4 donde desaparece la arbitrariedad
que existe en el algoritmo de Buchberger al elegir los pares del conjunto. Al redu-
cir el sistema de ecuaciones con unos criterios especificos, se consigue una mayor
eficiencia en el proceso.

Por tanto, durante este trabajo hemos podido ver los logros y limitaciones de
utilizar el algoritmo de Buchberger como método para obtener bases de Grobner.
Ademas hemos visto ejemplos practicos de este algoritmo resolviendo cuestiones
de grafos como el problema del k-coloreado y aplicando este mismo método para
resolver sudokus.
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Codigo de Java

A.1. Division univariable

public Polinomio [] divisionUnivariable (Polinomio g){
// Primero simplificamos los polinomios
this.simplificacionPolinomios ();
g.simplificacionPolinomios ();

// Creamos q y r inicializadas a o y f
// El polinomio q va a tener tantas variables como f
int var = 0;
for (Monomio monomio : this.monomios){

if (monomio. m_exp.size () > var){

var = monomio.m_exp.size ();

}

}

Polinomio q = new Polinomio (var);

Polinomio r = this;
boolean r_vacio = false;
int grado_.r = r.lpPolinomio ().exponenteMonomio ();

// Hemos terminado cuando f es vacio o el grado de r
//es menor que el de g

while (!r_vacio && grado.r >=
g.lpPolinomio ().exponenteMonomio ()){

// Division de 1t(r)/1t(g)
Monomio m_suma = r.ltPolinomio (). divisionMonomios(g.ltPolinomio ());
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}

Polinomio p_suma = new Polinomio(new ArrayList<>(Arrays.asList(m-suma)));

// 4 =q + suma de 1t (r)/1t(g)
q = ¢q.sumaPolinomio (p_suma);

// r =1 — suma de lt(r)/1t(g) * g
Polinomio p_resta = p-suma.multiplicacionPolinomios(g);
//para restarlo, le cambio el signo a los coeficientes de los monomios
for (Monomio monomio : p_resta.monomios) {
monomio. coeficiente .set (0, monomio. coeficiente.get (0) x (—1));
}
r

= r.sumaPolinomio(p_resta);

r_vacio = r.monomios.isEmpty ();
grado_.r = r.lpPolinomio ().exponenteMonomio ();

q.simplificacionPolinomios ();
r.simplificacionPolinomios ();

Polinomio [] resultado = {q, r};
return resultado;

A.2.

Algoritmo Euclideo

public Polinomio algoritmoEuclideo (Polinomio p){

Polinomio [] division;

Polinomio f = this;
Polinomio g = p;
boolean g_vacio = false;

while (! g_vacio){
f.simplificacionPolinomios ();
g.simplificacionPolinomios ();

division = f.divisionUnivariable(g);
f=g;
g = division [1];

g_vacio = true;

if (!g.monomios.isEmpty ()){
for (Monomio m : g.monomios){
for ( Integer i:m.m_exp ){
if(i 1= 0){
g_vacio = false;
}
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}

ArrayList<Integer> lc_pol = f.lcPolinomio ();
ArrayList<Integer> lc_pol_invertido = new ArrayList<Integer >();
lc_pol_invertido.add(lc_-pol.get(1));
lc_pol_invertido.add(lc_pol.get (0));

ArrayList<Integer> d0 = new ArrayList<Integer >(){{
add (0);

s

Monomio m0 = new Monomio(lc_pol_invertido ,d0);
ArrayList <Monomio> am0 = new ArrayList<Monomio>() {

{

}
}s

Polinomio p0 = new Polinomio (am0);

add (m0);

return f.multiplicacionPolinomios (p0);

A.3. Algoritmo division multivariable

public ArrayList<Polinomio> divisionMultivariable
(ArrayList<Polinomio> arrayPolinomios) {

int s = arrayPolinomios.size ();
int var_max = 0;
for (Polinomio p : arrayPolinomios) {

for (Monomio m : p.monomios) {
if (m.m-exp.size() > var_max) {
var.max = m.m-exp.size ();
}

}
}

Polinomio p = new Polinomio (var_-max);
ArrayList<Polinomio> arrayU = new ArrayList <>();
for (int 1 = 0; i < s; i++) {

arrayU.add(p);
}

Polinomio r = new Polinomio (var_max);
Polinomio h = this;
boolean h_vacio = false;

while (!h_vacio) {
h.simplificacionPolinomios ();
r.simplificacionPolinomios ();
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=

Monomio lp_h = h.lpPolinomio ();

Monomio 1t_-m = h.ltPolinomio ();

Polinomio 1t_p = new Polinomio (lt_-m);

boolean encontrado = false;

int i = 0;

while (!encontrado & i < arrayPolinomios.size ()) {
Monomio 1p_f = arrayPolinomios.get(i).lpPolinomio ();

if (lp_h.esDivisible(lp_f)) {
encontrado = true;

} els'e {
1+
}

}

if (encontrado) {
Monomio 1t_f = arrayPolinomios.get(i).ltPolinomio ();

Monomio division_suma_m = lt_m.divisionMonomios(1lt_f);
Monomio division_resta.m = lt_m.divisionMonomios(1lt_f);
Polinomio division_suma_p = new Polinomio (division_suma_m );
Polinomio division_resta = new Polinomio(division_resta_m );

arrayU.set (i, arrayU.get(i).sumaPolinomio(division_suma_p));

for (Monomio monomio : division_resta.monomios) {

monomio. coeficiente . set

(0, monomio. coeficiente.get(0) x (—1));
}
Polinomio division_resta_p =
division_resta.multiplicacionPolinomios (arrayPolinomios.get(i));
h = h.sumaPolinomio(division_resta_p );

//System.out.println ("h = ” + h.leerPolinomio ());
} else {
r = r.sumaPolinomio(1t_p);
//System.out.println ("r = ” + r.leerPolinomio ());
ArrayList <Monomio> _monomios = new ArrayList<Monomio>();
for (Monomio monomio : 1t_p.monomios) {

ArrayList<Integer> coef = new ArrayList<Integer >();
coef.add (monomio. coeficiente.get (0) * (—1));
coef.add (monomio. coeficiente .get (1));

Monomio m = new Monomio(coef, monomio.m_exp );
~monomios.add (m);

b

}

Polinomio resta = new Polinomio (_monomios);

h = h.sumaPolinomio (resta );

// System.out.println ("h = ” + h.leerPolinomio ());
h_vacio = true;
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if ('h.monomios.isEmpty ()){
for (Monomio m : h.monomios){
for ( Integer n:m.m_exp ){
if(n != 0){
h_vacio = false;

}

if (m.coeficiente.get (0) != 0){h_vacio = false;}

}

arrayU.add(r);

return arrayU;

A.4. Algoritmo Buchberger

public ArrayList<Polinomio> calcularBasesGrobner (ArrayList<Polinomio> F){
int contador = 1;

//INICTALIZACION

//Definimos G

ArrayList<Polinomio> G = F;

//Definimos el espacio de parejas de todos los polinomios de G
ArrayList<ArrayList<Polinomio>> G _pares =

new ArrayList<ArrayList<Polinomio >>();

for (int 1=0; i<G.size ();i++){
for (int j= 1 4+ 1; j<G.size ();j++){
i(i1=j)1
ArrayList<Polinomio> par = new ArrayList<Polinomio >();
par.add(G.get (i));
par.add(G.get(j));
G_pares.add(par);

}

while (!G_pares.isEmpty()){
System.out.println ();
System.out.println ("PASO ” + contador);
System.out.println (G_pares.size ());

if (contador==12){
System.out.println ("PASO 7 + contador);
}

contador++;
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//Elegimos un par cualquiera y lo excluimos de G_pares
ArrayList<Polinomio> par_eliminado = G_pares.get (0);
G_pares.remove (0);

//Obtenemos el Spolinomio del par

// System.out.println (” Eliminamos el par {7 +
par_eliminado.get (0).leerPolinomio () + 7, 7 +
par_eliminado.get (1).leerPolinomio () + ”7}” );

par_eliminado.get (0).simplificacionPolinomios ();
par_eliminado.get (1).simplificacionPolinomios ();

Polinomio S = par_eliminado.get (0).
calcularSPolinomio (par_eliminado.get (1));

it (!S.monomios.isEmpty()){
// System.out.println (” El S—Polinomio del par elegido es
+ S.leerPolinomio ());

//Usamos el algoritmo de division multivariable para
reducir S con respecto de G

//Obtenemos el resto de la division (h)
ArrayList<Polinomio> resultadoDivision =
S.divisionMultivariable (G);

Polinomio resto =
resultadoDivision.get(resultadoDivision.size()—1);

/*if (resto.monomios.isEmpty()){
System.out.println ("El resto de la division es 07);
telse{
System.out.println ("El resto de la division es
+ resto.leerPolinomio ());
oy
//Vemos si el resto es distinto de 0
if (!resto.monomios.isEmpty()){
//Anadimos a G_pares {{u,resto} | para todo u en G}
for (Polinomio g:G){
ArrayList<Polinomio> par = new ArrayList <>();
par.add(g);
par.add(resto );
if (! G_pares.contains (par)){
G_pares.add(par);
}
}

//Anadimos resto a G
if (!G.contains(resto)){
G.add(resto);

/*

System.out.println (" Los polinomios que estan en G son:”);
for (Polinomio p:G){

b2
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System.out.println( p.leerPolinomio ());

}
*/
}

if (!resto.monomios.isEmpty()){
//Anadimos resto a G
if (!G.contains(resto)){
G.add(resto);

//Anadimos a G_pares {{u,resto} | para todo u en G}
HashSet<Polinomio> G_hash = new HashSet<>(G);
// convertir G a HashSet para busqueda rapida
for (Polinomio g : G_hash){
ArrayList<Polinomio> par = new ArrayList <>();
if (!g.equals(resto)){
par.add(g);
par.add(resto );
if (! G_pares.contains (par)){
G_pares.add(par);
}

}
telse{
//System.out.println (”El S—Polinomio es 0, G queda igual” );
}
/ *
System.out.println (” Los pares de polinomios
que estan en G_par son:”);
for (ArrayList<Polinomio> p:G_pares){
System.out.println( "{” + p.get (0).leerPolinomio ()
+ 7,7 4+ p.get(1l).leerPolinomio () + ”}7);
}
*/
}

return G;

A.5. Algoritmo Reduccion

public ArrayList<Polinomio> reducirGrobner (ArrayList<Polinomio> G) {
ArrayList<Polinomio> H = new ArrayList <>();

//hacemos una copia

ArrayList<Polinomio> R = new ArrayList <>();

for (Polinomio p:G){
Polinomio copia = new Polinomio (p.monomios);
R.add(copia);
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for (int i=0; i<G.size (); i++){
Polinomio g = new Polinomio (G. get (i ).monomios);
R.remove (0);

System.out.println ();
System.out . println (”EL POLINOMIO ELIMINADO ES:” + g.leerPolinomio ());

System.out.println ();
System.out.println ("H:”);
for (Polinomio p:H){

System.out.println( p.leerPolinomio ());
}

System.out.println ();
System.out.println ("R:”);
for (Polinomio p:R){
System.out.println( p.leerPolinomio ());
}

//Usamos el algoritmo de division multivariable para

reducir g con respecto de R

//Obtenemos el resto de la division (h)
ArrayList<Polinomio> resultadoDivision = g.divisionMultivariable (R);
Polinomio resto = resultadoDivision.get(resultadoDivision.size()—1);
if (!resto.monomios.isEmpty ()){

System.out.println (”El resto de la division es 7
+ resto.leerPolinomio ());

//Dividimos el resto por su lc para que sea monico
ArrayList<Integer> lc_double = new ArrayList<>(resto.lcPolinomio ());

for (Monomio m: resto . monomios){
ArrayList<Integer> monico =
m. divisionFraccion (m. coeficiente ,lc_double);
m. coeficiente .set (0, monico.get (0));
m. coeficiente.set (1, monico.get (1));

}

resto.simplificacionPolinomios ();
//Metemos el resto en la base reducida
H.add(resto);

//Metemos el resto en la base con la que estamos trabajando
R.add(resto);
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A.5. Algoritmo Reduccién

return H;
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B.1.

Fcuaciones Shidoku

Ecuaciones de pistas

To — 2
xr3 — 3
x5 — 1
g — 4
Tg — 3
T10 — 2
T4 — 4

.'1715—1
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B.2. Ecuaciones F(z;)

B.2. Ecuaciones F(z;)

a} — 1023 + 3527 — 5021 + 24
xy — 10z + 3527 — 5034 + 24
zg — 10z§ + 3525 — 50z + 24
x7 — 1022 + 3522 — 5027 + 24
iy — 1023, + 3527, — 5010 + 24
oy — 1023, + 3527, — 5021, + 24
iy — 10295 + 35275 — 5013 + 24
als — 102 + 35275 — 50216 + 24
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Capitulo B. Ecuaciones Shidoku

B.3.

Ecuaciones G(x;, ;)

o3+ a3 4 2wy + 2125 — 1022 — 1023 — 102129 + 3521 + 3520 — 50

23+ 23 + 2wy + 2125 — 1027 — 1023 — 102,23 + 3521 + 3573 — 50

23+ ad 4+ 2wy + x23 — 1027 — 1023 — 102124 + 3521 + 3524 — 50

T3+ 23 + 2373 + 2023 — 1025 — 1023 — 102923 + 3522 + 3573 — 50

xg’ + xi’ + x%m + xgxi — 101‘% — IOx?l — 10z2x4 + 3529 + 3524 — 50

x5+ xS+ adrg + xzwi — 1023 — 1027 — 102324 + 3523 + 3524 — 50

T3+ xp + viwe + w578 — 1027 — 1023 — 102526 + 3575 + 3576 — 50

o3+ 23 4 2wy + w522 — 1022 — 1022 — 102527 + 3525 + 3527 — 50

o3+ 2 + 22w + 2528 — 1022 — 1023 — 102528 + 3525 + 3578 — 50

o3+ a3 4 aker + vexs — 1022 — 1022 — 102627 + 3526 + 3527 — 50

zy + 23 + virs + 2623 — 1027 — 1023 — 102628 + 3526 + 3578 — 50

o3+ 23 4+ aiwg + vrai — 1022 — 1023 — 102728 + 3527 + 3528 — 50

T3+ a3y + xd10 + 2oxsy — 1022 — 1022, — 1029710 + 3529 + 35219 — 50

x4+ 2t + xdeyy + wox?, — 1023 — 1022, — 1029211 + 3529 + 3521, — 50

T3+ ay + x3210 + 29Tty — 1022 — 1022, — 1029712 + 3579 + 35212 — 50

x?o + l’zl))l + IE?O(EH + xloxfl — ].OLE%O — 10.’[%1 — 1021911 + 35210 + 35211 — 50
le)’o + 33:1)’2 + 33%03312 + .131033?2 — 10.%?0 — 10.73%2 — 10z19z12 + 3510 + 35212 — 50
o3 4+ ay + at zin + w2ty — 1003, — 1023, — 10211212 + 35211 + 35212 — 50
:l}i; + SC?AL + I%3£E14 + .CU13:C%4 - 1058%3 — 1OIE%4 — 10213214 + 35213 + 35214 — 50
23+ 2l 4wty + 213275 — 1022, — 10225 — 10213315 + 35213 + 35215 — 50
xi’g + xi’ﬁ + 1’%3‘%16 + .%1395%6 - 10%%3 - 10.’5%6 — 10z13716 + 35213 + 35216 — 50
o3, 4 2t 4 atyrs + 21425 — 1023, — 10275 — 10214215 + 35214 + 35215 — 50
$?4 + LC?G + IL‘%4!E16 + .’E14£C%6 — 10%%4 — 10‘%%6 — 10‘%14‘%16 + 35!E14 + 35:1:16 — 50
T3 + a3 + 2l x16 + 215056 — 10275 — 10225 — 10215216 + 35215 + 35216 — 50
23+ a2 4+ 2wy + xp2f — 1022 — 1022 — 102125 + 3521 + 3525 — 50

3., .3 2 2 2 2

] + Ty + 719 + 129 — 1027 — 1029 — 102129 + 3521 + 3529 — 50

o3+ as + iz + vaty — 1027 — 1023, — 102213 + 3521 + 35213 — 50

x5 + 2 + 2316 + xoxf — 1025 — 1023 — 102976 + 3522 + 3576 — 50

T3 4 23 + 23210 + 2222 — 1023 — 1022, — 1022710 + 3522 + 35210 — 50

x5+ a3, + x2a1 + xoxt, — 1022 — 1022, — 1029214 + 3522 + 35214 — 50

x5+ 23 + 23wy + 2322 — 1023 — 1022 — 102327 + 3523 + 3577 — 50
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B.3. Ecuaciones G(x;, z;)

xg + x% + x%xn + 32333%1 — 10x§ — lOac%l — 1023211 + 3523 + 35x11 — 50

T3+ a3 + x2x1s + x3ris — 1022 — 10225 — 1023215 + 3523 + 35215 — 50

x5+ 2 + viws + xg2f — 1027 — 1023 — 102428 + 3524 + 3578 — 50

o5+ ady + 2l + 242ty — 1027 — 1022, — 1024212 + 3524 + 35210 — 50

x5+ 2l + 2l + waxdy — 1027 — 1023 — 1024216 + 3524 + 35216 — 50

o3+ xy 4+ xirg + ws2i — 1022 — 1025 — 102529 + 3575 + 3529 — 50

mg + x:fS + x§x13 + x5x?3 — 1095% — 103:%3 — 10x5213 + 3525 + 35213 — 50

932 + x‘(fo + x%xlo + xﬁx;{O — 10x§ — 101‘%0 — 10zgx10 + 3526 + 35219 — 50

o3+ ad, + adryy + ety — 1022 — 1022, — 1026214 + 3526 + 35214 — 50

o3+ 2l + a2y + wpx?, — 1022 — 1022, — 1027211 + 3527 + 3521, — 50

o3+ 2+ 22x5 + arals — 1022 — 1023, — 1027215 + 3527 + 35215 — 50

x3 + 2l + 22rig + wgwly — 1027 — 1023, — 1028212 + 3508 + 35219 — 50

T3+ 2t + vax16 + 28776 — 1023 — 10235 — 1028716 + 3578 + 35216 — 50

T3+ a3y + xix13 + xoris — 1022 — 1022, — 1029213 + 3529 + 35213 — 50

:17‘?0 + xiﬂ + I%OIM + I10$%4 — 10:1:%0 — IOx%4 — 10x19z14 + 35219 + 35214 — 50
3+ ads + s + zads — 1022, — 10225 — 10211215 + 35211 + 35215 — 50
23y + 23 + 229216 + T10276 — 1002, — 10235 — 10212216 + 35212 + 35716 — 50
x:{’ + mg + x%xﬁ + xlxg — 103:% — 1()1‘% — 10x1x¢ + 3521 + 3526 — 50

o5+ xd + wdvs + wox — 1023 — 1022 — 102925 + 3529 + 3525 — 50

x5+ a3 + 23w + x32f — 1022 — 1022 — 102328 + 3523 + 3578 — 50

o3+ 23 4+ 2iey + xg2? — 1023 — 1022 — 102427 + 3524 + 3527 — 50

w3+ ad, + adrig + wox?, — 1023 — 1022, — 1029214 + 3529 + 35214 — 50

230 + 23y + 213 + 210025 — 1027, — 1022, — 10210213 + 35210 + 35213 — 50
23 4+ 2t + xt 216 + riate — 1007, — 10235 — 10211216 + 35211 + 35716 — 50

23 + 23 + 22om15 + 210035 — 1027, — 10225 — 10219215 + 35212 + 35215 — 50
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Fcuaciones Shidoku Killer

C.1. Ecuaciones Killer

T+ o — 6
r3+ x4+ 27 —06

T5 +x6 + 9 + 210 —8
rg+ 112+ 216 —9

r1l+ 213+ 214+ 215 —11

C.2. Ecuaciones de pistas

1 —4
x5 — 1
x11—4
12— 2
14 —4
15— 1
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C.3. Ecuaciones F(z;)

C.3. Ecuaciones F(x;)

r3 — 1023 + 3523 — 5024 + 24
x5 — 1023 + 3523 — 50x3 + 24
r3 — 1023 + 3523 — 5024 + 24
xg — 1023 + 3523 — 50x6 + 24
r7 — 1023 + 3522 — 5027 + 24
rs — 1023 + 3522 — 5025 + 24
xg — 1023 + 3523 — 50x9 + 24
210 — 10210% + 35210% — 50210 + 24
x13* — 10213% 4 35213% — 5023 + 24
216* — 10216® 4+ 35216% — 50216 4 24
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Capitulo C. Ecuaciones Shidoku Killer

C.4. Ecuaciones G(z;, ;)

o3+ a3 4+ 2wy + xy25 — 1027 — 1023 — 102129 + 3521 + 3529 — 50

23 4+ 23 + 2wy + 21235 — 102} — 1023 — 102123 + 3521 + 3523 — 50

23+ af + 2twy + r2f — 1023 — 1023 — 102124 + 3521 + 3524 — 50

Lol + o3 + 233 + 2023 — 1023 — 1023 — 102223 + 3529 + 3523 — 50

1373 + xi + x%m + .Z‘Ql‘i — 103:% — 10xi — 10x2x4 + 3522 + 3524 — 50

Loy + 23 + 23y + x325 — 10235 — 1023 — 102324 + 3573 + 3524 — 50

Lz} + 23 + 2326 + 2525 — 1027 — 1023 — 102576 + 3575 + 3526 — 50

Lol + 22 + 22xr + w522 — 1022 — 1022 — 102527 + 3525 + 3527 — 50

la} + 23 + 2kxg + w523 — 1022 — 1022 — 102528 + 3525 + 3525 — 50

Lol + 22 + 22x7 + vea2 — 1022 — 1022 — 102627 + 3526 + 3527 — 50

lad + o3 + 2dzs + 2673 — 1023 — 1023 — 102678 + 3576 + 3525 — 50

Lo3 + 23 + 23xg + v72s — 1023 — 1023 — 102728 + 3527 + 3528 — 50

1o + 235 + 23210 + 29210? — 1022 — 10210% — 1029210 + 3529 + 35210 — 50

lod + 28, + 23211 + zox11% — 1022 — 10211% — 1029211 + 3529 + 35211 — 50

Lo + 2y + 25212 + 292122 — 1025 — 10212% — 1029212 + 3529 + 35212 — 50
z3+ a3 + adoxi 1 + x0211% — 102,0? — 10211% — 10210211 + 35210 4 35211 — 50
x3y + 23y + 2gr12 + 210712% — 10210 — 10212% — 10210212 4 35210 + 35212 — 50
23 4+ 2ty +at 212 + 2112122 — 102112 — 102127 — 1021212 + 35211 + 35212 — 50
a3y 4+ a3, + a4 + w3214 — 102132 — 10214% — 10213214 + 35213 4 35214 — 50
w3+ 2l 4 w5+ 2132152 — 102132 — 102152 — 10213215 4 35213 + 35215 — 50
23y + 23s + 233216 4+ 213216 — 10213% — 10216 — 10213216 + 35213 + 35216 — 50
w3y 4ol 4 a5+ 2142152 — 10214 — 102152 — 10214215 4 35214 + 35215 — 50
23, + % + 23,216 + 2142167 — 10214 — 10216% — 10214216 + 35214 + 35216 — 50
235+ 236 + 215216 + 2157016 — 102152 — 10216% — 10215216 4 35215 + 35216 — 50
23+ a2 4+ 2les + ryaf — 1027 — 1022 — 102125 + 3521 + 3525 — 50

23 4+ 23 + 2iwg + 2125 — 1027 — 1023 — 102129 + 3521 + 3529 — 50

o3+ 2, + i3 + 22ty — 1027 — 10213% — 1021213 + 3521 + 35213 — 50
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C.4. Ecuaciones G(x;, z;)

133‘; + xg + x%ajﬁ + mgxg — 103:% — IOx?; — 102226 + 3529 + 3526 — 50

123 + 235 + 23210 + 29210% — 1022 — 10210% — 1022210 + 3525 + 35210 — 50

1os + 23, + 23214 + xo214% — 1023 — 10214% — 1029214 + 3525 + 35214 — 50

123 + 22 + 22x7 + x322 — 1023 — 1022 — 102327 + 3523 + 3527 — 50

Lod + 23, + 23211 + 23211% — 1023 — 10211% — 1023211 + 3523 + 35211 — 50

la:g + xi’s + x§x15 + x3x152 — 103:% —10z15% — 10z3x15 + 35x3 + 35215 — 50

Lzd + 23 + 23xg + zg2? — 1023 — 1023 — 102428 + 3524 + 3528 — 50

123 + 2y + 25212 + 242122 — 1027 — 10212% — 1024712 + 3524 + 35212 — 50

123 + 235 + 23216 + 242167 — 1027 — 10216% — 1024216 + 3524 + 35216 — 50

Lo} + a3 + 2kxg + 2523 — 1027 — 1023 — 102579 + 3525 + 3529 — 50

123 + 25 + 22213 + 252137 — 1022 — 10213% — 1025213 + 3525 + 35213 — 50

Lad 4+ 2% + 25210 4+ 26210% — 1023 — 10210? — 1026210 + 3526 + 35210 — 50

1ol + 2y + vix14 + vex14® — 1027 — 10214% — 1026714 + 3536 + 35214 — 50

123 + 23, + 22211 + 272112 — 1022 — 10211% — 1027211 + 3527 + 35211 — 50

Lz 4 235 + 22215 + 272157 — 1022 — 102157 — 1027215 + 3527 + 35215 — 50

123 + a3y + 23212 + 282122 — 1027 — 10212% — 1028712 + 3518 + 35212 — 50

Lz + 236 + 23216 + 237167 — 1022 — 10216% — 1025216 + 3528 + 35216 — 50

13:3 + a:‘??, + J;Sa:13 + m9x132 — 103:3 — 102132 — 10zg9x13 + 3529 + 35213 — 50
w30+ a3, + adorid + 210214 — 102,02 — 10214% — 10210214 + 35210 + 35214 — 50
23 4+t + a5+ x205% — 102112 — 10215% — 1021215 + 35211 + 35215 — 50
23y + a3 + 230216 + 210216 — 102122 — 102162 — 10212216 4 35212 + 35216 — 50
23+ 2 + 2iw + 2128 — 1027 — 1023 — 102126 + 3521 + 3576 — 50

Lo3 + 22 + 235 + xoxf — 1023 — 1022 — 102925 + 3525 + 3525 — 50

lxg + xg + x%xg + ngcg — 10x§ — 10x§ — 10x3x8 + 3bx3 + 358 — 50

123 + 22 + 23wy + v422 — 1027 — 1022 — 102427 + 3524 + 3527 — 50

1o + a3, + 2314 + xox14? — 1022 — 10214% — 1029214 + 3519 + 35214 — 50

23y + 23y + 220213 4+ 2102132 — 10210% — 10213? — 10210213 + 35210 + 35213 — 50
23+l + w216 + 2112167 — 102112 — 10216% — 1021216 + 35211 + 35216 — 50
23y 4+ 2t + 229215 + 1192157 — 10212? — 10215% — 10212215 + 35212 + 35215 — 50

76



Ecuaciones Shidoku Diagonal

Ecuaciones de pistas

To — 4
xr3 — 2
T4 —3
7 —1
T10 — 2
xr10 — 1
r13 — 4
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D.2. Ecuaciones F'(x;)

D.2. Ecuaciones F(z;)

x] — 1023 4 3527 — 50z + 24
zy — 1023 + 3523 — 505 + 24
zg — 10z} + 3522 — 5026 + 24
zg — 1023 + 3522 — 505 + 24
xg — 1023 + 3523 — 50z + 24
x}, — 1023, + 3523, — 50x1; + 24
xl, — 1023, + 3522, — 50x14 + 24
x5 — 10235 + 3527, — 5015 + 24
T1e — 1027 + 3523 — 50116 + 24
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Capitulo D. Ecuaciones Shidoku Diagonal
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D.3. Ecuaciones G(z;,x;)

D.3.

Ecuaciones G(z;, z;)

o3+ a3 4+ 2wy + 2123 — 1022 — 1023 — 102129 + 3521 + 3525 — 50

o3+ 2 + 2wy + 2125 — 1027 — 1023 — 102,23 + 3521 + 3573 — 50

o3+ 23 4+ atwg + 2123 — 1027 — 1023 — 102124 + 3521 + 3524 — 50

T3+ a3 + 2373 + 2923 — 1025 — 1023 — 102923 + 3522 + 3573 — 50

x% + mi + x§x4 + asga:i — 10373 — 101‘?1 — 10x9x4 + 3529 + 3524 — 50

o3+ x5+ xirg + w30 — 1023 — 1027 — 102324 + 3523 + 3524 — 50

T3+ xp + x3we + w578 — 1027 — 1023 — 102526 + 3525 + 3576 — 50

x§ + x‘;’ + mgm + x5x$ — 1033§ — 101‘% — 10x527 + 355 + 3527 — 50

x3 + 2 + 22rs + x52f — 1002 — 1023 — 102528 + 3525 + 3578 — 50

o3+ 23 4 xlry + vexs — 1022 — 1022 — 102627 + 3526 + 3527 — 50

Ty + a3 + virs + x625 — 102F — 1023 — 102628 + 3526 + 3578 — 50

o3+ a3 4+ viwg + v7ai — 1002 — 1023 — 102728 + 3527 + 3528 — 50

T3+ a3y + xixi0 + xorly — 1022 — 1022, — 1029210 + 3529 + 35219 — 50

xy + a3+ adeyy + wox?, — 1023 — 1022, — 1029211 + 3539 + 3521, — 50

T3+ aty + w5210 + 29xTy — 1022 — 1022, — 1029712 + 3529 + 35210 — 50

xi’o + xi’l + x%own + xloxfl — 10x%0 — 10xf1 — 10219211 + 35219 + 35211 — 50
xfo + x‘;’Q + J?%Ol'lg + xlomﬂ — 103:%0 — 103:%2 — 10x19z12 + 35x109 + 35212 — 50
o3+l +a? xyo + xyady — 1022, — 1022, — 1021219 + 35211 + 35215 — 50
:17‘;'3 + xf4 + 9:%3@4 + 1:131%4 — 1091:%3 — 10:1:%4 — 10213214 + 35213 + 35214 — 50
23 + 23 + 2lxs + z1s0dy — 10225 — 10225 — 10213215 + 35213 + 35215 — 50
23y + a3s + viw16 + 213075 — 10275 — 1023 — 10213216 + 35213 + 35216 — 50
23, + ads + 2 x5 + zads — 1022, — 10225 — 10214215 + 35214 + 35215 — 50
xi’4 + x‘;’6 + xixm + x14x56 — 10;10%4 — 1095%6 — 10x14x16 + 35214 + 35216 — 50
235 + a3 + 2w + 215056 — 10275 — 10225 — 10215216 + 35215 + 35216 — 50
x‘z’ + sc‘:’ + m%x5 + xlxg — 1033% — 103:2 — 10x125 + 3521 + 3525 — 50

o3+ 2y + 2iwg + x125 — 1027 — 1023 — 102129 + 3521 + 3579 — 50

23+ ats + alris + 22ty — 1027 — 1023, — 102213 + 3521 + 35213 — 50

T3+ 2 + 2576 + w0xf — 1025 — 1023 — 102926 + 3522 + 3576 — 50

T3+ ay + w5210 + 2277y — 1025 — 1023, — 1022210 + 3572 + 35219 — 50

o3+ a3, + xdr1y + xoxt, — 1022 — 1022, — 102214 + 3529 + 35214 — 50

x5+ a3 + 23wy + 2322 — 1023 — 1022 — 102327 + 3523 + 3527 — 50

o3+ a3+ adeyy +asrd, — 1023 — 1022, — 1023211 + 3523 + 3521, — 50

x5+ 25 + 23215 + 23275 — 1023 — 10235 — 1023715 + 3573 + 35215 — 50

x4 + .738 + x4x8 + 334338 — 10374 — 101‘8 — 10x42x8 + 354 + 3528 — 50

x4 + x12 + x4x12 + x4x12 10:c4 103:%2 — 10x4210 + 3524 + 35212 — 50

T+ 2t + 2i16 + 24776 — 1027 — 10235 — 1024716 + 3574 + 35216 — 50

o3+ a2y 4+ airg + w52l — 1022 — 1023 — 102529 + 3525 + 3529 — 50

xg + x:{’3 + 1’%11313 + x5xf3 — 1033%86 1030%3 — 10z5213 + 3525 + 35213 — 50

r3 + 2ty + i1 + xeriy — 1025 — 1023, — 1026210 + 3576 + 35210 — 50



Capitulo D. Ecuaciones Shidoku Diagonal

acg + xh + x%xM + mgxi — IOxg — 103,‘%4 — 10xgx14 + 3526 + 35214 — 50

x4+ a3+ 222y + xrad, — 1022 — 1022, — 1027211 + 3527 + 35217 — 50

a:? + x:f5 + I%I’lg, + I7I%5 — 10x$ - 1Ox%5 — 10z7215 + 3527 + 35215 — 50

T3+ ay + x2as + 2827y — 1022 — 1022, — 1028712 + 3528 + 35210 — 50

T3+ 236 + 23716 + 2875 — 1023 — 1023 — 1028716 + 3578 + 35716 — 50

T+ a3 + xa213 + 29xT5 — 1025 — 10235 — 10m9713 + 3579 + 35213 — 50

x‘;’o + x:ﬂ + x%oxu + xwxi — 1035?0 — 1090%4 — 10x10214 + 35210 + 35214 — 50
o3, + a3y + 2215 + 21275 — 1027, — 10275 — 1021215 + 35211 + 35215 — 50
23y + a3 + 22w + 21003 — 1022, — 10225 — 10219216 + 35212 + 35216 — 50
23+ 2 + 2iw + 2128 — 1027 — 1023 — 102126 + 3521 + 3576 — 50

o3+ a3 4+ adws + xoxt — 1023 — 1022 — 102925 + 3525 + 3525 — 50

x5 + 23 + v3ws + 23235 — 1025 — 1023 — 102328 + 3523 + 3578 — 50

xi + x? + xim + ux% — 101:2 — 1033% — 102427 + 3524 + 3527 — 50

T3+ a, + xdriy + xext, — 1022 — 1022, — 10m9x14 + 3529 + 35214 — 50

a3y + 23y + s + 2102]5 — 1027, — 10235 — 10219213 + 35210 + 35213 — 50
o3+l 4 atxie + 21207 — 1023, — 1023 — 1021216 + 35211 + 35216 — 50
23y + 3 + wlyx1s + 110255 — 1002, — 10225 — 10210215 + 35212 + 35215 — 50
xl + xn + xlarn + xlxn IOxl 103:%1 — 1021211 + 3521 + 3511 — 50

23+ 2l + 2l + xiwtg — 1027 — 10235 — 1021216 + 3521 + 35216 — 50

a3+ a2l + alao + waxdy — 1027 — 1022, — 1024210 + 3524 + 35210 — 50

x3 +as + 233 + xgats — 1027 — 1002, — 1024213 + 3524 + 35213 — 50
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