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Numeros complejos
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Nuameros complejos

e Un niimero complejo es una expresion de la forma
z=a+bi conabeR,

siendo

o ala parte real de z (Re(z) = a),
o b la parte imaginaria de z (Zm(z) = b),

o i la unidad imaginaria: v/—1 =i.

e El conjunto de todos los niimeros complejos se denota por C.
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Nuameros complejos

e Ejemplo. Calcula la parte real e imaginaria de los siguientes nimeros

complejos.
1) z=2+3i 3) z=—i
2) z=m—2i 4) z=2
(Solucién)

e En particular, si x € R entonces, x € C.

e Dos nimeros complejos son iguales si tienen igual parte real e igual parte
Imaginaria.
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Operaciones con nimeros complejos

® Sean z=a+biy w=c+dieC. Se define
o lasuma: z+w = (a+c)+ (b+d)i,
o el producto: zw = (ac — bd) + (ad + cb)i.
e En particular, iZ =ii= —1, es decir, /-1 =1i.
e Ejemplo. Realiza las siguientes operaciones.

1) (1+i)+(3—5i)

2) (1+i)(3 - 5i)
(Solucién)
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Conjugado de z € C

e Seaz=a+ bi e C. Se define el conjugado de z como
Z=a— bi.

e En particular, zZz = a° + b°.
e Ejemplo. Realiza las siguientes operaciones.

1) 1+i+3—5i

1+ 2i
2 —3i

2)

(Solucién)
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Madulo y argumento
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Representacion en el plano de z € C

e Siz=a+ bie C con a, b €R, podemos identificar
a+bi~(ab) = C~R?

e Podemos representar z € C en el plano complejo.

> Re(z)
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Representacion en el plano de z € C

e Ejemplo. Representa en el plano complejo los siguientes nimeros.
1) z=1+42i 2) z=—i 3) z=-2+2i 4) z=2

(Solucién)
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Moédulo y argumento de z € C

e Seaz=a+ bi e C. Se define:

o el médulo de z: |z| =vVzZ=+Va*+ b?> > 0;

o el argumento de z (arg(z)) es el angulo que forma el semieje positivo real
con el vector que une el origen de coordenadas y el punto z € C.

e Siarg(z) € (—m, 7] se llama argumento principal: Arg(z).

Im(z)
[y E—— z=a+ bi
2/
y\arg(z)
 Re(2)
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Calculo del argumento de z=a+ bi € C

e Sia=0
Zm (z2)
bi
l\ g si b>0,
> Re(z) Arg(z) = T b
. (/ _E Sl < U.
bi
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Calculo del argumento de z=a+ bi € C

e Sib=0

Zm (z2)

AN

f\ 0 si a>0,
&— Re(2) Arg (z) =

a T si a<0.
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Calculo del argumento de z=a+ bi € C

e Sia>0yb>0

Zm (z2)

A (|b|>
. « = arctan | —
pl---,z=a+bi |a|

Arg (2) Primer cuadrante:

\a;: > Re(z)

Arg(z) = «
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Calculo del argumento de z=a+ bi € C

e Sia<0yb>0

Im(z)

A (|b|>
« = arctan | —
El

Segundo cuadrante:

> Re(2) Arg(z) =1 — «
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Calculo del argumento de z=a+ bi € C

e Sia<0yb<O

Zm (z)
AN b
« = arctan (u)
E
a o Tercer cuadrante:
T -/ I > Re (Z)
: Arg(z)=a—7
| Arg (2) g (2)
z=a+bi ] b
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Calculo del argumento de z=a+ bi € C

e Sia>0yb<O

« = arctan (H)
4]

\a a Cuarto cuadrante:
> Re(z)
’/Ar.g (2) Arg(z) = —a
blF---""Yz=3 + bi
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Moédulo y argumento de z € C

e Ejemplo. Calcula el médulo y argumento de los siguientes niimeros com-

plejos.

1) z=5+5i
2) z=23-2i
3) z=1—-/3i
4) z=-2-2i
(Solucién)
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Formas de expresar un numero complejo

forma bindémica: z=a -+ bi

e Sea z € C. Se puede expresar en
forma polar: z = |z|arg ()

e Para pasar de forma polar a forma bindmica se utiliza la forma trigonomeétrica:
z = |z| (cos (Arg (z)) +isen (Arg(z))) .

e Ejemplo. Expresa en forma binémica los siguientes z € C.

l)z:2\/__% 3) z=1
2)2233% 4)2270

NN

(Solucién)
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Operaciones en forma polar

® Sizi =rg, Y22 = g €C, se puede calcular:

o el producto: z1 z = (n rz)a1+a2

. 7 rn )
o el cociente: — = <—) sirn#0
22 127 aj—a;

e Ejemplo. Siz; =1, y zo = 2=z, calcula:

1) zz 2) ? 3) 2zt 2
2

(Solucién)
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Formula de DeMoivre

e Size Ccon |z| =ry Arg(z) = «, entonces

zZ"=r"

o =r"(cos(na)+isen(na)) Férmula de DeMoivre

 Ejemplo. Comprueba que si z =2z, entonces z° € R.
(Solucién)
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Teorema fundamental del algebra
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Teorema fundamental del algebra

e Teorema. Si p(x) es un polinomio (con coeficientes reales o complejos) de
grado n € N, entonces p(x) tiene n raices complejas (no necesariamente
distintas).

e Ejemplos. Calcula las raices de los siguientes polinomios.
1) x* -1
2) x> —4x+4

3) x> +1
(Solucién)
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Calculo de raices n-ésimas
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Calculo de raices n-ésimas

e Seaze Cconz#0yseanec N. Decimos que w € C es una raiz
n-ésima de z si w" = z.

e 7z c C tiene n raices n-ésimas.

e Para k =0,1,2,...,n—1, las raices n-ésimas de z € C, con |z| = ry
Arg (z) = a, son

a+ 2km
wi| =/r y arg(w) = .,
e Ejemplo. Calcula las raices clbicas de z = —2i.

(Solucién)
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Exponencial compleja
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Exponencial compleja

e Sea z=a+ bi € C. Se define la exponencial compleja
e? = P = o2 (cos(b) + isen(b)) .

e Size Ccon |z| =ry Arg(z) = «, se puede expresar en
forma exponencial como z = r e,

e Ejemplo. Expresa en forma bindmica los siguientes niimeros complejos.

1) e & 3) etz
2) eZﬂ'i 4) ewie%i
(Solucién)
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Soluciones
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Pag. 4

1) Re(z) =2, Im(z) =3.
2) Re(z) =m, Im(z)=-2.
3) Re(z) =0, Im(z) = —1.
4) Re(z) =2, Im(z)=0.

Pag. 5
1) 1+i)+(3-5i)=(1+3)+(1L-5)i=4—4i.
2) (1+9)(3-5i)=13-5i)+i(3—5i)=3—-5i+3i+5=8-2i.

Pag. 6

1) 1+i)+3-5i=(14i)+(3+5i)=4+6i.
142i _ 142i243i _ 2—3i+4i+6 _ 8 1.

2) 355 = 3515031 = 419 =t
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Pag. 9
Zm (z2)
AN
z=—-2+2i
2 oz =1+ 2i
14
z=2
M \
+—t —e—) Re (2)
-1z = —I
—24
Pag. 17

1) |z] = V52 + 52 = 5¢/2 y como z esta en el primer cuadrante: Arg(z) = a =

= arctan (g) = arctan(1) = 7.

2) |z| = \/(2\/5)2 + (—2)2 = 4 y como z esta en el cuarto cuadrante: Arg(z) = —a =

S 2_ ) = _
= arctan(2\/§)
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3) |z| = \/12 +(—+/3)2 =2 y como z esta en el segundo cuadrante Arg (z) =
= m — arctan <£) =T —

w(x
|

1

4) |z| = \/(—3)2 +(—3)2 = 31/2 y como z esta en el tercer cuadrante: Arg(z) =

:arctan<%)—7r:%—7r:—37”.
Pag. 18
1) z:2\/§(cos(_77r) + isen <_T7r)) — 22 %—%i) =2 —2i
2) z:3(cos(3T7r) +isen (3777)) =3 (—%—l— %I) = —% + %l

3) z=1(cos (%) +isen (%)) =1(0+i)=i.
4) z=17(cos(0)+isen(0)) =7(1+0i) =7.

Pag. 19

1) 2122:(1-2)7‘._’_% :23% :2_%.
7 _ (1 _1

2) Fap) - (2)7—{-_% - 2%

3) z1+2 = 1(cos(m) +isen(r))+2 (cos (5 ) +isen (F)) = —1+0i+0+2i = —1+2i.
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Pag. 20
Como |z| =2y 0 = Arg(z) = %, utilizamos la férmula de DeMoivre con n = 3:
2% = (|z])39 = (2°)3z = 87 = 8(cos(m) +isen(r)) = 8(—1+0i) = —8 € R.

Pag. 22

1) x=1yx=-1.
2) x=2.

3) x=iyx=—i

Pag. 24

Como r = |z| = /02 + (=2)2 =2y 6 = Arg(z) = — 7, las raices clibicas son
W0:%§:w_%,W1:%9+27r :\3/§gyW2:\3/79+47T :\3/57%:\375 57 .
3 3

6
Pag. 26
1) e = (cos (57) +isen (7)) =1 (5 - i) =
2) e*™ = e%cos(27) +isen(27)) = 1(1 + 0i) = 1.
3) et2i=el(cos(Z) +isen(3)) =e(0+i)=ei
4) eme3 = ™3 = &0 (cos (42) +isen (4)) = —cos () +isen (%) =

_ 1 V3

N
Ny
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Conceptos basicos sobre funciones
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Funcion

e Sean A, B C R. Una funcién (real de variable real) f: A — B es una

regla o ley que asigna a cada elemento a € A un (nico elemento de b € B.
Se denota f(a) = b.

e Decimos que el conjunto A es el dominio y el conjunto B el codominio
de f.

e Es usual escribir f: R — R sin especificar el dominio ni el codominio.
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Dominio e imagen

e Sea f: R — R,

o El dominio de f, denotado por Dom (f), es el subconjunto de R para el que
la funcién f esta bien definida.

o Laimagende fesIlm(f)={y eR { dx € Dom (f) con f(x) =y}
e Ejemplo. Calcula el dominio y la imagen de las siguientes funciones.

1) f: R — R con f(x) = x*

2) f:R— Rcon f(x) =X
(Solucién)
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Limites de funciones

5 / 64



Limites

e Sea f: R — R. Decimos que lim f(x) =L € R si

X—ra

Ve >0 J6>0 talquesi xeDom(f) y 0<|x—a| <9,

entonces |f(x)—L| <e.

e Al calcular lim f(x) observamos el comportamiento de f cerca de a, no
X—a

en el punto a. Por lo tanto, los puntos cercanos a a deben pertenecer al
Dom (f) pero puede que a & Dom (f).

e Ejemplo. Comprueba el valor del siguiente limite utilizando la definicién.

x+3
2

1) Iim1 f(x) =2 con f(x)=
(Solucién)
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Calculo de limites

¢ Funciones elementales

1) Polinomios.

lim (bo + bix + box” 4 - - - 4+ byx") = by + bia + bya” + - - - + bya”

X—a

2) Exponenciales. lim e* = ¢’
X—ra

3) Logaritmos. lim logx =logasi a>0
X—ra

4) Trigonométricas. lim senx =senay lim cosx = cosa
X—a X—ra
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Calculo de limites

e Ejemplo. Calcula los siguientes limites.

1) lim cos x
x—0

2) lim (x> +2)

x—5

3) lim log x

x—1
4) Iirr_11(sen(x7r) + x)
(Solucién)
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Aritmética de limites

¢ Proposicion.

Sean f,g: R — R dos funciones tales que

lim f(x)=L; € R y lim g(x) = L, € R.

x—a X—a
Entonces,
1) lim(af(x) + Bg(x)) = ali + BLy para cualquier o, € R
X—a
2) lim f(X)g(X) = L1L2
X—ra

; f(X)_Ll ]
3) linam_L_z Sl L27$0

4) lim |f(x)| = |Li]
X—a
5) lim(f(x))s™) = L2 si 1t £ o°
X—a
6) Si f(x) < g(x) cerca del punto a € R, entonces L; < L
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Aritmética de limites

e Ejemplo. Calcula los siguientes limites.

1) )I(i_)ml(cos(wx) — x log x)

2
xX°+2
2) i
) lim =~

3) lim |x —5]

x——1

4) lim l

x—0 X2

(Solucién)
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Limites con valor oo

e Decimos que lim f(x) = 400 si
X—a

VM >0 36>0 talquesi xeDom(f) y 0<|x—a|l <9,

entonces f(x) > M.

e Decimos que lim f(x) = —oo si
X—a

VM >0 36>0 talquesi xeDom(f) y 0<|x—a|l <9,

entonces f(x) < —M.
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Limites laterales

e Limite por la derecha. Decimos que lim f(x)=LeRsi
X—ra

Ve>0 d6>0 talquesi xeDom(f) y 0<|x—a|<é

con x > a, entonces |f(x)—L| <e¢.

e Limite por la izquierda. Decimos que lim f(x) =L € R si
X—ra—

Ve>0 d6>0 talquesi xeDom(f) y 0<|x—a|<$

con x < a, entonces |f(x)—L|<e.
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Limites laterales

e Proposicion. Sea f: R — R. Entonces,

o Si lim f(x) # Iim+ f(x), entonces no existe

lim f(x).
X—a~— X—ra X—a
o Si lim f(x)= lim f(x) =L, entonces lim f(x) = L.
x—a— x—at x—>a

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

_ _ x*—=7 si x<4
1) )I([)ndr f(x) siendo f(x) = % S x>4
o1
2) i
(Solucién)
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Criterio del Sandwich

e Decimos que f: R — R estd acotada por M > 0 si

1f(x)] < M paratodo x € Dom(f).

e Ejemplo.
1) f(x) =senxy g(x) = cosx estan acotadas en R por 1

2) f(x) = x* esta acotada en [—2, 1] por 4
(Solucién)
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Criterio del Sandwich

e Teorema. Sean f,g: R — R tales que lim f(x) = 0y g estd acotada
X—a

en un intervalo que contenga al punto a € R. Entonces,

)!i_r)na f(x)g(x)=0.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.
1
1) lim sen (—)
x—0 X

2) lim xsen (1)

x—0 X

(Solucién)
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Criterio del Sandwich

e Teorema. Sean f, g, h: R — R tales que f(x) < g(x) < h(x) en un
intervalo que contenga al punto a € R.

Si )!Lna f(x) = )!ina h(x) = L, entonces )![)na g(x) = L.

e Ejemplo. Calcula, si existe, el siguiente limite.

1) lim x° cos (1)

x—0 X

(Solucién)
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Limites en el infinito

e Decimos que lim f(x)=LecRsi

X—+00

Ve>0 dN >0 talquesi xeDom(f) y x> N,

entonces |f(x) —L| <e.

e Decimos que lim f(x) =L & Rsi

X—>—00
Ve >0 dN >0 talquesi xe€Dom(f) y x<—N,

entonces |f(x)—L| <e.
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Limites en el infinito

e Para calcular lim f(x) o lim f(x) es necesario que un intervalo de la
X—+00 X—r—00

forma [a,+00) o (—o0, b] esté en el dominio de f.
e Se puede generalizar la definicién para el caso L = Fo0.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

: 2
1) lim x
X—r400

2) lim ¢€"
X—>— 00

(Solucién)
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Calculo de limites en el infinito

¢ Funciones elementales

1) Polinomios. Si f(x) = ap + aix + x>+ -+ apx™:

lim f(x) =

X—+00

+o00 si a, >0,
—oco  si a, <0,

(400 si nespar y a, >0,
lim  F(x) = < —00 si nespary a <0,
X——00 —00 si nesimpar y a, >0,
| oo si nesimpar y a, <O0.
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Calculo de limites en el infinito

2) Exponenciales.

lim & =400 vy lim e =0.
X—r+00 X—r—00
3) Logaritmos.
lim logx =400 vy lim logx no se puede calcular.
X—+00 X—»—00

4) Trigonométricas.

A lim senx y A lim cosx.
x—*+oo x—F o0
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Aritmética de limites en el infinito

e Se puede generalizar la aritmética de limites siempre que las operaciones
tengan sentido.

e Si a e R, entonces:

o Suma: o Producto:
e a+00 — 400 e a:-(+00) —» +o0 si a>0
e a—00 — —00 e a-(+00) - —o0 si a<0
e +oo+ 00 — 4+ e a-(—00) - —o0 si a>0
e —00—00 — —00 e 3-(—0) — 400 si a<0

(+0) - (+00) = o0

o Exponencial: (—00) - (—o0) — +o00

e 3™ — 400 si a>1 (+0) - (—00) = —

e 3 - 0si a>1

e 0° 5 0si a>0 o Cociente:

a

) — 0

+o00
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Calculo de limites

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.
1) lim (x3 — Iog(xz))
X——00

2) lim (x —1)logx

X—> 00

3) lim 1te
X—+00 X

(Solucién)
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Composicion de funciones

¢ Proposicion.

Si lim f(x)=Fy IimFg(x) = L, entonces lim(go f)(x) = L.
xX—

X—a X—a

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

X |

1) lim e~

X—>— 00

; _1
2) lime™ x
x—0

(Solucién)
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Indeterminaciones
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Indeterminaciones

e |Indeterminacion: expresidén que no tiene un valor fijo.
e Se escribe entre corchetes: [ |.

e Algunas indeterminaciones son:

o [oco — 0] o [0-00]
o _g}conk;éo o [15%]
> [5] o [0]

[z e
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]con k #0

O ==

Indeterminacion [

e Estudio de los limites laterales para determinar el signo: +oc.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

x—1

1) i
) xinox2+x

) x4+ 2
2) lim 1y

(Solucién)
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Indeterminacién [co — 0]

e El limite es +-00 y el signo lo determina el término de mayor orden.

e Comportamiento cerca de oc:

logx << x" << 3" cona>1.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

1) lim (Vx3—x)

X—+00

2) lim (3 —5)

X—>—+00

3) lim (3" = x°)

X—>+00

4) lim (x3 — Iog(x4))
X—r+00
(Solucién)
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e ———
|

oo

Indeterminacion [

e Factorizar y simplificar.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

|
1) linlxz—x
%
2) i
) x[;nO]_—\/]_—X
(Solucién)
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Indeterminacion [

818

e Se divide el numerador y el denominador por el término de mayor orden
del denominador.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

2x +1

4) lim
) x—o00 1 —\/Tx% + 4x
(Solucién)
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Indeterminacion [ % }

e (Caso particular: cociente de polinomios.

. aan+"'+31X+aO . dn p—m
lim = |lim —x

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

2x3 +1
1) lim =——
) xl>moo —3X + 7

2) lim 2"+ x 8
x—>ooX2—|-3X—|-1

. 3x + 2
|
3) Pireli 3x2 4+ x —12
(Solucién)
30 / 64
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Indeterminacién [0 - oo ]

: : ., _ 0 00
e Se convierte en una indeterminacién de tipo 0 o [—]
00

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

. 1
1) xll>moo(X * 7) 4-X2 + 3
2) lim xe~

X—r+00

. 2 —7
3) xll>moo X ( IOg(X2) )
(Solucién)
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Indeterminacion [ 1]

e Se utiliza el Iimite del nidmero e:

1 f(x)
lim (1—|——) =e si limf(x)=00.

X—a f(x) xX—a

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

1) lim (1 + l)
X—>00 X
1

. X x—1
2) >I<[>nl (2x — 1)
(Solucién)
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Mas indeterminaciones

o [1], [o]. [07]

e Se resuelven tomando logaritmos y aplicando la regla de L'Hépital
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Regla de L'Hopital

e Regla de L'Hopital.
Sea xp € (a,b) y sean f, g dos funciones derivables en (a, b) \ { xo }

Sig'(x) #0parax € (a,b)\{x}y

lim f(x) = lim g(x) :{ (j):,oo, con lim flx) _ L,

X—» X0 X—+Xg X—rXo g,(X) B
f
entonces [im ﬁ = L.
x=x g(x)

e Se puede extender el resultado si x — +00 0 si L = +o0.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

. senx
1) lim log x 2) lim
X— 00 X x—0 X
(Solucién)
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Ejercicios

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

tan(x) + x* + 1

1) 1
) X530 log(x%2 + 1) — eX
2
x—0 sen?(x)
_ x> +4—2
I
3) 30 X2
2x
4) lim -3¢

x—4oo [€2X 4+ eX

X3+ 4x —7

5) lim

x—+o0 Tx2 — 4/2x% + x5

(Solucién)
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7)

8)

9)

. 3 1
[im x” cos | —
x—0 X

) 1 — tan(x
[im ( )
x—Z SeN X — COS X




Continuidad
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Continuidad

e Decimos que f: R — R es continua en a € Dom (f) si
Ve>0 dd>0 talquesi xeDom(f) y |[x—a|l <9,

entonces |f(x) —f(a)| <e.

e Si a € Dom (f) es un punto aislado del Dom (f), entonces f siempre es
continua en a.

e Sia € Dom(f) no es un punto aislado del Dom (f), entonces f es continua
en asi lim f(x) = f(a).

X—a
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Continuidad

e Una funcién f: R — R no es continua en a € R si
o a ¢ Dom(f);
o existe lim f(x) pero tiene distinto valor que f(a);

X—a

© no existe lim f(x).
X—a

e En caso de que f: (a,b] — R:
o f no es continua en a;

o f es continuaen bsi lim f(x) = f(b).

x—b—
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Continuidad

e Ejemplo. Determina si las siguientes funciones son continuas en los puntos

indicados.

1) f(x) = { : ifﬁ*QL enx =7
si 0<x<2, B

2) f(X_{x—|—2 si x> 2, en x =2

3) f(x) = en x =2

(SOIUC/on)
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Continuidad

¢ Funciones elementales.

1) Los polinomios son funciones continuas en R.
2) La funcién exponencial " es continua en R.
3) La funcién logaritmo log x es continua si x > 0.

4) Las funciones sen x y cos x son continuas en R.
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Propiedades de las funciones continuas

¢ Proposicion.

Sean f, g dos funciones continuas en a € Dom (f) N Dom (g).

1) af + Bg es continua en a € R para cualquier o, 5 € R.

2) f g es continua en a € R.
f : :
3) 2 es continua en a € R si g(a) # 0.

4) |f| es continua en a € R.

5) f€ es continua en a € R.
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Composicion de funciones

¢ Proposicion.

Sean f,g: R — R. Si f es continua en a € Dom (f) y g es continua en
f(a) € Dom(g), entonces la composicién g o f es continua en a.

e Ejemplo. Las siguientes funciones son continuas en R.

1) f(x) =

x—3

exX + 2

2) f(x)= et

3) f(x) = cos (XQ); 1>
(Solucién)
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Tipos de discontinuidad
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Discontinuidad evitable

e f: R — R tiene una discontinuidad evitable en a € R
o si a€ Dom(f) y existe lim f(x) = L € R pero L # f(a);

o si a € Dom (f) pero existe lim f(x) € R.
X—ra
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Discontinuidad evitable

e Ejemplo. Clasifica la discontinuidad de las siguientes funciones en el punto

indicado.
3_
1) f(x):);_28 en x =2
) x=2 si x#0, _
2) f(x)—{ 10 s x=0. en x=0
(Solucién)
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Discontinuidad de salto finito

e f: R — R tiene una discontinuidad de salto finito en a € R si existen
los limites laterales y son finitos, pero no coinciden.

e Ejemplo. Clasifica la discontinuidad de la siguiente funcién en el punto

indicado.
x? si x<0,
1) f(X){cosx sii x>0, en x=0
(Solucién)
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Discontinuidad de salto infinito

e f: R — R tiene una discontinuidad de salto infinito en a € R si alguno
de los limites laterales es +oc.

/__,
> X

7 E :
e Ejemplo. Clasifica la discontinuidad de las siguientes funciones en el punto
indicado.
1 . 1
1) f(x)=4 x=1 = X7 en x=1
3 si x<1,
2) f(x) = e en x=0
X3 —x2 —2x -
(Solucién)
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Estudio de la continuidad de una funcion
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Estudio de la continuidad de una funcion

e Ejemplo. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

N i) — X si. x € (—o0,2]
) 1) = 2x+1 si x€(2,+)

2) f(x):e% si x #0

1

9 ={§ 5 %0

-2 si x=

Ix + 1] :
4) f(x):{ X i x#0
(Solucién)
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Teorema de Bolzano
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Teorema de Bolzano

e Teorema de Bolzano. Sea f: [a, b] — R una funcién continua en [a, b]
y tal que f(a)f(b) < 0. Entonces, existe ¢ € (a,b) con f(c) =0.

y

AN

e Ejemplo. Utiliza el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién

x? — 2 = 0 tiene al menos una solucién real en el intervalo [1,2].
(Solucién)
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Soluciones
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Pag. 4
1) Dom(f) =R, Im(f)=[0,+o0).
2) Dom (f) =[0,+0o0), Im(f) = [0, +0c0).

Pag. 6
Seae >0y tomamos § =2 >0y x € R con 0 < |[x — 1| < §. Entonces,
—1 —1 S
-2 = [ -2 =3 = gl < g =
Pag. 8
1) lim cosx = cos0 = 1.
x—0

2) lim (x?> +2)=5%42=27.
x—5

3) limlogx =logl=0.
x—1

4) Xinll(sen(xw) +x)=sen(—)—1=0—1= -1,

Pag. 10
1) lim (cos(mx) — xlogx) =cosm —logl = —-1+0= —1.
x—1
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- 240 _ 142 _ 3

2) lim S5y =11 =3

3) lim |[x—5/=|—-1-5|=6.
x——1

4) lim % = [0%] = +o0.

x—0 X

Pag. 13
1) Como f tiene dos expresiones distintas alrededor de x = 4, calculamos los limites
laterales: lim f(x) = lim 7 =2y lim f(x)= lim (x>—~7)=16—-7=09. Al no
x—4+ x—4t x—4— x—4—
coincidir los limites laterales, no existe lim f(x).
x—4
2) Como f tiene dos expresiones distintas alrededor de x = 0, calculamos los limites
laterales: lim f(x) = lim 1 =400 y lim f(x) = lim L = 4o0. Al coincidir
x—0*t x—0t X x—0~ x—0— %
los limites laterales, deducimos que lim -+ = +oo.
x—0 [x]
Pag. 14

1) |senx| <1y |cosx|<1.
2) Como —2 < x <1, entonces 0 < x? < 4y |[f(x)| < 4.
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Pag. 15

1) No existe lim sen (1).
) x—0 (X)

2) lim xsen (%) = 0 por el Criterio del Sandwich: }sen (%) ’ <1ly limx=0.

x—0 x—0

Pag. 16
1) lim x? cos (l) = 0 porque —x? < x? cos (l) < x2 y ademés lim —x? = lim x2 =0
x—0 X X x—0 x—0

y }cos(%)’ <1

Pag. 18

1) lim x?=4oo.
X—+00

2) lim e =0.
X——00
Pag. 22

1) X_Ijr_noo(x?’ — log(x?)) = —00 — 00 = —00.

2) Ximm(x —1)log x = (4+00) - (+00) = +00.
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3) lim L2 [19] o
X— 00

Pag. 23
_1 —
1) lim e x=[e=x]=¢"=1.
X—>— 00
. 1 =1 , . 1 — oo
2) lime x = [e0 ]. Calculamos los limites laterales: lim e x = [e7®°] =0 vy
x—0 x—0%
. _1 ;o .. . 1
lim e x =[e"°°] = +oo. Como los limites laterales no coinciden, A lim e~ x
x—0— x—0
Pag. 26
1) lim 2=L = |im =>=L. = [Z}]. Calculamos los limites laterales: lim —X=1. =
) X0 x24x X0 x (x+1) [ 0 ] 00— x (x+1)
7 —=17_ . x=1 _ 7 =17 _ .. L.
= [=F] = tooy lim oaD = [577] = —oo. Al no coincidir los limites laterales,
x—0
el limite no existe.
2) lim X2 = [3]. Calculamos los limites laterales: lim 2*2. = [2] = 400
) ey (x—1)? |:0:I 1 (x—1)2 [0+] y
lim 2*2. = [2] = 400. Como los limites laterales son iguales, deducimos que
x—1+ (x=1) 0
lim =2 — 100,
x—1 (X+1)2
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Pag. 27
1) lim (Vx3—x)=[+oco—o00] = Ilim Vvx3=+oc.

X—+00 X—+00
2) lim (3 —=59) =[4+c0—o¢] = lim —5%= —o0.

X—+00 X—>+00
3) lim (3 —x°) =[4+00—o0] = lim 3% = +oo.

X—400 X—400
4) lim (x3 —log(x*)) =[+00 — ] = lim x3 = +c0.

X—>+00 X—>+00
Pag. 28

C 31 107 iy DO k2t
1) e T o] = ey M =3

. x _[97_ s x (1+4/1—x) T x (1+4/1—x) _ . — .
2) tim, e (81 i S~ i S i 1V T )= 2
Pag. 29

1
1) i 2x+1 (2] — i 2t S —
) )0 VX2 +1+4/x2 —2x 5] R 1+L4+4/1-2 i
. —2x' __[o071 . —2x° __ [+o01

2) X—I:Too 3+x [g] N x—I:Too %-1-1 B [0+1 = T00.
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3 3 /1,5
3) lim 25 [t jim —X? =9%=o.

X—>— 00 X o0 X—>—00 1_;

3
. 31 —1 1
4) |lim = lim X = = —.
) x—o00 1— \/7X2+4X [ ] X—00 %_ 7_|_% —V7 V7
Pag. 30
3
1) lim =+L — = lim 2x°?=4o0.
) x—oo TIXHT [ ] X—00 —3%
2
2) lim & Ex=8 _ — lim 2x°=2.
) x—yo0 X2H3x+1 [ ] X—%00 X
; 3x+2 o1 . 31 _

3) X—I:TOO 3X2+X_12 [ X—I:TOO 3 x - 0
Pag. 31
1) lim (x+7) 423—[00-0]— lim [7Loo = lim i:—:%.

X—»00 + X—»00 \/4x2—|-3 X—00 4—|—i2 V4

X

2) lim xe X =[+00-0] = Ilim X =[] = 0 porque "gana” el término de mayor

X—>—400 X—>—+00 € o0

orden: e*.
3) lim x?( =L ) =[0c0-0] = lim - [=2] = —o0 porque "gana” el término de

X3 0O log(x?) 3 00 log(x?) oo

mayor orden: x2.
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Pag. 32
1) lim (14+1) =e
) x—)oo( X>
= e 1) 7
: X \x—1 _[1001 _ | X 4\ x—1 _ —X \ x—1 _
2) linl (2’(_1) =17l = Jinl (1 T 1) N Jinl (1 * 2"—1) -
1 2x—1 1—x 1
x—1 Tx 2x—1x-1 lim 2X—_11
= ||m 1+T1—1 = ||m 1+ﬁ :eX_H‘ :e_l.
x—1 1—x x—1 1 x
Pag. 34
1
1) lim X = [2] = |im X =0
x—o00 X 7 4+ x—oo
L'H
2) lim snx —[9] = |jm () _ g
) x—0 X [0] T x—0 1
L'H
Pag. 35
. tan x4x24+1 1 1
1) )!ino log(x2+1)—eX = log1—ef -1~ -1
- 242 2
2) lim S5 = lgr] = +oo
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. V/x2+4—2 10 . Ax244—2 \/x2+442 . 2 ) 1 1
3) lim X222 91— |im =lim ————=Ilim ——— = +.
) x—0 x> [0] x—0 x? VXx24+442 x50 x2(Vx2+4+42)  x—0 V/x2+4+2 4
2x
4) lim =3¢ _ —[X]1= | 3 _ 3
) fim s =[R)= i =
4 7
5) lim X7 4] iy 3
— o0

_ 1
x—400 Tx2—1/2x0+x5 x—4o0 Z_, /o4l —V2°
X X

6) lim x> cos(1) = 0 por el teorema del Sandwich ya que lim x> =0y |cos(3)| < 1.
x—0 X x—0 X

7) lim =L —[9] = lim &=HCED _ i A i(x+1)=0-2=0.

x—1t+ Vx—1 x—17F x—1 x—17F
1 % 1 +oo
8) lim 12X — [1+2%] Calculamos los limites laterales: lim 2% — [iiéw] =
x—0 143 1+30 x—0t 143X%
(D)7 +(3)> :
= lim =2—33 [%] =0y lim - 22 = }i—g = 1. Al no coincidir los
x=0t  ()x 41 1+3%
1
limites laterales, no existe lim 12X
x—0 143%
sen
9) lim —=tanx_ _ 9= |im L im CoSX—senx__ _ |im —L = /2
x— sen x —cos X 0 x— sen x —cos X x— T cos x(sen x —cos x) x—>% cos X .
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Pag. 39
1) f es continua en x = 7 por ser un punto aislado de Dom (f).

2) Para comprobar que f es continua en x = 2 tenemos que calcular los limites laterales:

lim f(x)= lim (x+2)=4 y lim f(x)= lim x?=4. Como los limites laterales
—2+t x—27F x—2~ X—27
coinciden, lim f(x) =4y f es continua en x = 2 porque lim f(x) = f(2) = 2.
xX—2 X—2

3) f no es continua en x = 2 porque 2 ¢ Dom (f).

Pag. 42

1) f es continua en R por ser cociente de dos funciones continuas (polinomio y exponen-
cial4constante)con el denominador no nulo.

2) f es continua en R por ser composiciéon de dos funciones continuas: la exponencial
g(x) = e y el polinomio h(x) = x> + 1 (f(x) = (g o h)(x)).

3) f es continua en R por ser composiciéon de dos funciones continuas: g(x) = cosx y

h(x) = x2);1 (f = goh). Ademas, h(x) es continua por ser cociente de dos polinomios

con el denominador no nulo.
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Pag. 45
1) Como 2 ¢ Dom(f) =R\ {2}, calculamos |

x3—8 __ [0] —

x—2 —lo

m f(x) = lim 0

i
—2 x—2

2
= lim (x—2)(;<_52x+4) = lim(x?® —2x +4) = 4 € R, deducimos que f tiene una
xX—2 xX—2
discontinuidad evitable en x = 2.
2) Como lim f(x) = lim(x —2) = —2 # 10 = f(0), deducimos que f tiene una discon-
x—0 x—0

tinuidad evitable en x = 0.

Pag. 46
1) Como f tiene dos expresiones distintas alrededor de x = 0, calculamos los limites lat-
erales: lim f(x) = lim x> =0 y lim f(x) = lim cosx = 1. Al no coincidir los
x—01 x—0— x—0t x—07F

limites laterales pero ser los dos niimeros reales, deducimos que f tiene una discon-
tinuidad de salto finito en x = 0.

Pag. 47
1) Al tener f dos expresiones distintas alrededor de x = 0, calculamos los limites late-
rales: lim f(x) = lim 3 =3 y lim f(x) = lim %1 = [O%F] = 4o0o0. Como
x—1— x—1— x—1+t x—1t %
lim f(x) = +oo, la funcién tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 1.
x—1t
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eX

2) Calculamos: lim 5 = [%] y para resolver la indeterminacién calculamos
x—0— X3 — x2 — 2x
X X
los limites laterales: lim ——5— =[] = lim : = [§= | = 4o0.
: 32 =
x—o0— X .x 2x 0 s 0— x(x—2)(x+1) 2) 1

Como un limite lateral no es finito, la funcién tiene una discontinuidad de salto infinito

en x = 1.
Pag. 49

1) f es continua en (—o0,2) y (2,+0o0) porque los polinomios son funciones continuas.
Como f esta definida de dos maneras distintas alrededor de x = 2, necesitamos calcular

los limites laterales: lim f(x) = lim x* = 4y lim f(x) = lim (2x + 1) = 5. Al
X—27 X—27 x—2+1 x—2F
no coincidir los limites laterales, no existe lim f(x) y por lo tanto f no es continua en
xX—2

x = 2. La funcién tiene una discontinuidad de salto finito en x = 2.

2) f es continua en Dom (f) = R\ {0} por estar definida como composicién de funciones
continuas (la exponencial y un cociente de polinomios con denominador no nulo).

3) f es continua si x # 0 por estar definida como composicién de funciones continuas
(la exponencial y un cociente de polinomios con denominador no nulo). Calculamos

lim f(x) = lim ex = [eO] Para resolver la indeterminacién, calculamos los limites
x—0 x—0
laterales: lim f(x) = lim ex = =[e">°] =0y Ilim f(x) = lim ex = = [eT*°] = +oo.
x—0— x—0— x—0+F x—07t
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Como los limites laterales no coinciden, no existe el limite lim f(x) y f no puede ser
x—0

continua en x = 0. La funcidn tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 0.

4) f es continua en R\ {0} por estar definida como un cociente de funciones continuas
(el valor absoluto de un polinomio es continuo) con denominador no nulo. Calculamos

. - 1 - - L4 7 -
lim f(x) = lim bl — [%] Para resolver la indeterminacién calculamos los limites
x—0 —0 X
, 1 , 1 .
laterales: lim X — [1] =400 y lim bl — [-1] = —c0. Como los limites
x—0— % 0 x—0t X 0
laterales no coinciden, no existe lim f(x) y f no puede ser continua en x = 0. La

x—0
funcién tiene una discontinuidad de salto infinito en x = 0.

Pag. 51

Definimos la funcién f(x) = x2 — 2, que es continua en el intervalo [1,2] por ser un
polinomio. Ademas, como f(1) = —1y f(2) = 2, se cumple que f(1)f(2) < 0, por lo tanto,
utilizando el teorema de Bolzano deducimos que existe ¢ € (1, 2) tal que f(c) = 0, es decir,

existe un nimero real en el intervalo (1,2) que es solucién de la ecuacién ¢? — 2 = 0.
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La derivada

e Ejemplo. Conocemos los siguientes datos de una determinada poblacién:

N2 individuos

Afo 2 individuos
10 20.000
20 40.000
40 170.000

170.000

40.000
20.000

AN

10 20 40

e Queremos conocer cuanto ha crecido la poblacién en un tiempo t.
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La derivada

e ;Cuanto ha variado la poblacién en el tiempo t = 107

o Utilizamos los datos de los afios 10 y 20:

Variacién = 40‘028 — ig.ooo = 2.000 individuos/afio .

o Utilizamos los datos de los afios 10 y 40:

Variacién = 170'04000 _1200'000 = 5.000 individuos/afio.

e Cuanto mas pequeiio sea el intervalo de tiempo, mejor seré el valor obtenido:

lim f(t) — f(to) .

t—to t — to
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Derivada

e Sea f: (a,b) — R. Decimos que f es derivable en xg € (a, b) si existe

lim Fx) =

X—>X0 X — XO

%) cR.

e En ese caso, el valor de la derivada de f en el punto x es

() = lim TV =Fl0)

X—> X0 X — XO

e Existen otras formas de denotar la derivada de f en xp:

F(0) = T (o) = T (x)]

X0

5 /48



Derivada

e Ejemplo. Calcula, si existe, la derivada de las siguientes funciones en el
punto indicado.

1) f'(a) para cualquier a € R con f(x) =3x — 2
2) f’(a) para cualquier a € R con f(x) = x*
3) f'(0) con f(x) = |x]
4) f'(0) con f(x) = /x

5) f'(0) con f(x) = { gsen (;) si x#0

Si X =

(Solucién)
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Derivada de funciones elementales

7/48

Funcién

Derivada

f(x) = C, constante

f(x)=x" f'(x) =nx""!
f(x) =¢€" f'(x) = €&*
, 1
f(x) = log x fi(x)=—
X
f(x) = senx f'(x) = cos x
f(x) = cos x f'(x) = —senx
1
f(x) = tanx f'(x) = > =1+ tan’ x
cos? x
, 1
f(x) = arcsen x fi(x) =
\/1—x2
, —1
f(x) = arccos x f'(x) =
1—x2
f(x) = arctan f'(x) !
X) = X X) =
1+ x2




Propiedades

e Proposicion.

Sean f,g: (a,b) — R derivables en xp € (a, b). Entonces,

1) af + Bg es derivable en xy € (a, b) para cualquier o, 3 € R y

(af + Bg) (x0) = af’(x) + B8’ (x0) -

2) fg es derivable en xo € (a,b) y

(fg) (x0) = f'(x0) g(x0) + f(x0) &' (x0) -

3) g es derivable en xp si g(x0) 0y

g (g(x0))? '
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Propiedades

e Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

1) f(x) = x> — 6x + cos x

2) f(x) =x3¢"

COS X

3) f() = 51

(Solucién)
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Propiedades

e Regla de la cadena.

Sea f: (a,b) — R derivableen xg € (a,b) ysea g: (c¢,d) — R derivable
en f(xp) € (c,d). Entonces, g o f es derivable en xg y

(g0 ) (x0) = g'(f(x0)) f'(x0) -

e Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

1) f(x) = log(x* + 4x + 4)

2) f(x) =sen®(2x + 5)
(Solucién)
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Derivada de funciones elementales

Funcién Derivada

f(x) = C, constante | f'(x) =0

f(x) = (u(x))" F'(x) = n(u(x))"" '’ (x)
f(x) = e“® f'(x) = u'(x)e"™
F(x) = log(u(x)) | £/(x) = ‘,’J((XX))
f(x) = sen(u(x)) f'(x) = u’(x) cos(u(x))
f(x) = cos(u(x)) f'(x) = —u'(x) sen(u(x))
f(x) = tan(u(x)) f'(x) = cosL;((lj()X)) = (1 + tan®(u(x))) v’ (x)
F(x) = arcsen(u(x)) | F(x) = ——")
1 — (u(x))?

f(x) = arccos(u(x)) | f'(x) = —u'()

/1= (u(x))?
f(x) = arctan(u(x)) | f'(x) = %
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Representacion grafica

f(x)

f(xo)
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Ecuacion de la recta tangente

e Sea f: (a,b) — R derivable en xy € (a,b). La ecuacién de la recta
tangente a la grafica de f en el punto xg € (a, b) es

y —f(x0) = f'(x0)(x —x0).

e Ejemplo. Calcula, si existe, la ecuacién de la recta tangente a la grafica
de f(x) = 3x®> —sen(mx) en x = 1. (Solucién)

e Ejemplo. Sean f,g: R — R dos funciones derivables tales que

(fog)x)=x*, g(3)=1y &B)=T7.

Calcula, si existe, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en
x = 1. (Solucién)

13 / 48
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Derivada de la funcion inversa

e Teorema. Sea f: (a,b) — (c, d) una funcién continua y biyectiva. Si f
es derivable en xp € (a, b) con f’(xp) # 0, entonces la funcién inversa
f~1: (c,d) — (a, b) es derivable en y5 = f(xp) y ademas

1
f! (Xo) .

(F1) (o) =

e Ejemplo. Utiliza el teorema de la funcién inversa para calcular las
siguientes derivadas.

1) Derivada de g(y) = logy sabiendo que f(x) = &*y f'(x) = &

2) Derivada de g(y) = arcsen y sabiendo que f(x) =senx y f'(x) = cos x
(Solucién)
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Relacion entre continuidad y derivabilidad

e Teorema. Sea f: (a,b) — R. Si f es derivable en xy € (a, b), entonces
f es continua en xy € (a, b).

e El reciproco no es cierto.

e Ejemplo. Determina si las siguientes funciones son continuas y/o
derivables en el punto indicado.

1) f(x)=|x| en x=0

x2 si x<1
2) f(X)_{3x si x>1 en x =1

(Solucién)
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Regla de L'Hopital

e Regla de L'Hopital.
Sea xp € (a,b) y sean f, g dos funciones derivables en (a, b) \ { xo }

Sig'(x) #0parax € (a,b)\{x}y

lim f(x) = lim g(x) :{ (j):,oo, con lim flx) _ L,

X—» X0 X—+Xg X—rXo g,(X) B
f
entonces [im ﬁ = L.
x=x g(x)

e Se puede extender el resultado si x — +00 0 si L = +o0.

e Ejemplo. Calcula, si existen, los siguientes limites.

. senx
1) lim log x 2) lim
X— 00 X x—0 X
(Solucién)
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Estudio de la derivabilidad de una funcién

e Sea f: [a,b] — R.
o Si xo € (a, b), calculamos f'(x0) con las reglas de derivacién.
o Sixg=ao xp=b, calculamos f'(xp) con la definicién:

Fx0) = lim 1) =f(x0) o

X—X0 X — Xo
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Estudio de la derivabilidad de una funcién

e Si queremos utilizar las "derivadas laterales":

f continua en (a, b),

T ) f: 7b — R
¢ feorema. o€a (a, b) con { f derivable en (a,b) \ {x },

se cumple:

1) si lim f(x)= Iim+f’(x):L € R, entonces f es derivable en xg y f'(x0) = L;

X=X, X=Xy

2) si lim f'(x) # lim f'(x), entonces f no es derivable en xo;

x—)x0 X—>XO

3) si lim f'(x) =400 0 lim f'(x) = %00, entonces f no es derivable en xo.

X—)XO X—>X0
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Estudio de la derivabilidad de una funcién

e Ejemplo. Estudia derivabilidad de las siguientes funciones.

ex si x<0,
1) f(x) = 0 si x=0,
e sii x>0.

X =

si x=20.

2) f(x){gzws(%) ox70

(Solucién)
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Teorema de Rolle
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Teorema de Rolle

e Teorema de Rolle. Sea f: [a, b] — R una funcién continua en [a, b] y
derivable en (a, b). Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a, b) con
f'(c)=0.

f(a) = f(b)

S—

e Ejemplo. Demuestra que la ecuacién x> + x — 1 = 0 tiene una dnica
solucién real. (Solucion)

22 / 48
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Derivadas de orden superior
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Derivadas de orden superior

Si f(x) es derivable, f/(x) es la derivada primera de f(x).

Si f’(x) es derivable, f”(x) es la derivada segunda de f(x).

Si f"(x) es derivable, f"’(x) es la derivada tercera de f(x).

Si f(x) es derivable n veces, f(")(x) es la derivada n-ésima de f(x).

Ejemplo. Calcula la derivada tercera de las siguientes funciones.
1) f(x)=¢€" 2) g(x) =x>—2x* +5x -7
(Solucién)
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Desarrollo de Taylor
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Desarrollo de Taylor

e Sea f: (a,b) — R una funcién n + 1 veces derivable. Se define el
polinomio de Taylor de orden (o grado) n centrado en el punto
xo € (a, b) como

F(x0)
21

P”,XO(X) — f(XO)+f,(XO)(X—X0)—|— (X—XO)2_|_. cot

e Se define el resto de Taylor como

(n+1)
R (x) = f(nTl()g')(X — xp)" 1

para cierto valor £ entre xp y X.
e Se cumple f(x) = Py (X) + Rnx(x).
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Desarrollo de Taylor

y
1) mm f(x) = sen(x)
3
\ [ ] P3,0(X) = X — X—
> X 6
x3 x°
Pso(x) =X — — + ——
\ = Pso(x) =x—%+ 15
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Desarrollo de Taylor

e Ejemplo.

1) Calcula el polinomio de Taylor de f(x) = log x centrado en x = 1 de grado
3.

2) Aproxima el valor del niimero e con un error menor de 102 utilizando un
polinomio de Taylor.

3) Calcula el polinomio de Taylor de f(x) = cos(2x) centrado en el origen y de
orden 3. Utiliza ese polinomio para obtener una aproximacién a cos1y
acota dicho error.

(Solucién)
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Desarrollo de Taylor

e Proposicion. Sea P, ,(x; f) el polinomio de Taylor de orden n centrado
de xg de f. Se cumple:

1) Pp(x;af) = aPn(x; f) para todo a € R.
2) PnaXO (X' f + g) - PnaXO (X' f) + Pn:XO (X' g)
3) Pn(x;fg8) = Pnx(x;f) - Pnx(x;g) truncado hasta grado n.

4) Prm,xo(x; F(x™)) = P (x™; f).
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Desarrollo de Taylor

e Ejemplo. Sean f,(x) = e y fi(x) = cos x. Sabiendo que

X2

Pso(x;i)=1—-x*> y Pso(x;h)=1- 5

calcula

2

1) Pso(x,g) siendo g(x) = e ™ cosx

2) Ps.o(x, h) siendo h(x) = cos x*
(Solucién)
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Monotonia y extremos
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Monotonia

e Sea f:R— R,

o f es creciente en (a,b) C Dom (f) si para x < y con x,y € (a, b),
entonces f(x) < f(y).

o f es estrictamente creciente en (a, b) C Dom (f) si para x < y con
x,y € (a, b), entonces f(x) < f(y).

o f es decreciente en (a, b) C Dom (f) si para x < y con x,y € (a, b),
entonces f(x) > f(y).

o f es estrictamente decreciente en (a, b) C Dom (f) si para x < y con
x,y € (a, b), entonces f(x) > f(y).

e Ejemplo. Estudia la monotonia de la siguiente funcién.

1) f(x) =x—7 (Solucion)
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Monotonia

e Teorema. Sea f: (a,b) — R derivable.

1) Si f'(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es estrictamente creciente en
(a, b).

2) Si f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es creciente en (a, b).

3) Si f’(x) < 0 para todo x € (a, b), entonces f es estrictamente decreciente
en (a, b).

4) Si f'(x) < 0 para todo x € (a, b), entonces f es decreciente en (a, b).

e Ejemplo. Estudia la monotonia de las siguientes funciones.
1) f(x)=e" 2) f(x)=x?
(Solucién)
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Extremos locales

e Sea f: R— R,

o f tiene un maximo local o relativo en xo € Dom (f) si existe § > 0 tal que
f(x0) > f(x) para todo x € Dom (f) N (x0 — &, x0 + 9).

o f tiene un minimo local o relativo en xo € Dom (f) si existe § > 0 tal que
f(x0) < f(x) para todo x € Dom (f) N (xo — &, x0 + 9).

o f tiene un extremo local o relativo en xo € Dom (f) si xo es maximo o
minimo local.

e Todos los puntos de la funcién constante f(x) = C son maximos y
minimos relativos.

e Ejemplo.

1) La funcién f(x) = x* tiene un minimo local en x = 0 (Solucién)
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Extremos absolutos

e Seaf:R—R.

o f tiene un maximo absoluto en xo € Dom (f) si f(x0) > f(x) para todo
x € Dom (f).

o f tiene un minimo absoluto en xp € Dom (f) si f(xp) < f(x) para todo
x € Dom (f).

o f tiene un extremo absoluto en xg € Dom (f) si xp es maximo o minimo
absoluto.

e Todo extremo absoluto es extremo relativo, pero un extremo relativo
puede no ser extremo absoluto.

e Ejemplo.
1) La funcién f(x) = x> tiene un minimo absoluto en x = 0 (Solucién)

35/ 48



AN s

- = ===40
~
X

f tiene un minimo localen x =ayen x =c¢
e Extremos relativos

f tiene un maximo local en x = b

f tiene un minimo absoluto en x = ¢
e Extremos absolutos

f no tiene ninglin maximo absoluto
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Extremos

e Teorema. Sea f: (a,b) — R derivable. Si f tiene un extremo relativo
en xp € (a, b), entonces f'(xg) = 0.

e El reciproco no es cierto.
e Ejemplo.

1) f(x) = x* — 4x® cumple
e f/(0) =0,

e x = 0 no es extremo local.

(Solucién)
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Punto critico

e Sea f: R — R. Decimos que a € Dom (f) es un punto critico de f si
existe f’(a) = 0 o si no existe f'(a).

e Un punto critico puede ser o no extremo relativo.

e Teorema. Sea f: R — R una funcién dos veces derivable y sea
a € Dom (f) un punto critico de f. Se cumple:

1) Si f"”(a) > 0, entonces f tiene un minimo local en a.

2) Si f"”(a) < 0, entonces f tiene un méximo local en a.

e Ejemplo. Estudia la monotonia y extremos de la siguiente funcién.

1) f(x) = x> —9x* +15x en [0, 4+o00) (Solucién)
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Soluciones
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Pag. 6
1) f'(a) = lim —f(x):f(a) = lim (3X_2):(3‘9_2) = lim —3(X__a) = 3.
x—a 7@ x—a x—a x—a X779
- - 2— 2 - - -
2) f’(a) = lim FA=Fa) — i X=2" = |jy B=20Ha) g (x + a) = 2a.
X—a X—a X—a
X—ra X—ra X—ra X—ra
3) f/(0) = lim %g(o) = lim |X|__OO = lim X = [g]. Resolvemos la indeterminacién
x—0 X x—0 % x—0 X
calculando los Iimites laterales: lim Xl = fim = |im 1=1 y
x—0t X x—0t X x—07F
lim |7| = lim _TX = lim —1 = —1. Al no coincidir los limites laterales, no existe
x—0— x—0— x—0—
lim f)=f(0) y por lo tanto f no es derivable en x = 0.
x—0
x—0
- - 3 _ - Ve -
4) Como lim %S(O) = lim 2£=% = |im —2 = +00 no es un nimero real, deducimos

x—0 x—0 x—0 x—0 Vx2
que f no es derivable en x = 0.
1
. f(x)—f(0 . xsen(=)—0
5) lim Lo() — lim #0)
x—0 X x—0 X
que f no es derivable en x = 0.

= lim sen(i). Como este limite no existe, deducimos
x—0
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Pag. 9
1) f(x) =2x — 6 —senx.
2) f'(x) = 3x%2eX + x3e*.

2
3) f/(X) _ —sen X((><X2—:_11));2xcosx
Pag. 10
3
1) fi(x) = xfi4ii4'

2) f'(x) = 3sen?(2x + 5) cos(2x + 5)2.

Pag. 13
Calculamos f/(x) = 6x — wcos(m x) y como f/(1) =6 —wcosm =6+ 7y

f(1) =3 —senm = 3, la ecuacién de la recta tangente es y — 3 = (6 + 7)(x — 1), es decir,
y=(6—7)x+m—3.

Pag. 13
Sabemos que (1) = f(g(3)) = 3% = 9y como 2x = (fog)'(x) = f'(g(x))g’(x), entonces

6=2-3=17(g3)g’'(3) =f'(1)-7 = (1) = g. Por tanto, la ecuacién de la recta

tangente es y — 9 = g(x — 1), es decir, 7y — 6x = 57.
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Pag. 14
1 1

1) La inversa de f(x) = €* es g(y) = logy. Entonces g'(y) = o) = X = %

2) Lainversa de f(x) = sen x es g(y) = arcseny. Entonces g’(y) = —f’%x) = —

_ 1 _ 1
a \/1—sen2 x o \/1—y2'

Pag. 15
1) o f es continua en x = 0 por ser el valor absoluto de un polinomio.
O f no es derivable en x = 1 (probado en Pag. 6, apartado (3)).

2) © f no es continua en x = 1 porque no existe lim f(x) al no coincidir los limites
x—1
laterales: lim f(x) = lim x>=1y lim f(x)= lim 3x = 3.
x—1— x—1— x—1t x—1+t
O f no es derivable en x = 1 porque no es continua en dicho punto.

Pag. 16
1) lim 98X —[2] = jim X =o.
X—00 1 X—00
L'H
2) lim $nx — [9] — [jm =) _ q
) x—0 X [0] 1+ x—0 1
L'H
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Pag. 20

1) f es derivable si x # 0 por ser composicién de funciones derivables (exponencial y
cociente de polinomio con denominador no nulo). Ademas,

f'(x) Zel s x<0,
X) =
Lo x Si x>0.

x2

Por otro lado, f'(0) = lim %g(o) pero como f tiene dos expresiones distintas alrede-
x—0
dor de x = 0, tenemos que calcular los limites laterales:

. — . 1/"_ . — 1/ - 1/

lim —f(Xg_g(O) = |lim eX—_O :[%]: lim T/x [ X1 = lim 1—/_ l[im _e/ :07
x—0— x—0— x—0— T x—0— /e x—0—

. . _1/ 1/x — 1/ X

lim fX)=f(0) g( ) — Jim e—o _[ ]— ||m % +;’2 = |lim 1—// —lim e /=0.
x—0t X7 x—>0+ X 1 x—0t+ —l/xe x—0t

Como los limites laterales coinciden, existe f’(0) = 0.

2) f es derivable si x # 0 por ser producto y composiciéon de funciones derivables (poli-
nomio, coseno y un cociente de polinomios con denominador no nulo). Ademas,
f'(x) = 2xcos(%) + sen(%) si x # 0.

2 cos( 1)
Por otro lado, f'(0) = lim %g(o) = lim Cis%o)o lim xcos(<) = 0 por el
x—0 x—0 x—0
criterio del sandwich (I|m x =0y ‘cos( )‘ 1). Concluimos que f es derivable en
—0
x=0y f’'(0)=0.
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Pag. 22
® Existencia de solucién. Definimos f(x) = x3 + x — 1, que es continua en el intervalo
[0,1] y ademas cumple f(0) = —1 y f(1) = 1. Entonces, por el teorema de Bolzano,

existe ¢ € (0,1) con f(c) =0, es decir, c3+c—1=0.

® Unicidad de solucién. Razonamos por reduccién al absurdo. Suponemos que existen
dos soluciones distintas: ¢ y d. Es decir, f(c) = f(d) = 0 con ¢ # d (por ejemplo,
c < d). Como f es continua y derivable en R, en particular es continua en [c,d] y
derivable en (c,d). Ademas, como f(c) = f(d), el teorema de Rolle indica que existe
e € (c,d) con f’(e) = 0. Pero esto no es posible ya que f’(x) = 3x> +1 > 0. Por lo
tanto, la solucién es Unica.

Pag. 24
1) f(x)=¢e" = f'(x)=f"(x)=f"(x)=¢€.
2) g(x) =x3—2x?+5x—7 = f'(x) =3x>—4x+5 = "(x) =6x—4 = f'"(x) =6.

Pag. 28
1) Calculamos f(x) =logx = f(1) =log1 =0, f/(x) =L = /(1) =1, f'(x) = 5 =
f7(1)=—-1y f"(x) = X% = (1) = 2. Entonces:

Ps1(x) = F(1)+F (1) (x—1)+ 58 (x—1)24+ 0 (x—1)% = (x—1) = L (x—1)2+ 1 (x—1)3.
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2) Utilizaremos la funcién f(x) = e* para aproximar el valor f(1) = e utilizando un

polinomio de Taylor centrado en x = 0 y calculamos y acotamos el término del error.

Como f(x) = f/(x) = f’(x) = --- = f(N(x) = &, para cualquier n € N, el término
del error es
R ( )_ f(n+1)(§)( _0)n+1 _ e n+1 on § ntre 0
no(x) = e (X =y X © entre 0y x.

Evaluamos en el punto x = 1 (para aproximar e y no €*) y acotamos:

_ | €& qnt1 ¢ 3 | _ 3
|Rn,0(1)] = (nil)!ln ﬁ = (nf1)!} < (n—l—l)!} — (h+1)I -
Queremos averiguar el valor n € N tal que ﬁ <1072 & 300 < (n+1)!. Probamos
con distintos valores de n:
n=1= (n+1)=21=2, n=4 = (n+1)! =5l =120,
n=2 = (n+1)=31=6, n=5 = (n+1) =6l =720.

n=3 = (n+1)! =4 =24,

Por lo tanto, el error cometido al aproximar e con Ps (1) es menor que 10~2 siendo
203 xS 1,1, 1 1
Pso(x)=1+x+%5 +% +5 +35YPso(l)=14+1+54+ ¢+ 5 + 135
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3) Calculamos f(x) = cos(2x) = f(0) =1, f'(x) = —2sen(2x) = f/(0) =0,
f"(x) = —4cos(2x) = "/(0) = —4, f""(x) = 8sen(2x) = f'"/(0) = 0. Entonces:

f// 0 f/// 0
P3.0(x) = £(0) + f'(0)x + ( )X2—|—JX3 =1—2x°

2! 3!
y cosl = P3,0(%) =1- % = % Ademias, como f()(x)) = 16cos(2x), entonces
acotamos el error (para cierto ¢ € (0, %)
1 fV)(c) 1 24| cos(2¢)| 1 1
Ripgl=z)|l=|—T5|=—7F"5 < —.
T\ 2 41 24 3.23 24 24
Pag. 30
1) Como P3o(x,fi) - Pso(x,6) = (1 —x2)(1— %) =1- 2 4 2 entonces
3x°
P3o(x,8) =1— .

4
2) PG,O(X7 h) = P3,0(X2, f2) =1-— X?

Pag. 32
1) f es estrictamente creciente en R ya que si x < y, entonces f(x) = x—7 < y—7 = f(y).
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Pag. 33

1) Como f es derivable en R, calculamos f’(x) = —e ™ < 0 para todo x € R. Por lo
tanto, f es decreciente en R.

2) Como f es derivable en R, calculamos f/(x) = 2x:

o Si x > 0, entonces f’(x) = 2x > 0. Por lo tanto f es estrictamente creciente en
(0, +00).

o Si x < 0, entonces f/(x) = 2x < 0. Por lo tanto f es estrictamente decreciente en
(—o0,0).

Pag. 34
1) Cierto ya que f(0) = 0 < x2 = f(x) para todo x € R.

Pag. 35
1) Cierto ya que f(0) = 0 < x2 = f(x) para todo x € R.

Pag. 37

1) Cierto porque f/(x) = 4x3 — 12x> = 4x?(x — 3) y entonces f'(0) = 0. Ademas,
f'(x) > 0si x >3y f'(x) <0six < 3; entonces f es decreciente en (—o00,3) y
creciente en (3, 4+00) y concluimos que x = 0 no es extremo local.
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Pag. 38

1) Como f es un polinomio, esta definida en [0, +00) y es infinitas veces derivable.
o Calculamos los puntos criticos: Como f/(x) = 3x? — 18x + 15 = 3(x — 1)(x — 5),

x =0,
entonces f'(x) =0 = x=1,
x =25

o Estudiamos la monotonia: Como f’(x) es continua, solo puede cambiar de signo en
los puntos criticos.

Monotonia de f(x) 7 AW N
Signo de f'(x) + — +
— f > o0
0 1 5
Deducimos que f es creciente en (0,1) N (5, +00) y decreciente en (1,5).
O Extremos locales: f tiene minimos locales en x =0y x =5 y un maximo local en
x = 1.
O Extremos absolutos.

» Candidatos a minimo absoluto: {i;g z ;Eg%;g’zs Como f(5) <
(0), el minimo absoluto se alcanza en x = 5.
x=1 = f(1)=7,
» Candidatos a maximo absoluto: { X — 400 = lim f(x) = +o0.
X——+00
Como lim f(x)= +o0, f no tiene maximo absoluto.

X—+00
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Primitivas

e Sea f: (a,b) — R. Decimos que F: (a,b) — R es una primitiva de f
si F es derivable en (a,b) y F'(x) = f(x) para todo x € (a, b).

e Ejemplo. Calcula una primitiva de las siguientes funciones.
1) f(x)=¢€" 2) g(x)=2x 3) h(x) = cos x
(Solucién)

e La primitiva de una funcién no es Unica.

e Denotamos por /f(x) dx el conjunto de todas las primitivas de f(x):

/f(x)dX: F(x)+ C.
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Primitivas

e Toda funcién continua tiene primitiva, aunque no siempre se puede calcular
explicitamente.

e Ejemplo.

2 - - - - - L4
1) f(x) = €* no tiene una primitiva que se pueda expresar como combinacién
de funciones elementales.

e La variable de integracién se puede cambiar por cualquier otro simbolo:

/f(x)dX:/f()/)dy:/f(t)dt:/f(a)do.
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Integrales inmediatas
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Integrales inmediatas

Funcién Primitiva
f(x) =x" ff(x)dx:%—l—Csin;é—l
1
f(x) = = [ f(x)dx =log|x| + C
X
f(x) = & [fx)dx=e+C
f(x) = senx ff(x)dx:—cosx—l—C
f(x) = cosx ff(x)dx:senx+C
1
f(x) = — [f)dc=tanx+C
cos? x
1
f(x) = T30 ff(x) dx = arctanx + C
1
f(x) = ff(x)dx:arcsenX—I—C:—arccosx+C
\/1—x2
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Integrales inmediatas

e Ejemplo. Calcula:

1)/ede
2) /x5dx
3)/§dx

2x
4) / 217 dx
(Solucién)
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Integrales inmediatas

Funcién

Primitiva

F(x) = u'(x)(u(x))"

n+1
[FO)dx= DT 4 Csin# -1

= G

[ £(x) dx = log |u(x)| + C

f(x) = u'(x) e

f f(x)dx = e'® 4 C

f(x) = u’(x)sen(u(x))

f f(x)dx = — cos(u(x)) + C

f(x) = u’(x) cos(u(x))

f f(x) dx = sen(u(x)) + C

/1 (w(x))?

u’(x)
fx) = — o) [ £(x) dx = tan(u(x)) + €
= A X X — arctan( u\x
) = TP J F(x) dx = arctan(u(x)) + C
f(x)= u(x) f f(x) dx = arcsen(u(x)) + C = — arccos(u(x)) + C
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Integrales inmediatas

e Ejemplo. Calcula:

1) / 3> dx

2) /(x —3)° dx

4x3
3) /X4+1 dx

(Solucién)
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Propiedades

e Proposicion.

Sean f,g: R — R integrables. Entonces,

1) /af(x) dx = a/ f(x) dx para todo a € R.

2) / (f(x) + g(x)) dx = / f(x) dx + / g(x) dx.
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Calculo de primitivas

e Ejemplo. Calcula:

) [ e 0 [ L w
) [ Ve D [
3)/ — 3 2 8)/¢1Tx
) [ Sy —
) [ o furre

(Solucién)
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Meétodos de integracion
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Métodos de integracion

Cambio de variable
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Cambio de variable

e Se deduce de la regla de la cadena. Si F es una primitiva de f se cumple:

/f(x) dx = F(x) + C = F(g(t) + C = /(F o g)/(t) dt

- / F/(g()g' (1) dt = / fg(D)g' (1) dt

e Una vez resuelta la integral hay que deshacer el cambio de variable.

14 / 55



Cambio de variable

e Ejemplo. Calcula:

1) /legx dx 4) /dex
2) /mdx 5) /x3\/mdx

3) COoS X dx
sen?x +4senx + 5

(Solucién)
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Métodos de integracion

Integracion por partes
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Integracion por partes

e Se deduce de la férmula de la derivada de un producto:

F(x)g(x) = / (F()g(x)) dx = / F/(x)g(x) dx + / F(x)g’ (x) dx .

e Usualmente escribimos /udv: uv—/vdu.

e En general, es Gtil para integrar productos de funciones del tipo:

17 / 55

Derivar

]

Integrar

Arco
Logaritmos
Polinomios
Exponenciales
Senos y cosenos



Integracion por partes

e Ejemplo. Calcula:

1) / x € dx 4) / x* cos(x?) dx
2) /Iogxdx 5) /arcsen (g) d
3) / x cos x dx

(Solucién)
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Integracion por partes

e Ejemplo. Integrales ciclicas

1) /senxex dx
2) /senzxdx

(Solucién)

e Otra manera de resolver /sen2xdx: usando la trigonometria
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Métodos de integracion

Descomposicion en fracciones simples
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Descomposicion en fracciones simples

P(x)
Q(x)

dx con P(x)y Q(x) polinomios

1. Si grado(P(x)) > grado(Q(x)), se dividen los polinomios utilizando el algo-
ritmo de la divisién.

2. Si grado(P(x)) < grado(Q(x)), se comprueba si la primitiva es un logaritmo
y si no es asi, se factoriza el denominador.

3. Descomposicién en fracciones simples. A cada uno de los factores del deno-
minador le asignamos una fraccién.
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Descomposicion en fracciones simples

Factor Fraccidn Integral
A
(x — a) Logaritmo
X —a
B; B> Bn
— b)" + et — L it Potenci
(x ) b b + -+ x—b)" ogaritmo + Potencias
M N
cx2+dx+e Xt Logaritmo + Arcotangente
cx’+dx+e
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Descomposicion en fracciones simples

e Ejemplo. Calcula:

1 X+ 2
1
)/X3—5X2+6de 4) /X2+X—2

x+1 1
2 - -
)/X2—|—X—|—1 5) /x(1+2x2)dx
x4 1

3) /X3—2X2—2X—3dx 0) /(X2—1)(x—1)dx

(Solucién)
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Métodos de integracion

Integrales trigonométricas
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Integrales trigonométricas

e Seno de la suma y diferencia de angulos
sen(a + b) = senacos b + sen b cos a
sen(a — b) = senacos b — sen bcos a
e Coseno de la suma y diferencia de angulos

cos(a+ b) = cosacos b — senasen b

cos(a — b) = cosacos b + senasen b

e Seno y coseno del angulo mitad

cen? <g> _l—cosa o2 (g) 1+ cosa
2) = 2 Y 2) =
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Integrales trigonométricas

e Ejemplo. Calcula:

1) /sen(2x) cos x dx 4) /sen4xc055xdx

2) /cosxcos(3x)dx 5) /coszxdx

3) / sen® x cos” x dx

(Solucién)
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Integral definida
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Integral definida

e Sif: [a,b] — R es una funcién continua con f(x) > 0 para todo x € R,
vamos a calcular el area comprendida entre la grafica de f y las rectas
y=0, x=ayx=b.

y

AN

f(x)

v

LvrFEr—-—=-=-=-=--—-——— -
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Integral definida

e Para calcular el area, dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de

extremos
a=xg<x3<---<x,=2>b.
y y
AN AN
N TN
| | ) | | [ |
f(x) f(x)
| | | 7l | ! Az
//l_ﬁl\g/ / e S A I
I i I I I | i [ I I 17221
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | [ | | | |
| | | | | | > X | | | ] ] | \ X
X0 X1 X2 X3 X4 Xs X0 X1 X2 X3 X4 Xg
Aproximacién del area por exceso Aproximacién del area por defecto

y calculamos el maximo y minimo:

M; = max{f(x) | x € [xi—1,x]} parai=1,2,...,n,
m; = min{f(x) | x € [xi—1,x]} parai=1,2,...,n.
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e Entonces, podemos aproximar el valor del area (por exceso y por defecto)
calculando el area de los rectangulos:

Area (por exceso) = My(x1 — xg) + Mo(xo — x1) + -+ - + My (xn — Xp—1) ,

Area (pOI’ defecto) = ml(xl — Xo) + m2(X2 — Xl) + -+ m,,(x,, — Xn—l) .

1
e Ejemplo. Calcula / f(x) dx siendo f(x) = C > 0 constante.
0

30 / 55




Integral definida

e Regla de Barrow. Si F: (a,b) — R es una primitiva de f: (a, b) — R,

entonces
x=b

/a b f(x) dx = {F(X)] = F(b) — F(a).

X=a

e Ejemplo. Calcula:

1) / —sen x dx (Solucion)
0
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Integral definida

e Propiedades. Sean f,g: (a,b) — R integrables. Entonces,

b b
1) af(x)dx = a/ f(x) dx para todo a € R.

2) / )dx—/abf(x)dx—l—/abg(x)dx.
3) / dx—/ f(x)dx—l—/cbf(x)dx sia<c<b.
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Integral definida

e Ejemplo. Calcula:

1) / (x — 1)(x + 2) dx

2) /md

3) / x sen x dx
0
2 si x<1

2

4) / f(x)dx con f(x):{ s o o
0

(Solucién)

33 /55




Teorema fundamental del calculo
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Teorema fundamental del calculo

e Teorema. Si f: [a,b] — R es continua, entonces la funcién

es derivable para todo x € (a, b) y ademas,

F'(x) = f(x).

e Ejemplo. Calcula la derivada de la siguiente funcién.

1) F(x) = / et dt
1
(Solucién)
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Teorema fundamental del calculo

e Teorema (general) Si f: [a,b] — R es continua y g y h son dos fun-
ciones derivables en x y tales que g(x), h(x) € [a, b], entonces la funcién

F(x) = /hj(:) f(t)dt

es derivable para todo x € (a, b) y ademas,

F'(x) = f(g(x)) &'(x) — f(h(x)) h'(x).
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Teorema fundamental del calculo

e Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

1) F(x):/x3t2_1dt

log t

2) F(x) = / " t* cos(2t) dt

—x2

(Solucién)

37 / 55



Calculo de areas
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Calculo de areas

e El area encerrada entre las graficas de dos funciones continuas
f,g: [a, b] — R viene dada por

b
brea = / 1£(x) — g(x)| dx.

y
/ : f(x)
_— / i\ g(x)
; ,; .
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Calculo de areas

e drea #

b
/ (F(x) - g(x)) dx

e Ejemplo. Calcula:

1) &rea encerrada entre la grafica de
f(x) =x
gx) =0

entre x = -1y x=2

(Solucién)
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Calculo de areas

e Ejemplo. Calcula el area encerrada entre las graficas de las siguientes
funciones.

1) f(x)=x>y g(x)=2—x
2) f(x)=x"y g(x)=+/x
3) f(x) =senx y g(x) =cosx entre x=0y X:g

4) y:exr y:2 Yy x=0
(Solucion)
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Soluciones
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Pag. 3
1) F(x) =€~
2) G(x) = x2.

3) H(x) = senx.

Pag. 7

1) fexdx:eX—I—C.
2) fx5dx:%—|—C.
3) f%dX:|Og|X|—|—C.

4) fxg—:‘qu:log(x2—|—7)—|—C.

Pag. 9
1) [3e¥dx=e¥>+C.

2) [(x—3)pdx=C2" 4 ¢

3) /Xﬁ)fl dx = log |x* + 1| + C.
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Pag. 11
1) f(4x2 —1)xdx = %ISX(4X2 _ 1)2 dx — M Lc

2) f\/x\/;(dX:f(xx%)l/2 dx:fx3/4dX_ 3/:4:11 +C=3x"+C.
4
) [ gt g [t ] [ox 3 [Lakmts 245 TloghiiC
1 2 _ 22 V5/2 _ 1 5
4) fmdx_zfmdx—Z%fmdx—%arctan( )+C

5) f(e — X)dx—fe3xdx fe dx:%e3x—ex—|—C.

1 =L [ 1 =13 2/V3 _ 1 2
6) f1/3—4X2 dX o \/5 f /1_(%)()2 dX - \/5 2 f 1_(%)()2 dX — 5 arcsen(\/iX)—i—C_

7) f 22X dx = log |sen x| + C.

sen x

VITx VX V/ITx Lix g Vo g
8) J s dx= m\/lTxd f\/ﬁdx_f\/l—d”fx(l_xa dx =

— arcsen x — —1—/2 + C = arcsenx — v/x + C.
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Pag. 15
1) f L dx:f%dt:Iog|t|—|—C:|og||og|x||+C.
T T

x log x

cV: logx=t = % dx=dt Deshacer el CV

2) f \/Q(i—f—x) dx = f 1—51’2 dt = 2arctan(t) + C = 2 arctan(y/x) + C.

T
) _ 1 _ Deshacer el CV
CV: /x=t = /% dx=dt

COS X _ 1 _ 1 — —
3) [ oo i dx = [ mries dt= [ ramp dt =arctan(t +2) + C =

CV: sen x=t = cos x dx=dt Deshacer el CV
= arctan(sen x + 2) + C.

£3

4) fxx/l—de:—f2t(1—t2)tdt:—2f(t2—t4)dt:—2(?—§)+C:
T T

CV: 1—x=t Deshacer el CV
= — dx=2tdt
1—><:t2

3 5
— _2((\/13—X) _ (\/15—X) )+ C.

3 (2.t 1 (4 N g LS5 2 _
5) fX\/2+7X2dX?f - t7dt—Ef(t—2t)dt—5(?—T)—|—C?
CV: A/ 2+7x2=t Deshacer el CV

= 14x dx=2t dt

247x2=¢2

= S (3(24+7x2)/ — 2(24+ 7)) + C.

45 / 55




Pag. 18
1) fxeXdX: —fexdx:xex—eX+C.
T
u=x = du=dx
dv=e*dx = v:f dv:f e dx=¢€*
2) flogxdx f XlogX—fX%dX:ngX—f dx = xlogx — x+ C.
u=logx = 1dx
dv=dx = v_f dv= f dx=x

3) fxcosxdx xsenx—fsenxdx:xsenx—i—cosx—i—C.

+
u=x = du=dx
dv=cos x dx = v:f dv:f cos x dx=sen x
4) fx3 cos(x?) dx = %xz sen(x?) — f ox 1 2 sen(x?) dx = 3x?sen(x?) + 3 cos(x2) + C.
u=x> = du=2xdx
dv=x cos(x?) dx = —f dv—fxcos ) dx=1 5 sen(x 2)

5) farcsen(%) dx Xarcsen(g)—f % \/1X—2/ dx = xarcsen(%)—% X(1_XT2)—1/2 dx =
—a

T
1/2
u=arcsen(3) = du:ﬁ dx
dv=dx = v:f dv:f dx=x

= xarcsen(3) +24/1 —x*/a+ C.
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Pag. 19

1) fsenxex dx senxex—fcosx eX dx sen x eX—(cos x ex—fsenxex dx) =

T T
u=senx = du=cos x dx u=cosx = du=— senx dx
dv=e"dx = v:f dv:f e dx=e* dv=e*dx = v:f dv:f e* dx=e*

= (sen x — cos x) eX—l—fsenxeX dx =

= fsenxexdx:%(senx—cosx)eX—FC.

2) fsenzxdx —senxcosx—f—cosxcosde: —senxcosx—l—fcoszxdx:

T
u=sen x = du=cos x dx

dv=sen x dx = v:f dv:f sen x dx=— cos x

:—senxcosx—l—f(l—senzx)dX:—senxcosx—l—x—fsenzxdx =

= fsenzxdx:%(x—senxcosx)—FC.
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Pag. 23
1 _ 1 _
1) f x3—5x246x dx = f x (x—2)(x—3) dx ?
x (x=2)(x=3) X x—2 x—3 x=0 = 1=6A = A=l
1=A(x—2)(x—3)+Bx(x—3)+Cx(x—2)= x=2 = 1=—2B = B=-1/
x=3 = 1=3C = C=1l/3
= [ + 325 + s55) dx =

X X—

log |x| — Iog|x—2|—|—%|og|x—3|—|—C.

O|=

x+1 1 2x+2 2x+1 o
2) f x24x+1 dx = 2 f x24x+1 dx = 2(f x24x+1 dx + f 2—|— +1 dX) o

= %Iog X2 4+x4+1|+ 31 5 f dx = %Iog |x2—|—x—i—1|—|—§ arctan(%)—l—C porque

x2+x+1
[ s b = [ st = [ gl = 4] -
2 1w1d 2 2
— 1 it (1) ) e T 1+<X}}f
Coef. x%: 1=b? = b=1,
P px+1=a+(bxtc)’=a+b°x*+2bc x+c*= Coef. x1:  1=2bc = c=1/2,
T.indep.: 1=at+c® = a=3/.
_ 4 1 _ 43 f 2/V3 _ 23 2x+1
=3 f 1+(2x/\/§—|—1/\/§)2 dX - 3 2 1+(2x/\/§+1/\/§)2 dX — 3 arctan( \/§ )
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4

X _ 6x°+7x+6 _ f 6x°+7x+6 _
3) f x3—2x2—-2x—3 dX? f[X+2+ x3—2x2—2x—|—3] dx = +2X+ (x—3)(x2+x+1) dx =
Divisién T
6x47x+6 . _A_ 4 MxtN
(x=3)0P+x+1) — x=3 T xPixtl x=3 = 81=13A = A=S81/i3
6x°+7x+6=A(x>+x+1)+(Mx+N)(x—3) = x=0 = 6=A—3N = N=l/13
x=—1 = b=A+4M—4N = M= -3/13
_ 1 [r.81 —3x+1 81 B f —3x+1
= t2x+ 13 f[x—3 + ooarlax = b axt sloglx =3[+ 5 | a7 dx =

81 31 2x+1 2/3—1 .
+2x+ Blog|x -3 - 2L 21X+1dx+f e de]_
_5/3 o

3/a+(x+1/2)2

—|—2x—|— Iog|x 3|—i|og|x +x+1] — 26f

6
+2x + B log|x — 3] — 2 log |x? +x+1|+263f1+(zx/f+1/f)2d
3
2

2/v3
-|-2X—|—%Iog|x—3| log |x? —|—X-|—1|—|—1—3§7f1+(2x/ dx =

/V3+1/v3)?

PG NS NP PG MR N

6
4+ 2x + %Iog|x—3| %Iog|x —|—x—|—1|—|—1—3% arctan(2)\</§1)—|—C.

x2 _ x+2 _ 1 _
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5) f —x(1+12x2) dX:f [% + 1;;’(‘2] dx = log |x|— 2 1+2X dx = log |x|— Iog |14+2x2|4-C.

x(1—|—2x2) 1+2x2 T. indep.: = 1=A = A=1
1:A(1+2x2)~|—(/\/lx+N)x = Coef.x: = 0=N = N=0

Coef.x? = 0=2A+M = M=-—

1 _ 1 _
6) | - X = J D20 T
1 _ A B C
(x—1)2(x+1) — x—1 + (x—1)2 + x-+1

Ve
f[ T T =12 x+1] dx =

x=—1 = 1=4C = C=1/
1=A(x—1)(x+1)+B(x+1)+C(x—1)> = x=1 = 1=2B = B=lp

x=0 = 1=—A+B+C = A=-1/
Iog|x—1|— 5 1—|— 1Iog|x—|—1|—|—C
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Pag. 26

1) fsen(2x) cos x dx = % f(sen(2x+x)+sen(2x—x)) dx = % f3sen(3x) dx—l—% fsenxdx =
T
sen

(a+b)=sen a cos b+sen b cos a
sen(

= sen(a+b)+sen(a—b)=2sen acos b
a—b)=sen acos b—sen b cos a

_Tl cos(3x) + % cosx + C.

2) f cos x cos(3x)dx = % f(cos(x+3x)+cos(x—3x)) dx = % f(cos(4x)—|—cos(—2x)) dx =
T
cos(a+b)=cos a cos b+sen asen b

= cos(a+b)+cos(a—b)=2cos acos b
cos(a—b)=cos a cos b—sen asen b

= % f4cos(4x) dx — % f —2cos(—2x) dx = %sen(4x) — %sen(—2x) + C.

3) f sen3 x cos® x dx = f sen x(1—cos? x) cos? x dx = f sen x cos? x dx—f sen x cos* x dx =
_ _COS3X _|_ COSSX _|_ C
- 3 5 '

4) fsen4xcos5><dx:fsen4xcosx(1—sen2 x)? dX:fsen4xcosx(1—2 sen? x+sen* x) dx =

5 7
= fsen4xcosxdx—2fsen6xcosxdx+fsen8xcosxdx — sen’x  2sen x 4

9
sen” x
5 7 9 +C.

5) fcoszxdx:fH%ﬂX)dx:f%dx—l—%fcost)dx:%—%sen(2x)—|—C.
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Pag. 31

1) fow —senx dx = [cosx][ =cosm —cos0 = —1—1= -2

Pag. 33
D) [E =Dt 2 de= [103 4 x =2 de =[5 + % — 22, =

3 2
— (L (L 4+ =18

2 2 K ™
2) fo V4 — x2dx = fo 24/1 — (x/2)2 dx?2f0 /T —senZt2cost dt = 4f0 " cos? t dt =
CVv: Z=sent = % dx=cos t dt
x=0 = t=arcsen(9/2)=0
x=2 = t=arcsen(2/2)="7/2

/2 1 2 2(2t) 17 x n2 7
:4fo +CZS( t)dtzz[t+sen2( t)]o/2:2(§+sez )=

3) forxsenxdx ? [—xcosx]g—fow—cosxdx:—7rc057r—|—0-|—[senx]0 =

u=x = du=dx
dv=sen x dx = v:f dv:f sen x dx=— cos x

= —(—7)+senm —sen0 = .
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4) Jo FO)dx= g ) axt [ F(x) de = [ dt [[(2x) de = [T +2x— % =
—(3-0+6-2-(2-)=2

Pag. 35

, 2
1) Utilizando el teorema fundamental del céalculo: F’(x) = €.

Pag. 37

3x2—1
logx *

1) Utilizando el teorema fundamental del célculo: F’'(x) =

2) Utilizando el teorema fundamental del célculo:
F'(x) = (x + 1)? cos(2(x + 1)) — (x?)? cos(—2x?) - (—2x) =
= (x + 1)? cos(2(x + 1)) + 2x5 cos(—2x?)).

Pag. 40
. 2 0 2 x210 X212 _ 1, 4_5
1) area:f_1|f(x)—0|dX:f_1—xdx—|—f0 xdx =[50, +[5l5=5+5= 3.
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Pag. 41

1) 1°
20

54 / 55

2,
1.
Como f y g son continuas 'y f(0) =0y g(0) = 2, deducimos que f(x) < g(x) si
x € (—2,1).
p 1 1 1
area= f_2 |f(x) — g(x)| dx = f_z(g(x) — f(x))dx = f_2(2 —x —x?)dx =

3

X2 X
=x-%X -2, =02-1-LH-(-4-2+9=2>0

2

Puntos de corte: f(x) =g(x) & x*=x—-2 & x=

Puntos de corte:

f(X)Zg(X)@X2=x/§<:>x4=x<:>><(x3—1)=0@x={ 2

Como f y g son continuas y f(1/2) = 1—16 y g(1/a) = % deducimos que f(x) < g(x)
si x € (0,1).

drea = [|F(x) — g(x)] dx = [ (g(x) — F(x)) dx = [ (/X — x2) dx =

’/2 3 2 1 1
S -5h=G-3-0=35>0

Puntos de corte: f(x) = g(x) <& senx =cosx < x = 7/a, si x € (0,7/2).
Hemos de estudiar lo que ocurre en dos intervalos: (0,7/2) y (7/a,7/2).
e Como f y g son continuas y f(0) =0y g(0) = 1, deducimos que f(x) < g(x)
si x € (0,7/4).
e Como f y g son continuas y f(7/2) =1y g(7/2) =0, deducimos que
f(x) < g(x) si x € (7/4,7/2).



drea = [ 1F(x) — g(x) dx = [, (g(x) = F(x)) dx + [ (F(x) — g(x)) ox =

= "/ cos x — sen x) dx + "/ sen x — cos x) dx =
77/4

w
0

= [sen x + cos X]8/4 + [— cos x — sen X]:ﬁ =
= (sen7/a+cos™/a) — (sen 0+ cos 0) + (— cos /2 —sen 7/2) — (— cos 7/a —sen 7 /a) =
=242 0-140-14+L2+ L2 =22-1)>0

4) 1° Puntos de corte: e¥ =2 < x = log?2.
22 Como las dos funciones son continuas y €2 = 1 < 2, deducimos que e* < 2 si

x € (0,log?2).
32 drea = [(B7[2— | dx = [2x — eX]1%82 = 2log2 —2 — (0— 1) = 2log2 — 1 > 0
area—f0 2 — ¥ dx = [2x — ];°" = 2log2 —2— (0 —1) =2log2 -1 > 0.
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Matrices

e Una matriz de dimensién (orden o tamafio) m x n es una tabla ordenada

de mn elementos.

ai1

daoi
A= (a,J) =

dmi

e La matriz A tiene m filas y n columnas.

dai12
dan2

dm?2

din
don

€ Mmxn -

e a; denota el elemento (o entrada) situado en la fila i y columna j.

e Dos matrices son iguales si son del mismo tamaino y todos sus elementos

son iguales.

e Si m =1 decimos que A es una matriz fila y si n = 1 decimos que A es

una matriz columna.

3/52



Matrices

e Si m = n decimos que la matriz es cuadrada: A € M,,.

Si A es cuadrada y a;; = 0 si i # j, decimos que la matriz es diagonal.

e Llamamos matriz identidad /,, € M, a la matriz diagonal con a; = 1 para
todoi=1,2,...,n.

1 0 0
01 -~ 0
In: . . . . E-/\/ln-

e La matriz nula 0 € M,,«, tiene todos sus elementos iguales a cero.

e Decimos que A € M, es triangular inferior si a; =0 parai > jy Aes
triangular superior a; = 0 para i > .
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Operaciones con matrices

e Suma de matrices. Si A= (a;) y B = (bjj) € Mpmxn, se define la suma
de matrices como

A—|—B:(a,-j—|—b,-j)€./\/lmx,,.

e Producto de una matriz por un escalar. Si A = (a;;) € My,xn, se define
el producto por un escalar A € R como

)\A — ()\a,_/) c Mm}(n .

1 2 3
OEjemplo.SiA—(cl) i g)B—((l) i 1),C— 2 3 4
0O 0 O
calcula:
1) A+ B 2) A+ C 3) 2B
(Solucién)
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Operaciones con matrices

e Producto de matrices. Si A = (aj) € Mmxny B = (bj) € Mux«k, se
define el producto de matrices como

AB = C =(cj) € Mmxk con c¢j=anbij+ apby+ -+ anby,

paratodoi=1,2,...,myparatodoj=1,2,..., k.

OEjemplo.SiA—(i _g),B—(le _32 g),calcula:

1) AB
(Solucién)
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Propiedades de las operaciones con matrices

e |La suma de matrices es asociativa: si A, B, C € M ,«,, entonces
(A+B)+ C=A+(B+ ().
e |a suma de matrices es conmutativa: si A, B € M ,«n», entonces
A+B=B+A.

e El producto de matrices es asociativo: si A € Mpxn, B € Mpxk y
C € My, entonces
(AB)C = A(BC).

e El producto de matrices es distributivo con respecto a la suma: si A, B €
Mpxny C € M,«k, entonces

(A+ B)C = AC + BC.
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Propiedades de las operaciones con matrices

e El producto de matrices NO es conmutativo.

e Ejemplo.
. 1 2 B 1 -1

1) SIA—(3 4)y8_(_2 0),calcuIaAByBA.
. 1 2 (110

2)S|A—(3 4)yC—(2 0 2),calcuIaACyCA.

(Solucién)
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Propiedades de las operaciones con matrices

e No se puede trabajar con matrices del mismo modo que trabajamos con
ndmeros reales.

e Ejemplo. Comprueba las siguientes igualdades.

1) AB=10 pero A# 0y B # 0 siendo
c(hd) v ose(3 )
2) AB = AC pero B # C siendo
(33 e=(3) v (3 0)
3) (A+ B)* # A*> £ 2AB + B? siendo

0 1 -1 1
i=(o o) v 8=(22)
9 /52
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Propiedades de las operaciones con matrices

e Ejemplo. Sea A € M, y sea [, la matriz identidad de tamano n x n.
Comprueba que las siguientes igualdades son ciertas.

1) (A+1,)2 = A2+ 2A+ I,
2) (A=1,)2 =A% —-2A+1I,.

3) (A+1L)A=1,)=A*—I,.
(Solucién)

10 / 52



Matriz traspuesta

e Si A€ Mpyn llamamos matriz traspuesta de Ay se denota por AT o
At a la matriz obtenida al colocar las filas de A en las columnas de A'.

e AT € M,xm.
e Propiedades de la matriz traspuesta
1) Si A€ Mumxn, entonces (AT)" = A.
2) Si A, B € Myxn, entonces (A+ B)T = A" + B'.
3) SiAC Mmxny XA €ER, entonces (MAA)" = MAT.
4) Si A€ Mmxny B € Mpxk, entonces (AB)T — BTAT.

e Si Ac M,, decimos que es simétrica si A= AT y decimos que es
antisimétricasi A = —A'.
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Matriz invertible (solo para matrices cuadradas)

e Decimos que una matriz cuadrada A € M, es invertible si existe una
matriz B € M,, tal que

AB:In y BA:In.

e En ese caso, decimos que B es la inversa de Ay se denota por A~! = B.

Si existe la inversa, es Unica.

e Propiedades de la matriz inversa
1) Si A B € M,, entonces (AB)"' =B 'A%
2) Si A€ M,, entonces (A7) ' = (A",
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Determinante (solo para matrices cuadradas)

e Sea A € M>, se define el determinante de A como

Al=det(A)=det [ 2 P ) =ad_be.
c d

e Sea A € M3, se puede usar la regla de Sarrus:

det (A) = det

R Q o
>0 O

c
f | = aei + bfg + dhc — ceg — bdi — fha.
I

e Ejemplo. Calcula:

N N
e )
— =W

1 2
1) det(3 4> 2) det | —

(Solucién)
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Determinante (solo para matrices cuadradas)

e Si Ac M,, se calcula el determinante de A utilizando los determinantes
de submatrices de tamarno inferior.

e Necesitamos las siguientes definiciones:

o Llamamos menor complementario de a; y lo denotamos por «j; al determi-
nante de la matriz de tamafio (n — 1) x (n — 1) obtenida al eliminar la fila i
y al columna j de la matriz A.

o Llamamos adjunto de a; al valor A; = (—1)ay;.

1 2 3
e Ejemplo. Si A= 4 5 6 |, calcula Asz;.
7 8 9
(Solucién)
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Determinante (solo para matrices cuadradas)

e Desarrollo por adjuntos de la fila i (para cualquier i =1,2,...,n):

det (A) = ainAil + aipAix + - - - + ainAin -

e Desarrollo por adjuntos de la columna j (para cualquier j =1,2,..., n):

det (A) = alelj + a2jA2j R anjAnj .

e Ejemplo. Calcula el determinante de la matriz A =

o

|

—
N/ ODN
_ O O

desarrollando por adjuntos de la primera columna. (Solucion)
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Propiedades del determinante

e Sean A, B € M,,.

1)

2)

3)
4)
5)
6)

7)

16 / 52

det (A) = det (AT).

di1 d12 e din di1 ai2 c e din
det Aaii Aai2 ... Adin = Adet ain a2 ... an
an]_ an2 . e an7n an]_ an2 . e ann

El determinante de A cambia de signo al intercambiar dos filas (o columnas).

El determinante de A no cambia al sumar a una fila (o columna) un miltiplo
de otra.

det (AB) = det (A) det (B).

1
Si A es invertible, det (A1) = det (A)’
Si A es diagonal, triangular inferior o superior, det (A) = a11-ax ... - ann.



Determinante (solo para matrices cuadradas)

e Teorema. Sea A € M, una matriz cuadrada. Entonces,

A es invertible  siysolosi  det(A)# 0.
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Sistemas de ecuaciones lineales
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Ecuacion lineal

e Llamamos ecuacion lineal de n incégnitas a una expresién de la forma

81X1—|—32X2—|—°-'—|—3an:b

donde
o ai,a,...,an son los coeficientes,
o X1,X2,...,Xp SON las incognitas,

o b es el término independiente.

e Ejemplo.
1
1) log(x1) + €2 4 x5 — sen(xs) + — + /X6 = 8 no es una ecuacién lineal.
X5

2) log(2)x + by +7 = €° si es una ecuacién lineal.
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Ecuacion lineal

e Llamamos solucion de la ecuacion lineal aijxy + a»xo +---+apx, = b
a un conjunto de valores

p
X1 = C1,
X2 = Co,

{

\ Xn:Cn7

que verifican la ecuacion, es decir, se cumple
aic1+ ac+ -+ anc, = b.
e | a solucidn de una ecuacidon lineal no es necesariamente (nica.

e Ejemplo. Calcula una solucién de la ecuacién x + y = 0. (Solucion)
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Sistema de ecuaciones lineales

e |lamamos sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones y n incognitas
a una expresién de la forma

aiixy + apxo + -+ -+ aipxn = by
ar1x1 + axpXxo + -+ + aonx, = b

.
L dm1X1 + amaX2 + - + amnXp = b
donde
o gjconi=1,2,... . myj=12 ... nson los coeficientes,
o xjconj=1,2,...,nson las incognitas,
o biconi=1,2,...,mson los términos independientes.
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Sistema de ecuaciones lineales

e |lamamos solucion del sistema de ecuaciones lineales a un conjunto de

valores )
X1 = C,
< X2 = C2,
\ Xn — Cn?

que verifican todas las ecuaciones del sistema.
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Discusion de un sistema

e Seglin el tipo de solucién, un sistema lineal puede ser:

o compatible determinado, si existe una (nica solucién del sistema;
o compatible indeterminado, si existe mas de una solucién del sistema;

o incompatible, si no existe ninguna solucién del sistema.

e Ejemplo. Discute los siguientes sistemas lineales.

x+ y=1 x+y=1 x+y=1
1){2x—|—2y:2 2){X—|—y:0 3){X—y:

(Solucién)
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Resolucion de un sistema lineal

Método de Gauss
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Sistemas equivalentes

e Un método para resolver sistemas de ecuaciones consiste en reemplazar el
sistema original por otro mas sencillo con las mismas soluciones.

e Ejemplo. Los sistemas

X + y + 2z =9 X + y + 2z = 9
2x + 4y — 3z =1 y 2y — 7z = =17
3x + 6y — bz =0 z = 3

tienen la misma solucién: x =1, y =2, z=3.
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Sistemas equivalentes

e Decimos que dos sistemas lineales son equivalentes si tienen las mismas
soluciones.

e Teorema. Un sistema lineal es equivalente a cualquiera obtenido al realizar
sobre él alguna de las siguientes operaciones elementales:

1) intercambiar el orden de dos ecuaciones del sistema;
2) multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo;

3) sumar a una ecuacién un mdltiplo de otra.
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Método de Gauss

e Ejemplo. Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de Gauss.

x + y + 2z =9
_|_ ==

3x

o
<
|
&
N
|
o =

x + y + 2z = 3
3) X — y + z —1
2y + z = 4

(Solucién)
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Forma matricial de un sistema lineal
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Forma matricial de un sistema lineal

El sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones y n incégnitas

aiixy + apxo + -+ anxp = by
a1 X1 + axnXo 4+ -+ 4 axpxp = bo

L dm1X1 + ameX2 + -+ amnXn = b

se puede expresar de forma matricial como AX = B siendo

dil1 d12 -+ din
d21  d22 -t d2p _ o

o A= _ _ _ _ € M« |la matriz de coeficientes,
dmi dm2 " dmn
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Forma matricial de un sistema lineal

X1
X2
o X = , € M, «1 la matriz de incégnitas,
Xn
by
b>
e B= _ € M «1 la matriz de términos independientes.
bm
ail awp -+ an | bk
_ ay axp -+ axn | b
e La matriz (A|B) = € Mpmx(n+1) €5 la
dml am?2 U dmn bm

matriz ampliada del sistema.
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Método de Gauss

e Método de Gauss: es un método de resolucién de sistemas AX = B que
consiste en hacer operaciones elementales por filas en la matriz ampliada
(A|B) hasta obtener una matriz escalonada equivalente.

e Teorema. El sistema lineal AX = B es equivalente a cualquiera obtenido
al realizar sobre la matriz ampliada (A|B) cualquiera de las siguientes
operaciones elementales:

1) intercambiar dos filas de la matriz;
2) multiplicar una fila por un escalar no nulo;

3) sumar a una fila un mdltiplo de otra.
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Método de Gauss

e Decimos que una matriz A € M,,«» es escalonada si se cumplen las
siguientes condiciones:

1) las filas nulas estan situadas en la parte inferior de la matriz;

2) debajo del primer elemento no nulo de cada fila (llamado pivote) solo hay
ceros;

3) el pivote de una fila estéd situado mas a la derecha que el pivote de las filas
superiores.

e Ejemplo. Determina si las siguientes matrices son escalonadas.

7 0 0 0 0 0 3 4
A:0023,B:4000,C:(023),
0 0 0 4 0 0 0 5
0 5 2
D:(gggg), E=| 0 0 0
0 0 O
(Solucién)
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Teorema de Rouché—Frobenius

El rango de una matriz A € M ,xn, rg(A), es el nimero de filas no nulas
de una matriz escalonada equivalente.

Si A€ M,,xn entonces rg (A) = rg (AT).

Si A€ M xn, entonces rg (A) < min{m,n }.

Teorema de Rouché—Frobenius. Si AX = B es un sistema lineal con
Ae Mpxn X EMpx1y BE Mpx1, se cumple:

o si rg(A) =rg(A|B) = n, entonces el sistema es compatible determinado;

o si rg(A) =rg(A|B) < n, entonces el sistema es compatible indeterminado;

o si rg(A) # rg (A|B), entonces el sistema es incompatible.
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Ejemplos

e Ejemplo. Discute los siguientes sistemas utilizando el método de Gauss.

y — z + t = -1
1) 2x + 2y — 3z 4+ 4t = -6
4x + 2y — 4z 4+ 6t = —10
2x + 3y — 4z 4+ 5t = -7
2x — y + z =1
2) { 3y — 3z = 2
—A4x 4+ ay + 4z = 2
ax + 2y — 3z = -3
3){ —x — 4y + 3z = =2
—2x — 2y = f

(Solucién)
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Calculo de la matriz inversa

Método de Gauss—Jordan
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Método de Gauss—Jordan

e Método de Gauss: es un método de resolucion de sistemas AX = B que
consiste en hacer operaciones elementales por filas en la matriz ampliada
(A|B) hasta obtener una matriz escalonada equivalente.

e Método de Gauss—Jordan: es un método de resolucién de sistemas
AX = B que consiste en hacer operaciones elementales por filas en Ia
matriz ampliada (A|B) hasta obtener una matriz escalonada reducida equiva-
lente.
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Método de Gauss—Jordan

e Decimos que una matriz A € M ,,«» es escalonada reducida si se cumplen
las siguientes condiciones:

1) es escalonada;
2) todos los pivotes son 1;

3) todos los pivotes tienen encima y debajo 0.

e Ejemplo. Determina si las siguientes matrices son escalonadas reducidas.

1 00 0 1 2 0 0 1
A= o0 o0 1 0), B=[o0 o010 0],
0 0 0 1 0 0 0 1 2
0 1 2
C:(ggé_ol), p=[ o0 0o o
0 0 0

(Solucién)
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Calculo de la matriz inversa

e Si A e M, esinvertible, se puede obtener A~! realizando transformaciones
elementales:

(Alh) — ([ A7)

e Ejemplo. Calcula, si existe, la inversa de las siguientes matrices utilizando
el método de Gauss—Jordan.

2 1 -2
1)A_(ig) 2)3_(i§> Hc=|6 1 -1
g —2 3

(Solucién)
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Calculo de la matriz inversa

e Si A es una matriz invertible, entonces el sistema AX = B es compatible
determinado y ademas se cumple:

AX=B & AAX=A"B & X=A1B.

e Si A es una matriz invertible, entonces el sistema AX = 0 es compatible
determinado y la Unica solucién es X = 0.
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Soluciones
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Soluciones
Pag. 5

1 3 4
hare=(134)
2) No se puede calcular porque las matrices son de distinto tamafio: A € Msx3 y

C G M3x3.
0o 2 2

pas= (02 2)
Pag. 6

11 0 21
nas=( 1 5 %)

Pag. 8
-3 -1 -2 =2
has=( 2 M) yeac( 2 )
5 1 4 . :
2) AC = ( 11 3 8 ) y CA no se puede calcular porque las matrices no tienen el

tamaio adecuado: C € Mox3y A € Moyo.
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Soluciones

7 5
2 2
)y,4+QAB+B__(O 6)

-1 -3
2 _ 2 _
>yA 2AB+B—( 0 6)'

~ O 00O

Pag. 10
1) (A+h)>?>=A+hL)A+16L)=AA+ Al + hA+ Il = A2+ 2A+ I,
2) (A—1)2=(A—IL)A—=1,)=AA— Aly — bA+ Inl, = A2 — 2A + I,.
3) (A4 ) (A= 1)) = AA— Al + 1A — Inl, = A2 — |,

42 / 52



Soluciones
Pag. 13
1 2

1) det(3 4)_4—6_—2.
1 2 3

2) det(A)=det | 2 0 1 | =04+4-6-0—-1+4=1.
2 1 1

Pag. 14

Pag. 15
—-1 0 6 0 2 1
1) det(A) =1-(—1)°det 1 0 |+1-(—D*et| -1 0 6 | =
1 2 1 1 2 1
=(—1+36—6)+ (12 —2+2) =41.
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Soluciones

Pag. 20

1) x=—m, y=m.

Pag. 23

1) Es un sistema compatible indeterminado porque { ;i 2_’2 y { ;i ;5, son

dos soluciones.

2) Es un sistema incompatible porque la expresién x 4+ y no puede tener dos valores

distintos.
3) Es un sistema compatible determinado porque la (nica solucién es x = y = %
Pag. 27
x4+ y+2z=9 Y X+ y+ 2z= 9 A~
1) 2x4+4y —3z=1 BE—-E-2F 2y — Tz = —17 Es—2E; 3E,

3x4+6y —5z=0 EB—E-3K y—11z = =27
X+ y+2z= 9 x =1,
2y — 7z = —-17 — SCD: y =2,
— zZz = —3 Z — 3 .
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Soluciones
x+2y+z=0 Y x+2y+z=0
2) {—x—2y—z:3 By ExtEy { 0=3 "
x+ y+2z= 3 ~ x+ y+2z= 3 ~
3) X — y+ z=-1 Er—E—E _2‘y_ z=—4 Es—E3+Ep
2y + z= 4 2y + z= 4
x+ y+2z= 3 x=3a—5,
—2y — z=—-4 — SCI y =a«a, con o € R.
0= 0 z=4—-2a«,

Pag. 32
A) Si es escalonada.

B) No es escalonada porque el pivote de la segunda fila estd mas hacia la izquierda que el
pivote de la primera fila.

C) Si es escalonada.
D) Si es escalonada.

E) Si es escalonada.
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Soluciones
Pag. 34
o 1 -1 1 -1 2 2 -3 4 —6
. 2 2 -3 4 —6 ~ o 1 -1 1 —1
) (AlB)=1| 72 2 4 6!|-10 iy 4 2 —4 6|-10
2 3 -4 5| -7 1 2 3 4 5| -7
2 2 -3 4 | —6 2 2 -3 4| -6
0 -2 2 -2 2 0 O 0 0 0
F3—>F3—2F1 O 1 _1 1 _1 F3—>F3—|—2F2 0 0 0 0 O
F4—>F4—F]_ F4—)F4—F2
Como rg (A|B) = rg (A) = 2 < 4 = n? incdgnitas, es SCl y con solucién:
x=—aph—fF—-2,
y=a—-§-1, con o, B € R.
zZ=a,
t=4,
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Soluciones
2 -1 1)1 ~ 2 -1 1)1
(AlB)=( o 3 -3|2 0 3 —3]|2
—4 a 42 Fs—=Fs+2k 0 a—2 6|4
2 -1 1)1
© Sia=2lamatrizes | 0 3 —3|2 | ycomorg(AB)=rg(A)=3=
0 0 6|4
x =2/3,
= n? incégnitas, es SCD con solucién y =4/3,
z=2/3.
o Sia#2
2 -1 1)1 2 -1 1 1
0 3 -3 |2 ~~ 0 3 -3 2
O o — 2 6 4 F3—>F3——F2 0 gig %%
2 — 1 1
e Sia = —4, la matriz es 0 -3 2 y como rg (A|B) =3 # 2 =rg (A),
0 o 0| -4
es Sl.
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Soluciones
2 -1 1 1
® Si o # —4, la matriz es o 3 -3 2 y como rg (A|B) = rg (A) =
x =2,
= 3 = n? de incégnitas, es SCD con solucién: y=73,
z=3%7
a 2 -3 -3 1 4 -3 2
3) (A|B)={ -1 -4 3|-2 ~ a 2 -3|-3
-2 -2 0| pB Fa<s—Fy -2 =2 0| B
. 0 2—4a —-343a| —-3-2«a ~
2—F—aF _ 1
F3—)F3—{-2F1 0 6 6 4 + ﬁ F2(—>6F3
1 4 -3 2
o 1 —1 Mo ~
0 2—4a -3+3a| -3—-2 F3—F3+(4a—2)F
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Soluciones
1 4 -3 2
0o 1 -1 1]
0 0 —1—o|-3-2a+222(4+p)
1 4 -3 2
o Sia=-1lamatrizes [ 0 1 —1| *Z
0 O 0| -5—-p
1 4 -3 2
e Si B = —5, la matriz es 0 1 —-1]-% ycomorg (A|B) =rg(A)=2< 3=
0O 0 O 0
x=32,
= n? incégnitas, es SCl con solucién: y=1%,
7 = 28—«
3 a+4
1 4 -3 2
e Si B # —b5, la matriz es o 1 -1 4+T y como rg (A|B) =3 # 2 =rg(A)
0 O 0| —5—p

es Sl.
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Soluciones

1 4 -3 2
o Si a # —1 la matriz es 0 1 -1 # y como
0 0 —1l—o|-3-2a+222(4+p)
=3
rg (A|B) = 3 = rg (A) = n® incégnitas, es SCD con solucién: y = % :
,— 28=a
3 at4

Pag. 37
A) Si es escalonada reducida.
B) Si es escalonada reducida.

C) No es escalonada reducida porque el pivote de la segunda fila no es 1.

D) Si es escalonada reducida.
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Soluciones
Pag. 38
/2 5]1 0 ~ 1 3]0 1 ~
1)(/‘”2)—(1 3‘0 1) (2 5‘1 o)
F]_<—>F2 F2—>F2—2F1
1 3]0 1 ~ 1 3] 0 1 ~
0 —1]1 —2 0 1|/-1 2
F2(—>—F2 F1<—>F2—3F1
1 0| 3 -4\ .
(0 1‘—1 2)—(’2"‘ ):

< 1 1 ‘ 0 1 ) AU
2 211 0
Fo—Fy—2F;
1 1|0 1
( 0 O ‘ 1 =2 )
Como en la primera submatriz no podremos tener nunca la identidad porque hay
menos pivotes que filas, B no es invertible.
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Soluciones
2 -1 2|1 0 0 ~
3) (C|B)=(6 1 -1]0 1 0 o r
8 -2 -3|0 0 1 22l
F3—F3—4F;
2 -1 -2 1 0 0 2 -1 2| 1 0 o0
0 4 5|-3 1 0| ~ | 0 2 5|—-4 0 1 ~
0 2 5 —4 O 1 F2(—>F3 O 4 5 —3 1 0 F3—)F3—2F2

10 -5 O0|-5 -2 4
0 2 0 1 1 -1

o N
I
N
I
N
I
=
o o
= O

0 0 5| 5 1 — F1—5h —2F 0O 0 5| 5 1 —2
Fo—Fy+F3
20 0 0O|-5 1 3 ~U
~ 02 o 1 1 -1 |
F1—2F;+5F, 0 0 5| 5 1 =2 1R/, P Bf2, Fs= =B/

1 0 0] —52 10 3/

0 1 0| Yo 1 —1p | =(k|C™)

O 0 1| -1 -1 2/

52 / 52



Tema 8. Espacios vectoriales

Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales

Curso 2023 — 2024

Universidad
Rey Juan Carlos



Espacio vectorial

2 /55



Espacio vectorial

® SiR es el conjunto de todos los nimeros reales y V' es un conjunto no vacio,
decimos que V es un espacio vectorial sobre R (o R-espacio vectorial) si

1) En V hay definida una operacién interna, llamada suma y denotada por +,
que verifica las siguientes propiedades:

a) Asociatividad: (u+ v) +w = u+ (v + w) para todo u,v,w € V.
b) Conmutatividad: v+ v = v + u para todo u,v € V.
c) Existencia del elemento neutro: existe 0 € V tal que v+0 = v paratodo v € V.

d) Existencia del elemento opuesto: para cada u € V existe w € V tal que u+w =
0. Se denota por w = —u.

3/55



Espacio vectorial

2) En V hay definida una operacién externa, llamada producto por escalar, que
verifica las siguientes propiedades:

a) Mu+v)=Au+ Av paratodo X\ € Ry para todo u,v € V.
b) (A + B)u = Au+ Bu para todo A\, 8 € Ry para todo u € V.
c) (AB)u = A(Bu) para todo \,B € Ry para todo u € V.

d) 1u = u para todo u € V (1 es el elemento neutro del producto por escalar).

e |Llamamos vectores a los elementos de V' y escalares a los elementos de
R.
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Espacio vectorial

e Ejemplo. Los siguientes conjuntos son espacios vectoriales.

1) R"™: las n-tuplas de nimeros reales
2) Mpmxn: las matrices de tamafio m X n
3) R[x]: los polinomios con coeficientes reales

4) Ru[x]: los polinomios de grado < n con coeficientes reales

e Ejemplo. Los siguientes conjuntos NO son espacios vectoriales.

1) El conjunto formado por un tnico elemento (no nulo), V ={ -7}

2) V={(xy) €R |y =3x+1}
(Solucién)
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Subespacio vectorial
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Subespacio vectorial

e Si V es un R-espacio vectorial y W es un subconjunto no vacio de V,
decimos que W es un subespacio vectorial de V si es un espacio vectorial
utilizando las mismas operaciones de suma y producto por escalar.

e Caracterizacién (1)

W es subespacio si v solo < u+veW paratodou,veW,
vectorial de V y Aue W para todo A € R.

e Caracterizacion (Il)

W' es subespacio
vectorial de V

para todo u,v € W,

} Si'y solosi {)\LH_&/E w para todo A\, € R.
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Subespacio vectorial

e Si V es un espacio vectorial, entonces V' y {0} son dos subespacios vec-
toriales de V.

e Ejemplo. Justifica si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.
1) W={(x,y) eR*|y=2x}
2) S:{(X,y)E]R2|X—|—y:1}
3) T={(2t,4t, -t) eR* |t e R}

4) P = {p(x) € Ra[x] ‘ p(3) =0} es un subespacio vectorial de Ry[x]

syw={(§ %) aex}

6) Sea A € M, invertible. V = {X € M,x1 | AX = 0} es un subespacio
vectorial de M ,x1
(Solucién)
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Subespacio vectorial

e Sea V un R-espacio vectorial y W un subconjunto de V.
Si 0 ¢ W, entonces W NO es un subespacio vectorial de V.

e Ejemplo. Justifica si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.

1) S={(x,y) R’ |x=y+1}

2) T={1l+4ax+bx*€cRe[x]|a,beR}

3) N={<2aa a__:1>€/\/lz|a€R}

4) W={(t,*,00eR®|teR}
(Solucién)
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Union e interseccion de conjuntos

e Sean Ay B dos conjuntos.

o La union de Ay B es

AUB:{X}XeA o bien x € B}.

o La interseccion de Ay B es

AﬁB:{x‘XGA y x€ B}.

10 / 55



Union, interseccion y suma de subespacios

¢ Interseccion de subespacios.
o Teorema. Si V es un R-espacio vectorial y W y § son dos subespacios
vectoriales de V/, entonces W N S es subespacio vectorial de V.
e Union de subespacios.

o En general, W US NO es un subespacio vectorial de V.

e Suma de subespacios.

o Si V es un R-espacio vectorial y W y S son dos subespacios vectoriales de V/,
se define el subespacio vectorial suma de W y S como el menor subespacio
vectorial que contiene a Wy a S.
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Union, interseccion y suma de subespacios

e Ejemplo.

1) Sabiendo que S = {(x,y) € R? ‘ y=0}y T={(x,y) € R ‘ x=0}
son dos subespacios vectoriales de R?, determina si

a) SN T es un subespacio vectorial de R?.

b) SU T es un subespacio vectorial de R?.

2) Sabiendo que S = {(x,y) € R? ’y =2x}y T ={(x,y) € R? }y = 3x}
son dos subespacios vectoriales de R?, determina si

a) SN T es un subespacio vectorial de R?.

b) SU T es un subespacio vectorial de R?.

(Solucién)
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Dependencia e independencia lineal
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Combinacion lineal

e Si V un R-espacio vectorial y uy, up, ..., ux € V, llamamos combinacion
lineal de uy, uy, ..., ux a cualquier vector de la forma

AtUi + Aoty + -+ Aug € V|

con A1, Ao, ..., A\ € R,
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Combinacion lineal

e Ejemplo.

1) Sean los vectores u = (1,0,0) y v = (0,2,0) de R>.
a) El vector (2, —2,0) es combinacién lineal de u y v.

b) EIl vector (0,0,1) no es combinacién lineal de uy v.

2) Sean los polinomios p(x) =1+ x y gq(x) =1+ x* de Ra[x].
a) El polinomio r(x) = 2 no es combinacién lineal de p(x) y g(x).

b) EIl polinomio s(x) = 2 4+ x + x? es combinacién lineal de p(x) y q(x).

(Solucién)
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Dependencia e independencia lineal

e Si V es un R-espacio vectorial y uq, up,...,u, € V, decimos que el con-
junto de vectores { uy, U, ..., ux } es linealmente dependiente si existen
A1, A2, ..., Ax € R no todos nulos tales que

0= Au; +Xoup+ -+ + Mg

e En caso contrario decimos que el conjunto de vectores { uy, up, ..., ux } es
linealmente independiente.
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Dependencia e independencia lineal

e Ejemplo. Justifica si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
dependientes o independientes.

1) = (1,0,1), 2) p(x) = @+x+1,
v = (1,1,0), q(x) = 2x+1,
w = (1,1,1), r(x) = x>+1.
t = (1,2,1).
(Solucién)
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Dependencia e independencia lineal

e Proposicion. Si V es un R-espacio vectorial y tenemos los vectores

Up, U, ... Uk, Uks1, - .., Ukr, € V, entonces se cumple:
1) Si0 € {uw,u,...,u}, entonces { u1, us,...,ux} son linealmente dependi-
entes.

2) v € V es linealmente independiente si y solo si v # 0.

3) Si {ui,uw,...,uk} son linealmente dependientes, entonces
{ui,uz, ..., Uk, Uks1, - .., Uksr } también son linealmente dependientes.

4) Si{ui,uz, ..., Uk, Uks1, ..., Uksr ; SO linealmente independientes, entonces
{u1,u,...,ux} también son linealmente independientes.

5) {u1,uz, ..., ux} son linealmente dependientes si y solo si al menos uno de

los vectores es combinacion lineal del resto.
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Rango

e Proposicion. Un conjunto de vectores { uy, uo, ..., ux } C R"” es lineal-
mente independiente si y solo si la matriz cuyas filas son los vectores
{uy,un, ..., ux} tiene rango k.

e Ejemplo. Determina si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
dependientes o independientes.

1) T=1{(1,1,2,2), (0,1,1,1), (2,0,2,2) }.

2) S=1{(1,1,2,2), (0,1,1,1), (2,0,2,2), (1,1,1,1) }.
(Solucién)
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Sistema generador
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Sistema generador

e Si W es un subespacio vectorial de V, decimos que { uy, up,...,ux } C W
es un sistema generador de W si todo elemento de W se puede expresar
como combinacién lineal del conjunto de vectores { uy, up, ..., ug }.
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Sistema generador

e Ejemplo. Determina si los siguientes conjuntos son sistemas generadores
de los espacios indicados.

1) S=1{(0,1), (1,0), (1,—1) } de R

2) P={1, x, x*} de Ry[x].

1 0 2 -1 1 O
2e={(32): (3 3) (4 8)} e
4) T =1{(0,3,0), (1,0,0) } de R°.

(Solucién)
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Subespacio generado

e SiS={u, u,...,uc} C V, con V un R-espacio vectorial, llamamos
subespacio vectorial generado por S (es decir, (S)) al conjunto de todos
los vectores obtenidos como combinacién lineal de los elementos de S.

e (S) es el subespacio vectorial de V' mas pequefio (con menor cantidad de
elementos) que contiene a S.

e Ejemplo. Describe los siguientes subespacios vectoriales.
1) ((1,0))
2) ((2,1,0), (0,1,1))

3) (x*41)
(Solucién)
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Bases y dimension
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Base y dimension

Si V' es un R-espacio vectorial, decimos que el conjunto de vectores
B={wvi, v ...,v,} CV esunabase de V si

1) B es un conjunto linealmente independiente,

2) B es un sistema generador de V.

Si B tiene n elementos, entonces todas las bases de V tienen n elementos.

Si cambiamos el orden de los elementos de B obtenemos una base B’
distinta.

Llamamos dimension de V/, dim(V), al nimero de elementos de B.
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Base y dimension

e Ejemplo.
1) B={(1,0), (0,1)} es una base de R?.

2) B={(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) } es una base de R". Se
llama base canodnica de R".

3) B={1,x,x%...,x"} es una base de R,[x]. Sea llama base estandar de
R,[x].

4) El espacio vectorial trivial V = {0} tiene dimensién 0 ya que {0} es un
sistema generador de V pero no es linealmente independiente.

5 B={1,x, x* ...} es una base de R[x].
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Base y dimension

e Teorema. Si V es un R-espacio vectorial, entonces

1) dim(V) es el nimero minimo de vectores que forman un sistema generador
de V.

2) dim(V) es el nimero maximo de vectores de V' linealmente independientes.
3) Si W es subespacio vectorial de V, entonces dim(W) < dim(V).

4) Si W es subespacio vectorial de V/, entonces
dim(W) =dim(V) siy solosi W = V.

5) Si Wy S son dos subespacios vectoriales de V, entonces
dim(W + S) =dim(W) + dim(S) — dim(W N S).
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Base y dimension

6) Si S = {w,uw,...,un} es un sistema generador de V (m > dim(V)),
entonces existe un subconjunto de S linealmente independiente.

7) Si u1,u,...,ur € V son linealmente independientes (r < dim(V)), existen
vectores ury1, Urs2, ..., U, € V talesque { v1, uz, ..., Ur, Ury1,..., Uy } €S UNQ
base de V.
e Teorema. Si V esun R-espacio vectorial condim(V) = ny S={u1, ..., u,}

es un conjunto de n vectores de V/, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1) S es una base de V.
2) S es un sistema generador de V.

3) S es linealmente independiente.
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Base y dimension

e Ejemplo. Encuentra una base y determina la dimensién de los siguientes
subespacios.

1) S:{(X,y,z)€R3‘x—|—2y—z:O, 2x —y+3z=0}
2) W={(x,y,2z) € R® | 2x—y+32=0, 4x—2y+62=0, —6x+3y—9z=0}

3) T=(xX4+x+x, x> =1, x*+x+1, x*+1, 2x* + x4+ 2)
(Solucién)
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Union, interseccion y suma de subespacios

e Ejemplo. Calcula una base de $ 4+ T siendo

1) S:{(X,y,z)€R3‘x—|—y—|—z:0} y
T={((1,1,1),(1,1,0), (-1,—-1,0)).

2) S:{a—l—bx—|—cx2—|—dx3€]R3[x]‘a—c—d:O,b—l—c:O} y

T=(1+x4+x>1-—x—x* x+2x>+x°).
(Solucién)
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Coordenadas y cambio de base
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Coordenadas

e Todo elemento de V se puede expresar de forma tinica como combinacién
lineal de los elementos de una base.

e SiveVyB={u,u,...,u,} es un base de V, entonces existen unos
Unicos valores A1, Ao, ..., A\, € R tales que

V= A1u1 + Xoup + -+ Ajup .

e Decimos que los escalares A1, A2, ..., A, son las coordenadas de v € V
con respecto de la base B y lo denotamos por

vV = [)\1, )\2,...,)\,7]5.
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Coordenadas

e Ejemplo.

1) En R?, calcula las coordenadas de v = (2, —4) con respecto a las bases:
a) B={(1,0),(0,1)} (base canénica de R?).
b) B"={(1,1), (0,2) }.

2) En Ry[x], calcula las coordenadas de p(x) = 6x®> — 2x + 3 con respecto a
las bases:
a) B=1{1, x, x>} (base estandar de Ry[x]).
b) B/ ={x? x+1, -5}

(Solucién)
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Vectores linealmente independientes y

coordenadas

e Proposicion. Un conjunto de vectores { uy, uo, ..., ux} C V es lineal-
mente independiente si y solo si la matriz cuyas columnas (o filas) son las
coordenadas de los vectores { uy, U, ..., ux } tiene rango k.

e Ejemplo. Si p(x)=3x3+2x+1, q(x)=4x>+3x+2y r(x)=6x>+4x+3.
i Los siguientes conjuntos son linealmente dependientes o independientes?

1) T ={p(x), a(x), r(x) }

2) S={p(x), a(x)}
(Solucién)
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Matriz de cambio de base

e Sea V un R-espacio vectorial de dimensién ny sean B = { uj, up, ..., u,}
y B'={wy,ws,...,w,} dos bases de V.

e Podemos escribir
ug = )\%Wl + )\%WQ + -t )\,17Wn — [Aia)\%7 --v)\rl7]B’ )
Uy = )\%Wl + )\§W2 + -+ )\,27Wn - [)‘%7)‘%7 . -7)‘127]3’ )
Un = ANJwi + Mwa + -+ Aow, = AL, ., Al

e La matriz de cambio de base de B a B’ es

AR a0
DYDY I V.

Pg . g = _2 .2 .2 eM,.
AL A2 )
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Matriz de cambio de base

* En la columna j estan las coordenadas del vector u; con respecto a la base
B' (paraj=1,2,...,n).

e La matriz de cambio de base de B’ a B es la inversa de Pg/._g:
P = (Pereg)™ "

e Si v € V es un vector con coordenadas v = [a1,ap,...,a,ls Y
v =[01,02,---,08n]s, se cumple

b1 a1
b2 %! _ N N
. = Pp/B . , 0 equivalentemente, Vgr = Ps B Vg .
Bn p
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Matriz de cambio de base

e Ejemplo.

1) Si B={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} y B = {(1,1,0), (0,1,1), (0,1,0)} son
dos bases de R3, calcula:

a) La matriz de cambio de base de B’ a B.

b) Las coordenadas con respecto a la base canénica del vector v € R3 sabiendo
que v = [1,0, —2]pg.

2) SiB={1,x,x*}yB ={x*—2x+1, 2x —2, 2} son dos bases de Ry[x],
calcula:

a) La matriz de cambio de base de B’ a B.

b) Las coordenadas del vector p(x) = 1 4 2x — 2x? con respecto a la base B’.

(Solucién)
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Soluciones
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Pag. 5

1)

2)

3)

4)

Utilizando las operaciones suma de vectores y producto de un vector por un escalar y
el elemento neutro es el (0,0,...,0).

Utilizando las operaciones suma de matrices y producto de una matriz por un escalar y

O 0 ... O
el elemento neutro es el L
O 0 ... O
Utilizando las operaciones suma de polinomios y producto de un polinomio por un
escalar y el elemento neutro es el 0+ 0x + 0x2 + - - - + 0x" + . ..

Utilizando las operaciones suma de polinomios y producto de un polinomio por un
escalar y el elemento neutro es el 0 4 0x + 0x2 + - - - + 0x".

Pag. 5

1) No es un subespacio vectorial porque —7 € V pero 4-(—=7) ¢ W.

2) No es un subespacio vectorial porque no contiene al neutro: (0,0) € V ya que
0£3-0+1.
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Pag. 8
1) W si es un subespacio vectorial de R? porque:

O Si(x,y), (z,t) e W, i(x,y)+ (z,t) = (x+ z,y + t) € W? Cierto ya que
(x,y) e W = y=2x

O Si(x,y) e Wy XeR, iA(x,y) = (Ax,Ay) € W? Cierto ya que
(x,y) e W = y=2x

A ER X = Ay = A2x = 2(Ax).

2) S no es un subespacio vectorial de R? porque (1,0) € S pero 2(1,0) € S porque
24 0+41.

3) T si es un subespacio vectorial de R3 porque:

O Si (2t,4t, —t), (2s,4s,—s) € T, i(2t,4t, —t) 4+ (2s,4s, —s) € W? Cierto ya que
(2t,4t, —t) + (2s,4s, —s) = (2(t + s),4(t +s), —(t +s)) con s+ t € R.

O Si(2t,4t,—t) € Ty X € R, iN(2t,4t, —t) € W? Cierto ya que
A(2t, 4t, —t) = (2(At), 4(At), —(At)) con At € R.
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4) P si es un subespacio vectorial de Ry[x] porque:
O Si p(x), g(x) € P, ip(x) + q(x) € P? Cierto ya que

52325 = 58328 } + = p(3) +q(3) = 0.

O Sip(x) € Py X eR, jAp(x) € W? Cierto ya que

p(x) e P = P(:’;\)E:Hg } X = Ap(3)=A-0=0.

5) N si es un subespacio vectorial de M porque:

o SiA:( 8 _23 ),B:( g _22 ) € N, jA+ B € P? Cierto ya que

_ a+b 2(a+b)
A+B_< 0 —(a+b) )

o SiA:( 5 _2; ) ENyXER, JNAE W? CiertoyaqueAAz( ’\8 _283 )

6) Como A es invertible, existe A~l Entonces, AX =0 = A 1AX=A"10 =
= IhbX =0 = X =0. Es decir, V ={0} que es subespacio vectorial de Mpx1.
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Pag. 9
1) S no es un subespacio vectorial de R? ya que (0,0) € S porque 0 # 0 + 1.
2) T no es un subespacio vectorial de Ry[x] ya que 0 =0+ 0x +0x2 & T porque el

1=0,
sistema a=0, no tiene solucién.
b=0,
. . 0 O .
3) N no es un subespacio vectorial de My ya que 0 0 Z N porque el sistema
a=20,
a+1=0, no tiene solucién
2a=0, '
—a=20,

4) W no es un subespacio vectorial de R3 ya que (1,1,0) € W pero 2(1,1,0) € W.

Pag. 12

1) a) SN T si es subespacio vectorial de R? por ser interseccién de dos subespacios
vectoriales de R?.
b) SU T no es subespacio vectorial porque (1,0) e SCSUTy (0,7) e TCSUT
pero (1,0) +(0,7) = (1,7) € SU T porque (1,7) € Sni (1,7) € T.
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2) a)

b)

SN T si es subespacio vectorial de R? por ser interseccién de dos subespacios
vectoriales de R2.

SU T no es subespacio vectorial porque (1,2) e SCSUTy(1,3) e TCSUT
pero (1,2) +(1,3) = (2,5) € SU T porque (2,5) € Sni (2,5) € T.

Pag. 15
1) a) Cierto porque (2,—2,0) =2u —v.
0=1a,
b) Cierto porque (0,0,1) = «(1,0,0) + 3(0,2,0) = 0=283, no tiene
1=0
solucién.
2=a+4,
2) a) Cierto porque 2 = a (1 +x) + B (1 + x?) = 0=cq, no tiene solucién.
0=2,
b) Cierto porque s(x) = p(x) + q(x).
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Pag. 17

1) Si (0,0,0) =«(1,0,1)+3(1,1,0) +v(1,1,1) + A (1,2,1), entonces
O=a+B8+7+ A O=a+B8+v+ A
0= B+ v+ 2\ g 0= B+ v+ 2\ g
Oza —l—’}/—l— )\ E3—)E3—E1 0: —/3 E3—>E3+E2
O=a+B+v+ A gfas’
0= B+ ~+2X esun SCI con solucién: ) con s € R.

7__257

0= v+ 2\ A= s

Deducimos que los vectores { u, v, w, t } son linealmente dependientes.

2) SiO:O+Ox—i—0x2:a(l+x+x2)—|—5(1—|—2x)—i—fy(1—i—x2), entonces

O=a+ B+y ~ O=a+B+xy O=a+B+7
0=a+2 0= - ~ 0= -
E3—>E3—E1 3 3 2

es un SCD con solucién: a = =~ =0.

Deducimos que los vectores { p(x), g(x), r(x) } son linealmente independientes.
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Pag. 19
1 1 2 2 1 1 2 2
1) Comorg| O 1 1 1 = rgl 0 1 1 1 =
2 0 2 2 F3—F3—2F o -2 -2 =2 F3—F3+2F;
1 1 2 2
=rg 0O 1 1 1 = 2 deducimos que los vectores de T son linealmente
0O 0 0 O

dependientes.

2) Como S=TU{(1,1,1,1) } y los vectores de T son linealmente dependientes,
también lo son los de S.

Pag. 22
1) S si es sistema generador de R? porque si (a, b) € R?, el sistema
(a,b) = a(0,1) + 5(1,0) + v (1, —1) tiene solucidn:
a=b+t,

{a: B+ es SCI con solucién: B=a—t, conté€R.
b=« — y=t
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2) P si es sistema generador de Ry[x] porque si a+ bx + ¢ x? € Ry[x], el sistema

a=a,
a+ bx+cx®=al+ fx+vx? tiene solucién: B8=b, conteR.
Y=c,

3) R no es sistema generador de M, porque si ( i Z ) € Mo, el sistema

(25)=a(s 5)s(35) (1 §) e

a=a+20+7y

b= -0 no tiene solucién si d # 0

c= B+ '

d=0

4) T no es sistema generador de R® porque si (a, b, c) € R3, el sistema
a=2_p
(a,b,c) =« (0,3,0) + 5(1,0,0), es decir, b =3a no tiene solucién si ¢ # 0.

c=0
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Pag. 23

1) ((1,0)) ={a(1,0) [a€R}.

2) ((2,1,0),(0,1,1)) = {a(2,1,0)+8(0,1,1) | @, B € R}.
3) (2+1)={a(:®+1) | acR}.

Pag. 29
1) Buscamos un sistema generador de S resolviendo el sistema
X = —t
x+2y— z=0 . o
{ 2x — y+3z=0 = )z/:;‘, con t € R. Entonces, S = ((—1,1,1)).

Como el sistema generador estad formado por un tnico elemento no nulo, es
linealmente independiente y, por lo tanto, una base de S es { (—1,1,1) }.

2) Buscamos un sistema generador de W resolviendo el sistema

2x — y+3z=0 x=t
4x -2y +6z=0 = y =2t+3s, con t,s € R. Entonces,
—6x+4+3y —9z=0 z=s,

S=1{((1,2,0), (0,3,1)). Como ademas esos dos vectores son linealmente
independientes (ya que tienen rango 2) una base de W es {(1,2,0), (0,3,1) }.
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2) Buscamos un sistema generador de W resolviendo el sistema
2x— y+3z=0 x=t
4x — 2y +6z=0 = y=2t+3s, con t,s € R. Entonces, podemos
—6x+4+3y —9z=0 z=s,
escribir
W ={(x,y,z) € R®? ’x:a, y=2a+38,z=0}=
={(o,20+33, B) €R’ | 0, B € R} =
={(@, 20, 0)+ (0,38, B) € R® | o, BER} =
={a(1,2,0)+8(0,3,1) € R* | o, B € R} = ((1,2,0), (0,3,1)).
. . . . 120
Como ademés esos dos vectores son linealmente independientes (ya que rg 031 =2),
una base de W es {(1,2,0), (0,3,1) }.
3) Como ya tenemos un sistema generador de T, solo hay que comprobar que son lineal-
mente independientes (pasando a coordenadas con respecto de la base estandar):
0O 1 1 1 -1 0 0 1
-1 0 0 1 0O 1 1 1
rg 1 1 1 0 = rg 1 1 1 0 =
]. 0 1 0 Fi+Fp 1 0 1 O F3—>F3+F1
Fp—F4+Fq
F5—>F5—2F1
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-1 0

0 1

=rg 0 1
0 O

-1 0

0 1

0 O

0 O

= =) =R O

o

1
0

= =

o

NN NN

F4—>F4—F3

rg

0
0

[eNel o]

)

0
0

= OO

o

0
0

= O = =

N NN T

0
0

Entonces, una base de T es {x3 — x, x3 + x? + x, 2x2 + x + 2 }.

Pag. 30

1) Buscamos un sistema generador de S. Para ello, resolvemos el sistema

x+y+z=0 =

X =—s—1t,
y=s,
z=1.

Entonces, podemos escribir

S={(-s—t,—s,—t) € R ‘ s,tER}:{(—s,—s,0)+(—t,0,—t)€R3}s,tER}:

= {s(-1,-1,0) + t(—1,0,—1) € R3 \ s,teR} = ((=1,1,0), (=1,0,1)).
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Ya conocemos un sistema generador de

S+ T =((-1,1,0), (-1,0,1), (1,1,1), (1,1,0), (—1,—1,0)). Eliminamos los vec-
tores linealmente dependientes para obtener la base:

1 1 0 1 1 0
-1 0 1 0O 1 1
rg 1 1 1 - rg 0O 0 1 = 3.
1 1 0 Fy—sFo+Fy 0O 0 O
F3—F3—Fp
Fa—Fa—Fy
Fs— F5+Fy

Deducimos que una base de S+ T es {(1,1,0), (-1,0,1), (1,1,1) }.

2) Buscamos un sistema generador de S. Para ello, resolvemos el sistema

a=a+8,
a —c—d=0 b= —Q, .
{ b+ c ~0 = c=a, Entonces, podemos escribir
d=g.

S={(a+8)—Bx+ax®+px>ERs[x] | a,BER} =
= {(a+ )+ (B-Bx+px°) €Rs[x] | s,t e R} =
={a(1+x*)+B(1—x+x*) €Rslx] | s,t eR} = (14 1—x+ 7).
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Ya conocemos un sistema generador de

S+ T =(14+x>,1—-x+x31+x2+x31—-x—x% x+2x>+ x3). Eliminamos
los vectores linealmente dependientes para obtener la base. Para ello, trabajamos en
coordenadas con respecto a la base B = {1, x, x2, x3}.

1 0 1 O 1 0 1 0
1 -1 0 1 0O -1 -1 1
rg 1 0 1 1 = rg 0O 0 0 1 =
1 -1-10 Fo—Fy—Fy 0 -1 -2 0 Fo—Fi—Fp
F3—F—F Fs—F5+F>
F4—)F4—F1
1 0 1 O 1 0 1 O
O -1 -1 1 0O -1 -1 1
=rg O 0 0 1 = rg O 0 -1 -1 =
O 0 -1 —1 F3<Fy O 0 0 1 Fs— F5+F3
1 0 1 O 1 0 1 O
0O -1 -1 1 0O -1 -1 1
=rg 0O 0 -1 -1 = rg 0O 0 -1 -1 =4

Deducimos que una basede S+ T es {1+ x?, 1 —x+x3,1 —x—x2, 1+ x*>+x3}.
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Pag. 33
1) a) Resolvemos el sistema: (2,—4) = «(1,0) + 5(0,1) = {_iig’ Entonces,
vV = [2, —4]3.

b) Resolvemos el sistema: (2,—4) = «(1,1) + 5(0,2) = { _i ~ g 423 =
a=2, iy
= { B=3. Entonces, v = [2, —3]p'.
3=a,
2) a) Resolvemos el sistema: 6x?> —2x+3 = a-1+Bx+vx?> = { —2= [, Entonces,
= ")/_
p(X) - [37 _27 6]B
6=a
b) Resolvemos el sistema: 6x2—2x+3 = ax?+8 (x+1)+v-(=5) = < —2=7
3=p08—5y
a=26,
= B = —2, Entonces, p(x) =1[6,—2,—1]g.
v=-1.
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Pag. 34

1) Calculamos las coordenadas de los vectores de T con respecto a la base estandar de
Ry[x], la base B = {1, x, x? }:

p(x) =3x2+2x+1=1[1,2,3]5, q(x) = 4x%2 +3x+2=2,3,4]z,
r(x) = 6x> 4+ 4x + 3 = [3,4,6]5.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Como rg 2 3 4 =rg 0 -1 -2 =rg 0O 1 2 = 3 = n%de
3 4 6 0 -2 -3 0O 0 1

vectores de T, deducimos que los vectores de T son linealmente independientes.

2) Como S C Ty T eslinealmente independiente, S también es linealmente independiente.

Pag. 37

1) a) Como B es la base canénica, las coordenadas de los vectores de B’ con respecto a
la base B son:

(1,1,0) =[1,1,0]g, (0,1,1) =1[0,1,1]g y (0,1,0) =10,1,0]5,
1 0 O
y entonces Pg, g/ = 1 1 1
0 1 0
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1 0 O 1 1
b) Como v} = Pg, g vBT, = 1 1 1 0 = | —1 |, entonces
0 1 0 —2 0

v=[1,-1,0]z.

2) a) Como B es la base estandar, las coordenadas de los vectores de B’ con respecto a
la base B son:

x? —2x+1=[1,-2,1]g, 2x — 2 =[-2,2,0]g y 2 =[2,0,0]g,

1 -2 2
y entonces Pg, gr = -2 2 0
1 0 O

b) Calculamos la inversa de Pg, g/ para obtener Pg/, p:

1 -2 21 0 O 1 -2 2 1 0 O
(Pgepr|B)=1 -2 2 0|0 1 O ~ 0 -2 4 2 1 0
1 0 00 0 1 /) p ppor \O 2 -2]-1 0 1
F3—>F3—F1

1 -2 21 0 O 1 -2 0|0 -1 —1

~ 0 -2 412 1 O ~Y O -2 0|0 —1 -2

e rF O 0 2|1 1 1 L Fy— Fs O 0 2|1 1 1

3 3+ 2 F2—>F2—2F3
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1 0 00 O 1 1 0
~ 0O -2 0|0 -1 -2 ~ 0 1
0 0 2[1 1 1 /)4, 6,\0 0
fimh=Fh F3—Fi /2
= (1| PgrB)-
0 0 1 1
Entonces, vBT, = Pg/ g vBT = 0 1o 1 2
1o 1p 1/ -2
tanto, p(x) =[-2, -1, %]B/.
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Aplicacion

e Si Ay B son dos conjuntos, llamamos aplicacion de A en B (denotado
por f: A — B) a una ley o regla que asigna a cada elemento x € A un
tinico elemento de B, denotado por f(x) € B.

e Decimos que A es el conjunto origen y B es el conjunto de llegada o
destino.

e Llamamos imagen de x € A al valor f(x) € B y antiimagen de f(x) € B
al valor x € A.

e Ejemplo.
1) f:N— Z con f(n) = —n
2) f: R — R con f(x) = x*
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Aplicacion lineal

e Si V y W son dos R-espacios vectoriales, decimos que f: V — W es
una aplicacion lineal (o homomorfismo) si

f(au+ Bv) = af(u) + Bf(v)

para todo u,v € V y para todo o, 5 € R.

O equivalentemente, si

flu+v)="f(u)+f(v) paratodou,veV,
f(Au) = AMf(u) paratodo u € V' y paratodo A € R.

e Si V = W decimos que la aplicaciéon lineal es un endomorfismo.
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Aplicacion lineal

e Ejemplo. Determina si las siguientes aplicaciones son lineales.
1) f:R* — R? con f(x,y,z) =(x—y, z+ x)
2) f:R* — R? con f(x,y,z)=(y, x?)

3) f: Ry[x] — Ri[x] con f(p(x)) = p'(x)

4) f:Ralx] — Mz con f(a+ bx+ o) = ( ° iz»)

(Solucién)
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Aplicacion lineal

e Proposicion. Si f: V — W es una aplicacién lineal, se cumple:

1) f(0)=0
2) f(—v)= —f(v) paratodo v eV

3) f()\lul + Mo + -+ )\kuk) = )\1f(U1) + )\Qf(UQ) + -4 )\kf(uk) para todo

ui, U, ...,ux € Vyparatodo A\;, da..., Ax € R.

e Ejemplo. Determina si la siguiente aplicacion es lineal.

1) f: Ry[x] — Rz[x] con f(p(x)) = p(x) + 2 para todo p(x) € Ro[x]
(Solucién)
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Nucleo e imagen
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Nuicleo e imagen

e Si f: V— W es una aplicacién lineal, se define:

o El nicleo de f como

ker(f)={veV|f(v)=0}.

o Laimagen de f como

Im(f) ={f(v)e W |veV}.
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Nuicleo e imagen

e Proposicion. Si f: V — W es una aplicacion lineal, entonces

1) ker(f) es un subespacio vectorial de V.
2) Im(f) es un subespacio vectorial de W'y el rango de f es rg (f) = dim(Im (f)).

3) Si{uw,u,...,ux} es un sistema generador de V, entonces
{f(u1),f(u2),...,f(ux)} es un sistema generador de Im (f)

(que puede ser distinto de W).

4) Si V es un R-espacio vectorial de dimensién finita, se cumple

dim(ker(f)) + dim(Im (f)) = dim(V).
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Nuicleo e imagen

e Ejemplo. Calcula el nicleo y la imagen de las siguientes aplicaciones
lineales.

1) f:R* — R? con f(x,y,z)=(x—y,z).

2) f: Ry[x] — Ri[x] con f(p(x)) = p'(x).

3) f: Mz — Rs[x] con f(i Z) = (a4 d)x® 4+ (b —2c)x* + cx + a.

(Solucién)
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Aplicaciones lineales inyectivas,

sobreyectivas y biyectivas
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Funcion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

e Decimos que f: A — B es inyectiva si para x,y € Dom (f) con

f(x) =f(y), entoncesx=y.

e Ejemplo. Determina si las siguientes aplicaciones son inyectivas.

1) f: A —— B 2) 8t A —— B
a 1 a 1

b > 2 b > 2

C 3 CM3

d 4 d $ 4

5 5

(Solucién)
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Funcion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

e Decimos que f: A — B es sobreyectiva si para todo y € B existe x € A

con f(x) =y, es decir, si
Im (f) = B.

e Ejemplo. Determina si las siguientes aplicaciones son sobreyectivas.

1) f: A —— B 2) &8¢ A —— B
a 1 a 1
b > 2 b > 2
C 3 C 3
d 4 d 4
5 e 5
(Solucién)
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Funcion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

e Decimos que f: A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

e Ejemplo. Determina si las siguientes aplicaciones son inyectivas, sobreyec-
tivas y/o biyectivas.

1) f:R— R con f(x)=x>

2) f: R —[0,+00) con f(x)=x

3) f:[0,+00) — R con f(x) = x*

4) f:[0,+00) — [0,+00) con f(x) = x*

(Solucién)
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Aplicacion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva

e Caracterizacion. Sea f: V — W una aplicacién lineal. Entonces,
o f es inyectiva si y solo si ker(f) = {0}.

o f es sobreyectiva si y solo si Im (f) = W.

e Proposicion. Sea f: V — W una aplicacién lineal. Entonces,
o f es inyectiva si y solo si dim(Im (f)) = dim(V).
o f es sobreyectiva si y solo si dim(Im (f)) = dim(W).
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

16 / 35



Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Sea f: V — W una aplicacién lineal y sean

B={u, u...;un}y vy B ={wy,wo,...,wp}
bases de V' y de W respectivamente.

e Podemos escribir
f(ul) = )\%Wl -+ )\%WQ + -4 )\}nWm = [)\%,)\%, .. .,)\}n]B/ ,
f(UQ) = )\%Wl —+ )\%WQ + - 4 )\%,,Wm = [)\%,)\%, .. .,)\,2”]3/ ,

f(un) — )‘?WI + )‘,27W2 + - )‘anm — [)‘,177 )‘,277 ceey AZ’;]B’ .
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

e La matriz asociada a f respecto de las bases By B’ es

ALa2
Moo N

MB’<—B(f) — : . . : S men .
AL e

e En la columna j estan las coordenadas del vector f(uj) con respecto a la
base B’ (para j=1,2,...,n).

18 / 35



Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Si v € V es un vector con coordenadas v = [a1,an ..., ap]s Y
f(v) =1[B1,52,-..,0m|s, entonces se cumple
b1 aq
B2 Qo
: = Mg p(f) : :
Bm Qip

o equivalentemente,

(F(v))g = Mer5(f) Vs -
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Sif: V— V es laidentidad, es decir,
f(v)=v paratodoveV,
y By B’ son dos bases de V, entonces

Mg g(f) = Pp+B.
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Ejemplo. Calcula la matriz asociada de las siguientes aplicaciones lineales
respecto a las bases indicadas.

1) f: R® — R? dada por f(x,y,z) = (x +y, —2)
B=1{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) } vy
B’ = {(170)7 (O’ 1)}

2) f: R* — Ry[x] dada por f(a,b,c) = (a+b)x*+a+b+c
B=1{(10,0), (1,1,0), (1,1,1) } vy

B'={1, x, x*}
(Solucién)
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Ejemplo.

1) Obtén una base del nicleo y de la imagen de f: R* — Ry[x] sabiendo que
la matriz asociada a f con respecto a las bases

B=1{(1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,2,0), (0,0,0,1) } vy
B ' ={1, x, x*}

€s

O K
O N
N OB

MB’<—B(f) — <

= ODN
N——

(Solucién)
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Proposicion. Sea f: V — W una aplicacién lineal y sea M la matriz
asociada a f. Entonces,

1) f es inyectiva si y solo si rg (M) = dim(V).
2) f es sobreyectiva si y solo si rg (M) = dim(W).

e Corolario. Sea f: V — W una aplicaciéon lineal. Entonces,

1) Si dim(V) > dim(W), entonces f no es inyectiva.

2) Sidim(W) > dim(V), entonces f no es sobreyectiva.
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

e Ejemplo. Determina si las siguientes aplicaciones lineales son inyectivas,
sobreyectivas y/o biyectivas.

1) f: R® — R dada por f(x,y,z) = (x, x+y, x — 2y, 3z,2x + 2)

2) f: Ry[x] — Ra[x] dada por f(ax* +bx+c)=cx*+ax+b
(Solucién)
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Soluciones
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Pag. 5
1) f es una aplicacién lineal porque
O Si (Xayaz)a (37 b, C) S R3. (-_f((Xay7Z) + (av b, C)) - f(X,y,Z) + f(aa b, C)? Cierto
ya que
f((x,y,z)+(a,b,c)) =f(x+ay+bz+c)=
:(X—I—a—y—b,2—+—C+X+a) EI
f(Xa)/az)—l_ f(a,b,c) - (x—y,z—i—x)+(a—b, C+a) =
=(x+a—y—b,z+c+x+ a)
o Si(x,y,z) eR3y AeER. if(\x,y,z)) = M(x,y,z)? Cierto ya que
f(AN(x,y,2)) = f(Ax, Ay, Az) = (Ax — Ay, Az + Ax)
AM(x,y,2) =Ax—y, z+ x) = (Ax — Ay, Az + Ax) (=]
2) No es una aplicacién lineal porque f(2(1,0)) = f(2,0) = (0, 4) pero 2f(1,0) =
=2(0,1) = (0,2) # (0,4).
3) f es una aplicacién lineal porque

o Si p(x) = aix? + bix + a1 y q(x) = axx® + bax + &2 € Ra[x]. if(p(x) + q(x)) =
f(p(x)) + f(q(x))? Cierto ya que

f(p(x) + q(x)) = f((a1 + a2)x* + (b1 + b2)x + (c1 + @) =
= 2(a1 + a2)x + (b1 + b2) [=]
f(p(x)) + f(g(x)) = 2a1x + b1 + 2axx + by
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o Siax?+bx+c€Ryx]y A€ER. if(Aax?+ bx + ¢)) = Af(ax? + bx + ¢)? Cierto

ya que
f(A(ax? + bx + ¢)) = f(Aax? + Abx + Acz) = 2Xax + \b
M (ax? + bx + ¢) = A\(2ax + b) =]

4) No es una aplicacién lineal porque (0 + 0x + 0x?) = ( 8 ?) ) # ( 8 8 )

Pag. 6 No es una aplicacién lineal porque f(0) =0+ 2 # 0.

Pag. 10
1) o ker(f) ={(x,y,2) €R® | f(x,y,2) = (0,0)} =
={(x,y,z) €R3 ‘ (x—y,z)=(0,0)} ={(x,y,z) € R3 ’ x—y=0,z=0}.
x—y=20 X=A,
Resolvemos el sistema { )z/ B 0 = SCl: y =A, con X\ € R. Entonces,
B z=0,
ker(f) = {(x,y,z) € R3 ‘X:)\, y=Xz=0 conAeR} =
={(AA0) | AeR}={A(1,1,0) | A€ R} = ((1,1,0)).
Como el nicleo estd generado por un Unico vector, es linealmente independiente y

por lo tanto, una base del nicleo es {(1,1,0) } y dim(ker(f)) = 1.
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2)
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o Como {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) } es una base de R3,

Im (f) = (£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = ((1,0), (—1,0), (0,1)).
Ademas, como (—1,0) = —1(1,0):
Im (f) = ((1,0), (~1,0),(0,1)) = ((1,0), (0,1)) = R?,
y una base de Im (f) es {(1,0), (0,1) } y dim(Im (f)) = 2.
ker(f) = { p(x) € Ro[x] | f(p(x)) =0} = {ax?+ bx + c € Ry[x] | 2ax + b=0}.

a=2~0,
Resolvemos el sistema { 2Z _ 8 = SCI: b=0, con A& R. Entonces,
o c=\,

ker(f):{ax2_|_bx—|—c€R2[x]|a:0, b=0,c=X con \€ER} =
={\|AeR}=(1).

Como el nidcleo estd generado por un tnico vector, es linealmente independiente y
por lo tanto, una base del niicleo es {1} y dim(ker(f)) = 1.

Como {1, x, x>} es una base de R3[x],
Im (f) = (f(1), f(x), f(x?)) = (0, 1, 2x) = (1, 2x) = Ry[x],

y una base de Im(f) es {1, 2x } y dim(Im (f)) = 2.



a b
c d

o ker(f)z{(i b) € M | f(i b) :0+0X—|—0X2—|—0X3}:

3) f: My — R3[x] con f( ):(a—l—d)x3—|—(b—2c)x2—|—cx—|—a.

d d
:{(j 2) € M, | a—|—cx—|—(b—2c)x2—|—(a—|—d)x3:0—|—0X—|—0X2—|—0x3}.
a=>0
Resolvemos el sistema c=0 = SCD: a=b=c=d =0. Entonces,
b—2c=0
a+d=0

w0 {(2 ) esnlamnmemama}-{(3 )}

Como el nicleo esta generado por el vector nulo, no es linealmente independiente y
por lo tanto el nicleo no tiene base y dim(ker(f)) = 0.

o Como 4 = dim(M3) = dim(ker(f)) 4+ dim(Im (f)) = 0 4 dim(Im (f)), deducimos
que dim(Im (f)) = 4 y como Im (f) es un subespacio de R3[x] que también tiene
dimensién 4, deducimos que Im (f) = R3[x] y una base es {1, x, x2, x3 }.
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Pag. 12
1) Es inyectiva.

2) No es inyectiva porque f(c) = 4 = f(d).

Pag. 13

1) No es sobreyectiva porque no hay elementos del dominio cuya imagen sea a.

2) Es sobreyectiva.

Pag. 14

1) o

No es inyectiva porque f(2) = f(—2) = 4.

o No es sobreyectiva porque no existe x € R tal que f(x) = x> = —5.

© No es biyectiva porque no es inyectiva/sobreyectiva.

2) o

No es inyectiva porque f(2) = f(—2) = 4.
Es sobreyectiva porque si y € [0, 00), existe /y € Dom (f) tal que

F(VY) =Wy =y.

© No es biyectiva porque no es inyectiva.
3) o Es inyectiva porque si f(x) = f(y) = x> = y? y deducimos que x = y.
o No es sobreyectiva porque no existe x € R tal que f(x) = x> = —5.

© No es biyectiva porque no es sobreyectiva.
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4) o Es inyectiva porque si f(x) = f(y), es decir, si x?> = y? deducimos que x = y.
o Es sobreyectiva porque si y € [0,00), existe —,/y € Dom (f) tal que
F(VY)=(=Vy) =y

o Es biyectiva porque es inyectiva y sobreyectiva.

Pag. 21
1) Calculamos f(1,0,0) = (1,0) = [1,0]gs, f(0,1,0) = (1,0) = [1,0]z’ ¥

f(0,0,1) = (0,—1) = [0, —1]g/, y obtenemos Mg/, g(f) = < (1) (1) _01 ) € Moxs.

2) Calculamos f(1,0,0) = x> +1 = [1,0,1]g/, f(1,1,0) = 2x2 +2 = [2,0,2]5 y

1 2 3
f(1,1,1) = 2x> +3 = [3,0,2] g/, y obtenemos Mg . g(f)=| 0 0 O € Ms.

1 2 2

Pag. 22
o1 0

® ker(f)={v €R* | f(v)=0} =1 [, 2,03, ] | Mg 5(f) gi =( 0 |3=

0

oy
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1 2 4 2 gl 0
= [a1, a2, a3, a4 ’ 1 0 0 O 2 — 0 _
01 2 1 3 0
(071
a1 + 200 + 4as + 20, 0
= [a1,a2,03,04]8 ‘ Qa1 = O .
a2 + 203 + g 0
a1 + 2c0 + 4oz + 204 =0 gl_g
Resolvemos el sistema o =0 = a2 o : con
_ 3=
ar +2a3+ a4 =0 Qs — —s Dt
s,t € R. Entonces, el nicleo es
ker(f) = {[a1, a2, a3, 0u4]p ‘ a1=0,ap=s,a3=t, as=—s—2tcons, tER} =

={[0,s,t,—s—2t]p € R* | A e R} = ([0,1,0,-1]5, [0,0,1,—2]5) .

Pasamos de coordenadas a vectores:

[0,1,0,—1]g = 0(1,0,0,0) + 1(1,1,0,0) + 0(1,1,2,0) — 1(0,0,0,1) = (1,1,0, —1),
[0,0,1,—2]g = 0(1,0,0,0) +0(1,1,0,0) + 1(1,1,2,0) — 2(0,0,0,1) = (1,1,2, —2).
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Por lo tanto, ker(f) = ((1,1,0,—1),(1,1,2,—2)) y como
1 1 0-1)_ (1 1 0-1Y)_,
C\l1 1 2-2)7%0 0 2-1)7"
los vectores son independientes y una base de ker(f) es {(1,1,0,—-1),(1,1,2,-2)} vy
dim(ker(f)) = 2.

® Como B es base de R*, Im(f) = (£(1,0,0,0), f(1,1,0,0), f(1,1,2,0), £(0,0,0,1)).
Usamos la férmula f(v)T = Mg_g/(f)vT para calcular

1 2 4 2 é 1
[f(1,0,0,0)], = 1 0 0 0O o =11 |
01 2 1 0
0
1 2 4 2 (1) 2
[f(1,1,0,0]L, = 1 0o 0 0O o =10 |,
01 2 1 1
0
1 2 4 2 8 4
[f(1,1,2,0)]L, = 1 0o 0 o 1 =10,
01 2 1 0 2
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1 2 4 2 8 2
[f(0,0,0,1)]L, = 1 0 0 0O o | =10
0 1 2 1 1 1

Asi, Im (f) = ([1,1,0]g, [2,0,1]p/, [4,0,2]p/, [2,0,1] 5 ). Ademas, como

1 1 O 1 1 O 1 1 0
g 2 0 1 _ g 0 -2 1 - 0 -2 0 _ 5
4 0 2 0 -4 2 = 0O 0 O '
2 0 1 ) 7he2h 0 -2 1) FR>FR-2h 0 0 0
F3—F3—4F Fo—sFa—Fy
Fa—s Fs—2F
sabemos que Im(f) = ([1,1,0]pg/, [2,0,1]p/ ) y al pasar de coordenadas a vectores
obtenemos:

[1,1,0]gr =14+x vy [2,0,1]g =2+ x°.
Entonces, una base de Im (f) es {1+ x, 2+ x?} y dim(Im (f)) = 2.

Pag. 24

1) Si By B’ son las bases canénicas de R3 y R® respectivamente, calculamos:
f(1,0,0) =(1,1,1,0,2) =[1,1,1,0,2]g ,
f(0,1,0)=(0,1,—-2,0,0) =[0,1,—2,0,0]p5,
f(0,0,1) =(0,0,0,3,1) =[0,0,0,3,1]p .
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1 0 O 1 0 O
1 1 0 0O 1 0
Entonces Mg/, g(f) = 1 -2 0 y como rg 0 -2 0 =
0O 0 3 0O 0 3 F3— F3+2F>
2 0 1
1 0 O 1 0 O 1 0 O
0O 1 O 0 1 0 0O 1 0
=rg 0O 0 O = rg = rg = 3.
O 0 3 F34>Fs O 0 3 Fys—Fs—3F;3 0O 0 O
0O 0 O 0O 0 O

Al ser rg (A) = 3 = dim(R3), la aplicacién es inyectiva pero no es sobreyectiva (ni
biyectiva) ya que rg (A) = 3 < 5 = dim(RR®).

2) Si B es a base estandar de Rj[x], calculamos:

f(1) = x*>=10,0,1]g, f(x) =1=1[1,0,0]5, f(x*) =x=[0,1,0]5,

0 1 0
entonces Mg/ g(f) = 0 0 1 y como rg (A) = 3 = dim(R2[x]), la aplicacién
1 0 O

es inyectiva y sobreyectiva y, por lo tanto, también biyectiva.
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Introduccion
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Introduccion

e Ejemplo. Sea f: R3 — R3 tal que

f(1,2,3) = (2,4,6), £(0,1,2)=(0,4,8) y f£(0,—1,1)=(0,-5,5).

Calcula Mg, g(f) siendo B ={(1,2,3), (0,1,2),(0,-1,1) }.
(Solucién)
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Valores y vectores propios
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Introduccion

e Sea V un R-espacio vectorial y f: V — V una aplicacién lineal con
A = Mg p(f) para cierta base Bde V. Sive Vy R, estudiaremos

la ecuacién
f(v) =Av, esdecir, Av' =Xv'.
e Ejemplo. Si A= ( i _?) ) se tiene

1) para A =1, u=(1,1) es solucién de Au" = \u'.
2) para A =2, v =(2,1) es solucién de Av" = Av'.
(Solucién)
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Valor propio

e Sea f: V — V una aplicaciéon lineal. Decimos que A € R es un valor
propio o autovalor de f si existe v € V no nulo tal que f(v) = Av.

e Ejemplo. Dada f: R® — RR3 con
f(x,y,z)=(x+y+2z 2y + z, 3z), se cumple:
1) 2 es valor propio de f con v = (2,2,0)

2) 3 es valor propio de f con v = (1,1,1)
(Solucién)
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Valor propio

e Si A€ M, es una matriz cuadrada, entonces

1) La suma de los elementos de la diagonal de A coincide con la suma de todos
sus valores propios.

2) El determinante de A coincide con el producto de todos sus valores propios.
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Vector propio

e Sean f: V — V una aplicacién lineal. Decimos que v € V es un vector
propio o autovector de f asociado al valor propio A € R si f(v) = Av.

e El conjunto de todos los vectores propios asociados al mismo valor propio
A € R se denota por

Vi={veV|f(v)=Av}.
e Ejemplo. Dada f: R® — RR3 con
f(x,y,z)=(x+y+2z 2y + z, 3z), se cumple:

1) (2,2,0) es un vector propio asociado al valor propio 2

2) (1,1,1) es un vector propio asociado al valor propio 3

(Solucién)
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Valores y vectores propios

e Proposicion. Sea f: V — V una aplicacién lineal y dim(V) = n.

Si A es la matriz asociada a f respecto una base de V, para A € R se
verifica:

1) Vi = ker(f — \ld).

2) V. es un subespacio vectorial de V' llamado subespacio propio de \.
3) dim(V\) =n—rg(A— ).

4) Siv e Vyy u€ Vg, entonces u y v son linealmente independientes.

5) X es valor propio de f siy solo si det(A — Al,) = 0.
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Calculo de los valores propios

e Ejemplo. Calcula los valores propios de la siguientes aplicaciones lineales.
1) f: R? — R? con f(x,y) = (5x + 3y, 2y)

2) f: R* — R> cuya matriz asociada con respecto a la base canénica es

2 —2 1
B=Ms.s.(f)=[ 0 2 0
0 0 3

(Solucién)
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Calculo del subespacio propio

e Ejemplo. Dada la aplicacién lineal f: R? — R3 con

f(x,y,2) = (x+y+z 2y +2z 3z),

calcula el subespacio propio asociado a los valores propios

(a) x=2
(b) A=3
(Solucién)
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Polinomio caracteristico

Sea f: V — V una aplicacién lineal y dim(V) = n.

Si A es la matriz asociada a f con respecto a una base de V/, sabemos que
A € R es valor propio de f si y solo si det(A — Al,) = 0.

e Si consideramos A\ como una incognita, p(A\) = det(A — Al,) es un poli-
nomio de grado n llamado polinomio caracteristico.

Las raices de p(\) son los valores propios de f.
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Multiplicidad algebraica y geométrica

e Sea f: V — V una aplicacién lineal y dim(V) = n.
Si A es un valor propio de f, entonces

o la multiplicidad algebraica de A (m,())) es la multiplicidad del valor A como
raiz del polinomio caracteristico;

o la multiplicidad geométrica de A (mg(\)) es la dimensién del subespacio
propio Vi:
mg(A\) =dim(Vy) =n—rg(A—\l,),

siendo A la matriz asociada a f con respecto a una base de V.

e Si A es un valor propio de f, entonces

1 < mg(A) < my(A).
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Multiplicidad algebraica y geométrica

e Ejemplo. Calcula m,(\) y mg(A) de los valores propios indicados.
1) f: R?> — R?*dada por f(x,y) =(x=3y,y) y A=1

2) f: R®* — R? cuya matriz asociada con respecto a la base canénica es

—2 5 1
A= MBC<—BC(f) = 0 —2 —2 Y )\ =3
0 0 3

(Solucién)
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Diagonalizacion
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Diagonalizacion

e Decimos que dos matrices A, B € M,, son semejantes si existe una matriz
P € M, invertible tal que

A= PBP1,

e Decimos que una matriz A € M, es diagonalizable si es semejante a una
matriz diagonal D € M,,.
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Aplicacion diagonalizable

e Sea f: V — V una aplicacién lineal. Decimos que f es diagonalizable si
existe una base de V respecto a la cual, la matriz asociada a f es diagonal.

e Proposicion. Sea f: V — V una aplicacién lineal. Entonces,

f es diagonalizable
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Criterio de diagonalizabilidad

e Teorema. Sea f: V — V una aplicacién lineal y dim(V') = n.

Si A1, A2, ..., Ak son los valores propios distintos de f, entonces

ma(>\1) + ma(>\2) + -+ ma(>\k) =n,

f es diagonalizable siy solo si
ma(A;) = mg(Aj) para todo i =1,2,..., k.

e Si A€ M, es diagonalizable, A= PDP~! siendo

o D una matriz diagonal cuyas entradas son los valores propios de A;

o P es una matriz cuyas columnas son vectores propios de A.

18 / 33



Diagonalizacion

e Teorema. Sea f: V — V una aplicacién lineal y dim(V) = n.

Si A € M, es la matriz asociada a f con respecto a una base de V, se
cumple:

1) Si A e M, tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

2) Si A € M, es simétrica, entonces es diagonalizable.
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Diagonalizacion

e Estudio de la diagonalizabilidad de una matriz A € M,,.

» Si A es simétrica, entonces es diagonalizable.

12/ Calcular el polinomio caracteristico p(\).

22/ Calcular las raices de p(\) y sus multiplicidades algebraicas.
e Si hay n raices distintas, entonces A es diagonalizable.

32/ Calcular las multiplicidades geométricas.

42/ Comprobar que se cumple el criterio de diagonalizabilidad.

52/ Si A es diagonalizable, calcular los subespacios propios.

62/ Escribir la matriz de paso P en funcién de la matriz diagonal D elegida.
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Diagonalizacion

e Ejemplo. Determina si las siguientes aplicaciones lineales son diagona-
lizables y calcula, en su caso, una base respecto a la cual la matriz asociada

es diagonal.
-
1 —v3 1 -1 X
o . B V3 o1 0 2 y
1) f: R* — R* con f(x,y,z,t) = 0 0 1 -9 2
0 0 0 -1 t

2) f:R* —R>con f(x,y,z) = (Bx+y+2z x+3y +z x+y+32)

3) f: R® — R3con f(x,y,z) = (x —y + 3z, 2y + z, 22)
(Solucién)

e Ejemplo. Calcula A" siendo A = . (Solucién)

o o
o W
o1 W
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Soluciones
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Pag. 3
Calculamos las coordenadas:

£(1,2,3) = (2,4,6) = 2(1,2,3) + 0(0,1,2) + 0(0, —1,1) = [2,0,0]
£(0,1,2) = (0,4,8) = 0(1,2,3) + 4(0,1,2) + 0(0, —1,1) = [0, 4,0]5
£(0,—1,1) = (0, —5,5) = 0(1,2,3) + 0(0,1,2) + 5(0, —1,1) = [0,0,5]5

2 0 O
y obtenemos la matriz Mg, g(f) = 0 4 0
0O 0 5
Pag. 5
1) Cierto porque (

2 Cierto porque (

Pag. 6
1) Cierto porque f(2,2,0) = (4,4,0) = 2(2,2,0).
2) Cierto porque f(1,1,1) = (3,3,3) = 3(1,1,1).
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Pag. 8
1) Cierto porque f(2,2,0) = (4,4,0) = 2(2,2,0).
2) Cierto porque f(1,1,1) =(3,3,3) = 3(1,1,1).

Pag. 10

1) Como f(1,0) = (5,0) = [5,0]p, y f(0,1) = (3,2) = [3, 2], deducimos que

A= Mg . g (f)= ( g g )ydet(A—Alg):det<56>\ 2i>\>:(5—>\)(2—>\).

Por lo tanto, los valores propios de f son 5y 2.
2— A -2 1
2) Como det(B — A3) = det 0 2—-A 0 = (2 - X)?(3 — 1)), deducimos
0 0 3—X
que f tiene dos valores propios: 2 y 3.

Pag. 11
Como f(1,0,0) = (1,0,0) =[1,0,0]p_, f(0,1,0) =(1,2,0) =[1,2,0]p, y

f(0,0,1) = (1,1,3) = [1,1, 3] 5., deducimos que A= Mg (f) =

OO
oON =
w = =
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(a)

(b)

Como
X X X 0
Vo=<(x,y,2) eR}A| v | =2 y ={(x,y,z) eR}(A=2KL)| y |=| 0O ,
z z z 0
—Xx+y+z=0 x =/,
resolvemos el sistema (A — 2)X = 0, es decir, z=0 =SC:<y=203,
z=0 z=0,
con 3 € R. Entonces, Vo = {(x,y,z) € R3 | x=p,y=8,z=0con 8 €R} =
={(8,8,0) €R®| BeR} =((1,1,0)).
Como
X X X 0
Vi=q(x,y,2) ERPAL y | =3| y | p=q(xy,2) ER°|(A=3h) [y |=| 0 |,
z z z 0
—2x+y+z=0
resolvemos el sistema (A — 35)X = 0, es decir, -y+z=0 =

0=0
SCl: x =y =2z = con 8 € R. Entonces,
Vs={(x,y,2) ER® | x=y=z=BconBeR} ={(8,8,8) €R® | BEeR} =
= ((1,1,1)).
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Pag. 14
1) Como f(1,0) =(1,0) =[1,0]p, y f(0,1) = (—3,1) = [-3, 1], entonces

1 -3
A:MBC<—BC(f):< 0 1 )

Calculamos p(A) = det(A — \h) = det( 1 6 A 1__3)\ ) = (1 — A)? y deducimos
que m,(1) = 2.
. 0 -3
Ademas, mg(1) =2 —rg(A—1h) =2 —rg 0 0 =2-1=1.
—2—-A 5 1
2) Calculamos p(A) = det(A — A\l3) = det 0 —2—-X =2 =
0 0 3—-A

= (=2 —X)?(3 — \) y deducimos que m,(3) = 1.
Ademas, utilizamos la desigualdad 1 < mg(3) < m,(3) = 1 para deducir que mg(3) = 1.

Pag. 21
1-x —V3 1 —1
B o V3 1-X 0 2 _
1) Calculamos p(\) = det (Mp g (f) — Als) = det 0 0 1—)\ =2 o
0 0 0 —1-A
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=(—1-X)(1—=X) [(1=A)2+3] = (-1 = XN)(1—A)(A2—2x+4). Como \2—2)+4
es un polinomio sin raices reales, los valores propios son A\y = —1 y A» = 1 con
ma(—1) = my(1) = 1. Como my(—1) + my(l) = 1+ 1 = 2 # 4, la aplicacién no es
diagonalizable.

2) Calculamos f(1,0,0) = (3,1,1) = [3,1,1]g., f(0,1,0) = (1,3,1) = [1,3,1]p. ¥
3 1 1
f(0,0,1) = (1,1,3) = [1,1,3]p,, entonces, A = Mp_. g (f) = 1 3 1
1 1 3
1
polinomio caracteristico es p(\) = det(A — A\3) = det 1 3 — 1 =
1 1 3—A

= —(X — 2)?(\ — 5) y deducimos que los valores propios son A\; = 2y A\ = 5 con
my(2) =2y my(5) =1.

Calculamos las multiplicidades geométricas:

mg(5) =1 porque 1 < mg(5) < my(5) =1y

1 1 1
mg(2) =3 —rg(A—2k)=3—rg 1 1 1 =3-1=2.
1 1 1

Como se cumple el criterio de diagonalizabilidad: ma(2) =2=mg(2) v
deducimos que f es diagonalizable.
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Para obtener la base que pide el enunciado, necesitamos los subespacios propios. Calcu-

lamos
X X X 0
Vo= (x,y,2) eRA( y | =2 y | p=qCy,2) eR¥|(A=2B) [y |=(0 |7,
z z z 0
x+y+z=0
resolvemos el sistema (A—2/3)X = 0, es decir, x+y+z=0 = SCI con solucién:
x+y+z=0
X =—0— ﬂa
y =a«a, con a, B € R. Entonces,
z=4,

V2 — {(—OL—,B,Oé,,B) €R3 } Oé,ﬁER} = {(—OZ,OL,O)"‘(—B,O,ﬁ) €R3 ’ Oé,ﬁER}:
=((-1,1,0), (—1,0,1)),

y como esos dos vectores son linealmente independientes porque

-1 1 0 -1 1 0
rg(_1 0 1):rg( 0 -1 1):2, una base de Vo es {(—1,1,0), (—1,0,1) }.

Ademas,
X X X 0

V5: (X,y,Z)ER3A y =5 y — (Xay7Z)ER3 (A_5I3) y — 0 y
z z z 0
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—2x+y+z=0
resolvemos el sistema (A — 51)X = 0, es decir, x—2y+z=0 = SCl con
x+y—2z=0
X=a,
solucién: y = a, con a € R. Entonces,
z=a«,

Vs = {(o,,) € R3 ‘ aeR}=((1,1,1)), y como V5 estd generado por un (nico
vector no nulo, una base de V5 es {(1,1,1) }.

Acabamos deduciendo que, si B = {(—1,1,0), (-1,0,1), (1,1,1) }, entonces Mg, g(f)
es diagonal.

3) Calculamos f(1,0,0) = (1,0,0) = [1,0,0]g., f(0,1,0) = (—1,2,0) = [-1,2,0]p, ¥y

1 -1 3
f(0,0,1) = (3,1,2) = [3,1,2]p,, entonces A = Mp_.p.(f) = 0O 2 1 |. El
0O 0 2
1—A -1 3
polinomio caracteristico es p(A\) = det(A — Al3) = det 0 2— A 1 =
0 0 2— A

= (1 — X\)(2 — A)? y deducimos que los valores propios son A\; = 1y XAy = 2 con
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Calculamos las multiplicidades geométricas:
mg(1) =1 porque 1 < mg(1) < my(l) =1y

-1 -1 3
mg(2) =3 —rg(A—2hk)=3—rg 0 0 1 =3-2=1.
0O 0 O

Como no se cumple el criterio de diagonalizablidad (porque m,(2) = 2 # 1 = mg(2),
deducimos que f no es diagonalizable.

Pag. 21
Comprobamos primero si A es diagonalizable. Como el polinomio caracteristico es p(\) =
1—A 1 1
det(A — A3) = det 0 3—-A 3 =(1—-X)(3—X)(5— 1)), deducimos que
0 0 3—A
los valores propios son A1 =1, Ao =3y A3 =5. Al ser A € M3 y tener 3 valores propios
1 0 O
distintos, A es diagonalizable con A = PDP~—1 siendo D = 0O 3 0 . Calculamos
0 0 5
la matriz de paso P € Ma3:
X X X 0
Vi=<(x,y,2) ER}Al y |=| vy |p=q(y,2) eRP|(A=K)| y |=| 0 |;,
z z z 0
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y+z=0
resolvemos el sistema (A — 3)X = 0, es decir, 2y +3z=0 = SCIl con solucién:
4z =0
X =a,
y =0, con a € R. Entonces, V; = {(«,0,0) € R3 | a€eR} =((1,0,0)), y como
z=0,

V1 estd generado por un tnico vector no nulo, una base de Vj es {(1,0,0) }.

X X X 0
Va=<(x,y,2) eR3A| v | =21 y ={(x,y,z) eR}(A=3KL)| y |=| 0O ,
z z z 0
—2x+y+z=0
resolvemos el sistema (A—3/3)X = 0, es decir, 3z=0 = SCl con solucién:
2z=0
X=a«a,
y =2a, con a € R. Entonces, V3 = {(a,2a,0) € R3 ’ a e R} =((1,2,0)), vy
z=0,

como V3 estd generado por un (nico vector no nulo, una base de V3 es {(1,2,0) }.
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X X X 0
Vs=q(x,y,2) ER’IA| y | =5| y | p=q(xy,2) eR}|(A=5BB) | vy |=| 0 |-,
z z z 0
—A4x+y+z=0
resolvemos el sistema (A—5/3)X = 0, es decir, —2y+3z=0 = SCl con solucién:
0=0
X = ba,
y =12a, con a € R. Entonces,
z = 8a,

Vs = { (5a, 12a, 8a)) € R3 ‘ aeR} =((512,8)), y como Vs estd generado por un tnico
vector no nulo, una base de V5 es {(5,12,8) }.

1 1 5
Concluimos que P = 0 2 12 y calculamos P~ 1:
0O 0 8
1 1 5(1 0 O 1 1 51 0 O
(P|)={ 0 2 12|/0 1 0 ~ 0 1 6|0 L 0 ~
0O 0 8|0 0 1 Frsre\ 0 0 110 0 1/ Fy—Fy—6F;
F3—Fs /8 Fi1—F1—5F3
1 1 0|1 0 -5k 1 0 0|1 —1p —5/8
0 1 0|0 12 —3/ Y 0 1 0|0 12 =3/ _ (,3’,3—1)_
0O 0 10 O Y /JARsR-FKRL\ 0 0 1|0 0 1



Entonces, A" = (PDP~1)" = PDP~1.PDP~!...PDP~! = PD-D-..DP~! = PD"P~! =

1 1 5 1 0 0 1 —1h —5/
= o 2 12 0 3" 0 0 1o —3k
0 0 8 0 0 5" 0 0 1
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Producto escalar

e Sea V un R-espacio vectorial. Decimos que la aplicacién
-1V x V — R es un producto escalar si verifica:

1) u-v=v-uparatodo u,v € V (simetria).
2) u-u >0 paratodo u € V con u # 0 (positividad).

3) (au+ Bv)-w = a(u-w)+ B(v-w) para todo u,v,w € V y para todo
a, 8 € R (bilinealidad).

e En particular, v-0 =0 para todo v € V.
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Espacio euclideo

e Un espacio euclideo es un espacio vectorial sobre el que se ha definido
un producto escalar.

e Ejemplos.

1) -:R® x R* — R dado por (x,y,z) - (a,b,c) = xa + yb + zc

(Producto escalar estandar sobre R?)

2) - : Ry[x] x Rz[x] — R dado por
(a0 + a1x + a2x?) - (bo + bix + bax?) = apho + a1by + a2 bs
(Producto escalar estandar sobre Rx[x])

(Solucién)
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Matriz de Gram
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Matriz de Gram

e Sea B=1{ey, e,...,€e,} una base de un espacio euclideo V. Llamamos
matriz de Gram con respecto a la base B a

€16 €1 6 €1 €én
€r:-€1 €Er-6r ... € - €p

Gpg = . . _ _ eM,.
en'el en'e2 « e e en'en

e La matriz de Gram siempre es simétrica y definida positiva.

® Una matriz G € M, simétrica es definida positiva si

811 82 ... 81i

g21 822 ... 82
det(Gj) >0, i=1,2,...,n con G;=

81 82 ... 8ii
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Matriz de Gram

e Ejemplo. Calcula la matriz de Gram de:

1) el producto escalar estandar de R* con respecto a la base canénica
B ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) }

2) el producto escalar estandar de R? con respecto a la base
B'=1{(2,3,1), (0,1,1), (0,0,2) }
(Solucién)
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Coordenadas y matriz de Gram

e Sea V un espacio euclideo y Gg la matriz de Gram del producto escalar
con respecto a una base B de V. Si u,v € V tienen como coordenadas

u=lay, az,...,anlgy v=1_[P1, P2,--.,Ln]s, entonces,
b1
B2
u-v=_(a, az,...,a,) Gg _
B
e Ejemplo.
1) Si B=1{(0,1), (2,1)} es una base de R* y Gg = ( _12 :i ) calcula

u-veonu=I[11]gy v =1]0,1]5.
(Solucién)
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Norma de un vector
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Norma de un vector

e Sea V un espacio euclideo. Se define la norma de u € V como
|ul| = vVu-u.

e Decimos que u € V es unitario si ||u|| = 1.

e Ejemplo. Calcula:
1) ||v|| si v = (1,1,1) con el producto escalar estandar de R’

2) ||p(x)]|| si p(x) = x + 2 con el producto escalar - : Ri[x] x Ri[x] — R
dado por (ao -+ alx) . (bo + b1X) = agbg + 2a1 b;
(Solucién)
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Norma de un vector

e Propiedades. Sea V un espacio euclideo. Se cumple:
1) |lu|| > 0 para todo u € V.
2) ||lu|l| =0 siy solosi u=0.
3) ||Au|| = |A|||u|| para todo A € Ry para todo u € V.
4) |lu+ v|| < ||u|| + ||v]| para todo u,v € V (Desigualdad triangular).

5) |u-v| < |lul|||v|| para todo u,v € V (Desigualdad de Cauchy—Schwarz).
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Distancia y angulo

e Sean V un espacio euclideo y u,v € V. Se define

o la distancia entre uy v como

d(u,v) = |lu = vl = /(u=v)- (u—v);

o el angulo entre u y v al Gnico a € [0, 7] tal que
u-v
[ullflvl

cos(a) =
e Ejemplo. Calcula el angulo formado por los vectores u = (1,1) y v = (1, 0)
con los siguientes productos escalares:

1) Producto escalar estandar de R?
2) -: R? — R? tal que (x,y) - (a,b) = 3ax + yb
(Solucién)
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Bases ortogonales y ortonormales
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Vectores ortogonales

e Sea V un espacio euclideo. Decimos que u,v € V son ortogonales si
u-v =0. Se denota por u L v.

e Ejemplo. Comprueba si los siguientes vectores son ortogonales.
1) u=(2,-1)y v=(1,—-2) con el producto estandar
2) u=(2,-1)y v=(1,—2) con el producto escalar definido por

1 0

Gee =\ o _1

(Solucién)
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Base ortogonal

e Sea V un espacio euclideo. Decimos que B = { ey, e,...,€,} es una
base ortogonal de V si

eile paratodoi,j=1,2,...,nconi#j.

e Ejemplo.

1) Labase B ={(1,0,0), (0,—1,0), (0,0,2) } es una base ortogonal de R* con
el producto escalar estandar

2) La base B = {1, 2x, 3x* } es una base ortogonal de R»[x] con el producto
escalar - : Ry[x] X R2[x] — R dado por

(a0 + aix + aax?) - (bo + bix + bax?) = aobo + a1by + a2 bs
(Solucién)
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Base ortonormal

e Sea V un espacio euclideo. Decimos que B = { ey, e,...,€,} es una
base ortonormal de V si

1) B es una base ortogonal;

2) ||lei|ll| =1 paratodo i=1,2,...,n.

e SiB=1{ey, e,...,e,} es una base ortogonal, entonces

B’:{ e1 e en }
ler]]” lle2fl” 7 [lenll

es una base ortonormal.
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Vector ortogonal a un subespacio vectorial

e Sea V un espacio euclideo y sea W un subespacio vectorial de V. Decimos
que u € V es ortogonal a W (u_L W) si es ortogonal a todo elemento de
W.

e Basta probar que u € V es ortogonal a todos los elementos de un sistema
generador de W.

e Ejemplo.

1) El vector u = (5,1, —2) es ortogonal al subespacio
W = ((1,—-1,2), (0,2,1)) con el producto escalar estandar

(Solucién)
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Proyeccion ortogonal

e Sea V un espacio euclideo y W un subespacio vectorial de V. Si
{c, ¢,...,ck} es una base ortonormal de W, se define la proyeccion
ortogonal de u € V sobre W como

Pr|W(u) =(v-a)at+(u-a)o+--+(u-ck)ck € W.

e El vector z=u — Pr’W(u) es ortogonal a W: z L W.
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Proyeccion ortogonal

e Ejemplo.

1) En R3 con el producto escalar estandar, consideramos el subespacio vectorial
W = ((1,0,0), (0,1,0)).

El vector v es la proyeccién ortogonal de u € R*® sobre el plano horizontal
z =0 (sobre W)
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Método de ortonormalizacion de Gram—-Schmidt

e Si V es un espacio euclideo y W es un subespacio vectorial de V/, el
método de ortonormalizacién de Gram—Schmidt permite pasar de una

base cualquiera B = {wy, wo, ..., wx } de W a una base ortonormal
A
B —{Cl, C2,...,Ck}

1. Calculo de ¢ = Wl :
| wa ]

2. CélCUlO de C — 22 con zo = Wo — Pr| (W2) = Wo — (W2 . C1)C1.
|z || (c1)

, Z3

3. Célculo de ¢z = —— con

23|
73 = w3 — Pr <Cl,C2>(W3) = W3 — (W3 . C1)C1 + (W3 . C2)C2 .

4. Se continua de igual modo hasta calcular el Gltimo vector c.
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e Ejemplos.

1) Sea B = {(3,4,0), (1,0,0), (3,0, —4) } una base de R*. Calcula, a partir
de esta, una base ortonormal con el método de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt

2) Sea B=1{(1,1,-1,0), (1,-1,1,0), (—1,1,1,0) } una base de W. Calcula,
a partir de esta, una base ortonormal con el método de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt

(Solucién)
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Soluciones
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Pag. 4
1) Es un producto escalar porque si (x,y, z),(a, b, c),(r,s,t) ER3y a, B € R se cumple:
° (x,y,z)-(a,b,c) =ax+yb+zc =ax+ by +cz=(a,b,c) - (x,y, z).
o (x,y,2) (x,y,2) = x>+ y?>+z%2 > 0si (x,y,2) # (0,0,0).
© (a(x,y,z) + B(a,b,c)) - (r,s,t) = (ax + Ba,ay + Bb,az + Bc) - (r,s,t) =
= a(xr+ys + zt) + B(ar + bs + ct) = a((x,y,2) - (r,s, t)) + B((a, b, c) - (r, s, t)).
2) Es un producto escalar porque si ag+aix+axx?, bo+bix+bax?, co+cix+cox? € Ro[x]
y a, 3 € R se cumple:
o (ao + a1 x + a2X2) . (bo + b1 x + b2X2) = agbg + ai1b1 + axby =
= bgag + b1ai + bpas = (b + bix + bax?) - (ap + a1x + axx?).
o (ap + a1x + axx?) - (ap + a1x + axx?) = a% + a% + a% > 0'si ap + arx + axx? # 0.

) (a(ao + ai1x + 32X2) + B(bo + b1 x + b2X2)) . (Co + x4+ C2X2) =
= (Ota() + Bbg + (aal + ﬂbl)X + (a32 + Bbz)X2) . (Co + cax + C2X2) =
= a(agco + aic1 + axc2) + B(boco + bicr + broo) =
= a(ag + a1x + a2x?) - (co + c1x + c2x?)) + B((bo + bix + bax?) - (co + c1x + c2x?)).
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V3.

V6.

—VIFI+1
412

1) (1,1, = /(1,1,1) - (1,1,1)

2) lp()Il = /(x+2) - (x+2)

1) Calculamos
2) Calculamos

Pag. 7
Pag. 8
Pag. 10
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Pag. 12
(1,1)-(1,0) 1+0 1 s
1) cosa = = - —oa=
LD VI+IVI+0 V2 4
(1,1) - (1,0) 3+0 3 V3 7r
2) cosa = = - — N
LD vV3+1v3+0 2v3 2 3
Pag. 14

1) No son ortogonales porque (2, —1) - (1,—-2) =4 # 0.

2) Son ortogonales porque u-v = (2, —1) ( é _(1) ) (_; ) =0.

Pag. 15
1) Cierto porque (1,0,0)-(0,—1,0) =0, (1,0,0)-(0,0,2) =0y (0,—1,0) - (0,0,2) = 0.
2) Cierto porque 1-2x =0, 1-3x?> =0y 2x-3x2 = 0.

Pag. 17
1) Cierto porque (5,1,-2)-(1,-1,2)=5—-1—-4=0vy (5,1,-2)-(0,2,1) =2—-2=0.
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Pag. 21
1) Si denotamos w; = (3,4,0), wo = (1,0,0) y w3 = (3,0, —4), calculamos:
wq (37470) 3 4 .
1 = = 5 5 2:(57370),
vl V3244240

7 = wr—Pr <C1>(W2) = wa—(wa-c1)cy = (1,0,0)—((1,0,0). (%’ -3 0)) (%7 3 0) _
=(1,0,00-3 (2. 2,0) = (1,0,0 — (5. £, 0) = (%, 2. 0),
2 16 212 9o
( ) 5. )
%= ol = %\S/MEZW =2 (3 0= (5 F0)

z3 = w3 — Pr

>(WS) = W3 — [(W3 -cr)er + (ws - C2)c2} =

(c1, e
004504 (2 £.0) (2 £.0)+(5.0.0) (2 2.0) (4 2. 0)] -

= 6.0-0-[8 (3. 1.0)% (5,50)] ~e0-9- (B £0)+(3 30 -
=(3,0,—4) - (5,0,0) = (0,0,-4),

3 _(0,0,—4)
=l Va2

entonces la base ortonormal es { ¢1, o, c3 }.

a3

= (07 07 _1)1
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2) Si denotamos w; = (1,1,—1,0), wp = (1,—1,1,0) y w3 = (—1,1,1,0), calculamos:

wi  (1,1,-1,0) (1 L 1 0)
Iwil V3 V3 V3 V3

(W) = wp — (w2 - c1)c1 =

1=

22:W2—

‘<C1>
=(1,— (.- 11 -1

= (1,-1,1,0) ((1, 1,1,0) - (f 1, f,o)
_ 1 1 1 —1 4 —2
_(1’_1’1’0)+_(7 ﬁ’f’o) (5 5

(4 -2 2 0)
ptp) _ \3 3 1 30 — _3 (i —2 20>:<L__1L0).
||22|| § 16 +4+4 2/6 \ 3’ 3 '

Cy =

z3=w3 — Pr

(I
I

(a1 c2)(W3) = w3 — |:(W3 : C1)C1 + (W3 . C2)C2

— 1 1 —1 1 1 —1

_(_1’17170)_ |:<( ]-7]-’1)0) (\/§7\/§a 3’0)) (\/g;\/g’\/g)())'i_
2 —1 1 2 —1 1

+((_1’1’1’0).<\/6’ 6’\/6’0)) <\/6’ 6’\/6’0)

=(— 1110)—[
=(-1,1,1,0) — (-

e Sl
o —
o §|,_.
S

&v |

o
~

|

N
—
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G = — — 07_)_’0 ,
|23l V2 V2’ V2

entonces la base ortonormal es { c1, ¢, c3 }.

28 / 28



	I Cálculo en una variable
	Tema 1. Números reales y complejos
	Temas 2 y 3. Límites de funciones reales. Continuidad
	Temas 4 y 5. Derivación de funciones. Aplicaciones de la derivada
	Tema 6. Cálculo integral

	II Álgebra lineal
	Tema 7. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales
	Tema 8. Espacios vectoriales
	Tema 9. Aplicaciones lineales
	Tema 10. Diagonalización. Autovalores y autovectores
	Tema 11. Espacios normados


