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TEMA 1. Nimeros complejos

Ejercicio 1.1. Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado en forma binémica.
(i+3)(2i—1)
11—
(1+i)2+2i
3410
(c) 25 — (i +2)
4
4
2_x

(a)

(b)

(d)

2

Ejercicio 1.2. Expresa en forma polar los siguientes numeros complejos.
(a) el+£

(b) 223.1_»

(c) i
Ejercicio 1.3. Encuentra todos los nimeros complejos z € C tales que z* = e™.

Ejercicio 1.4. Representa los siguientes conjuntos en el plano complejo.
(@) A={zeC||z—i|=2}
(b) B={z€C||z] <1y Re(z) >0}
(c) C={zeC|1<|z] <2}
(d D={zeC|-2<Im(z)<2}
(e) E={zecC|z3=-8}

Ejercicio 1.5. Encuentra todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.
(a) 2+1=i
(b) (z+1)*=16

Ejercicio 1.6. Determina todos los numeros complejos que satisfacen la ecuacion |z + 1| = |z — i|.

Ejercicio 1.7. Expresa los siguientes nimeros complejos en forma bindmica y en forma polar.

100
o (4

(b) (1- L)5°
(24 2i)®
© a2y

Ejercicio 1.8. Resuelve la ecuacion x® —2x® +2 =0 con x € C.
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Ejercicio 1.9. Sea z € C tal que
z 1—¢

z—2 i+1
Calcula la forma polar y binémica de z? + i.

Ejercicio 1.10. Demuestra que si p(x) es un polinomio de grado n € N con coeficientes realesy z € C es
raiz de p(x), entonces z también es raiz de p(x).



TEMA 2. Limites de funciones reales

Ejercicio 2.1. Halla el valor de los siguientes limites.

(a) im+\(/f_a)\/fsiazo
(b) lim X2

x—at X —a

(c) lim =—2

x—at \/X — a
(d) lim (\/X2+a—ax) Sia>0
X—+00

Ejercicio 2.2. Calcula el limite de las siguientes funciones en el origen.
(a) f(x)=xsin(%)

21/X +571/x
31/x +4—1/x

(c) h(x) = (3x% + 1)V/*

(b) g(x) =

*Ejercicio 2.3. Calcula los siguientes limites.

3 1 1
(@) X'i“l(mx‘x_l)

’ . 2/><2
(b) ll’no (1+ xsinx)

(c) lim =—2

x—a JIx — a

, X—a
@



TEMA 3. Continuidad

Ejercicio 3.1. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

V1—-x2 si xe[-1,1

(b) g(x) = { 0 Si x¢ Ll. 1%
_ [ VI—x® si xe[-11]

(c) h(x) = { w—1 si x¢[-1,1]

Ejercicio 3.2. Sabiendo que h: R — R es una funcidn continua tal que h(0) = 3, determina el valor de
los parametros a, 3 € R para que la funcién f: R — R dada por

ax Si <2
_ X
[x —2|+4 -
f(x) = (x—2)sin( 7TX2> si 2 < x<10,
h(x — 10) — 10 .
- -7 - si 1
10 + 10 x> 10,

sea continuaen x =2y en x = 10.
Ejercicio 3.3. Demuestra que la ecuacion sin x = 2x — 3 tiene, al menos, una solucion real.

Ejercicio 3.4. Sea la funcion f: R — R dada por

x2 44 Si x € (—o0,0],
f(x) = x+6

- si 0 :
x2 —4x+3 x € (0, +oc)

(a) Calcula f(0) y f(2).
(b) Comprueba si existe x € R tal que f(x) = 0.

(c) Explica si los resultados anteriores contradicen, o no, el Teorema de Bolzano.

Ejercicio 3.5. Sea f: [0,1] — R una funcidén continua con 0 < f(x) < 1. Demuestra que la ecuacion
f(x) = x tiene, al menos, una solucion.
Ejercicio 3.6. Demuestra que la ecuacidn

x? = cosx — xsin x

tiene al menos dos soluciones reales.
Ejercicio 3.7. Demuestra que la ecuacion x°® = 1 + 6x tiene exactamente dos soluciones reales.

Ejercicio 3.8. Determina el valor del parametro a € R para que la funcion

1

Fi) = x2 —2ax + ba

sea continua en todo R.
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*Ejercicio 3.9. Determina el valor de c € R para que la funcidn

xcotx Si
f(x)—{ c .

sea continua en x = 0.

x #£ 0,

si x=0,

Ejercicio 3.10. Determina si existe algun valor c € R para el que la funcion

x2

drsn?(h)
f(x) = c Si
R
ik Si

es continua en x = 0.

x <0,

x =0,

x>0,



TEMA 4. Derivacion de funciones

Ejercicio 4.1. Utiliza la Regla de L’Hbpital para resolver el siguiente limite.

) e—l/x
Iim
x—0* X

Ejercicio 4.2. Determina el valor de los parametros a, b € R para que la ecuacidn de la recta tangente a
la gréfica de f(x) = ax? + bx +2 en el punto (2,0) seay — x +2 = 0.

Ejercicio 4.3. Demuestra que la funcidn f(x) = xeX’ 1+ \x tiene una Unica raiz real en el intervalo [—a, a]
para cualquier valor a, A > 0.

Ejercicio 4.4. Sea f(x) = /(1 + x)2.
(a) Calcula f(—4)y f(2).
(b) Comprueba que la ecuacion f'(x) = 0 no tiene solucion si x € (—4,2).

(c) ¢Contradicen los resultados anteriores el Teorema de Rolle?

~10-



TEMA 5. Aplicaciones de la derivada

Ejercicio 5.1. Utiliza un polinomio de Taylor de orden 2 para obtener un valor aproximado de %! sin(0,2)
y acota el error cometido en dicha aproximacion.

Ejercicio 5.2. Haz un esbozo de la gréfica de

eX

Vx(x—2)

calculando previamente el dominio, los puntos de corte con los ejes, asintotas verticales y horizontales,
monotonia y extremos relativos.

f(x) =

Ejercicio 5.3. Aproxima el nimero v/e2 con un error menor que 102

Ejercicio 5.4. Calcula el polinomio de Taylor P(x) de segundo orden alrededor del punto x = 7 de la
funcion f(x) = sec x.

Ejercicio 5.5. Dada f(x) = IL’ realiza un esbozo de su grafica analizando su dominio, asintotas, mo-
og x
notonia y extremos relativos.
Ejercicio 5.6. Dada la funcion
fF(x) =1 —=Ix][,
determina su dominio, puntos de corte con los ejes, analiza su continuidad y derivabilidad y estudia su

monotonia y extremos relativos.

Ejercicio 5.7. Calcula los puntos de la pardbola y = x* que se hallan a distancia minima del punto (0, 2).

-11-



TEMA 6. Integracion

Ejercicio 6.1. Utiliza la técnica de integracidn por partes para hallar / arcsin x dx.

2
X —2

dx.

Ejercicio 6.2. Utiliza un cambio de variable para calcular /

Ejercicio 6.3. Resuelve la siguiente integral ciclica: / e sin x dx.

Ejercicio 6.4. Resuelve las siguientes integrales definidas.

1
(a) / V1 — x2dx
0

2 .
2x —3 si x<1
(b) /O F(x) dx con f(x)—{ e oS

L 3x° —4x3 +4x2 —9x 4+ 4
Ejercicio 6.5. Calcula dx.
J /X4—2x3+2x2—2x+1 x

—4 dx
x34+2x24+3x+6

Ejercicio 6.6. Calcula /
Ejercicio 6.7. Calcula una primitiva de / eV dx.

Ejercicio 6.8. Resuelve la integral tr/gonometr/ca/de
X

dx.

1
1
Ejercicio 6.9. Calcula la integral definida
j g | 57

2
Ejercicio 6.10. Calcula la integral /
0

-12 -



TEMA 7. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 7.1. Comprueba que B = <_6 7) es la inversa de A = (6 7),

5 6 5 6
Ejercicio 7.2.
-2 1 1
(a) Calcula, si existe, lainversade A= | 0 1 1.
0 -1 1

(b) Utilizando la informacion obtenida en el apartado anterior, halla la solucion de

—2x+y+z=2,
y+z=1,
—-y+z=2

Ejercicio 7.3. Utilizando el método de Gauss, determina si el sistema

X—y + t+2w=—

2x =2y +z+4+3t+4w =
z+ t+ w=

X— y+z+2t+3w=

1

1

’

N WO

’

tiene una, infinitas o ninguna solucidn. Halla la solucién en caso de que exista.

Ejercicio 7.4. Utiliza el método de Gauss-Jordan para hallar la solucién de AX = B siendo

=133 X() oo

1 0 2 3
Ejercicio 7.5. Calcula, utilizando el desarrollo por adjuntos, el determinante de A = (1) g Bl ?
1 -1 1 2

¢Es Alinvertible?

Ejercicio 7.6. Utiliza el método de Gauss para determinar, en funcion del parametro 3 € R, si el sistema
x4+ By + 2z =1,
—x+2y—3z+pt=0,
x+ By +2z+ Bt =B,

es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.

Ejercicio 7.7. Utiliza el método de Gauss para determinar, en funcion del valor de los parametros «, 3 € R,

si el sistema
x—ay+ 2z=0,
2x+ y+pBz=0,
2x + 4z = (3,

es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.

~13-
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Ejercicio 7.8. Utiliza el método de Gauss para discutir y resolver el sistema

Xp +5x3 = —4,
x1 +4xo + 3x3 = =2,
2X1 + 7X2 + X3 = =2.

*Ejercicio 7.9. Sean Ay B matrices 2 x 2 con coeficientes reales. Se define el conmutador de Ay B como
la matriz
[A Bl = AB — BA,

de modo que el producto de dos matrices es conmutativo si y solo si su conmutador es cero.
(a) Justifica que si la traza de A es cero, entonces A? es un multiplo de la matriz identidad.

(b) Prueba que el cuadrado de [A, B] conmuta con cualquier matriz C € M.
(Pista: ¢cual es la traza de [A, B]?)

(c) Prueba que el conmutador de Ay B no puede ser nunca un multiplo no nulo de la matriz identidad.

*Ejercicio 710. Sea A € M,. Demuestra que siempre se cumple la identidad
A? —tr(A)A + det(A)h = 0.

Emplea la identidad anterior para demostrar que si det(A) # 0, entonces A es invertible.

*Ejercicio 7.11. Determina los valores de a, b € R para que los siguientes sistemas de ecuaciones lineales
sean equivalentes.

x1+ 2%+ x3+(a—1)x =0, 4x1 + 5xp — bx3 + x4 =0,
2x1 + Xxo + bxz — x; =0, x1—4x+ (b—4)x3 —5xq = 0.

*Ejercicio 7.12. Demuestra que si A es una matriz2 x 1y B es una matriz 1 x 2, entonces la matriz AB no
es invertible. Generaliza el resultado al caso en que A€ M,x1 Yy B € Mixp.

*Ejercicio 7.13. Decimos que una matriz cuadrada A es nilpotente si verifica que A" = 0 para algtn n € N.
Si A € M,, es nilponente:

(a) ¢Cuadl es el determinante de A?
(b) Caracteriza todas las matrices A € M, nilpotentes.

(c) Demuestra que si A € M,, es nilpotente, entonces A + I, es invertible.

—14-



TEMA 8. Espacios vectoriales

Ejercicio 8.1. Determina si los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales del espacio corres-
pondiente.

(a) S={(a, b) € R? | a—2b= 0} subespacio vectorial de R>.
(b) T ={p(x) € Ry[x] | p(0) = 2} subespacio vectorial de R;[x].

a a* 2a . .
(c) R= {(a 3 33) |ae R} subespacio vectorial de M.
(d) U={(\2)\ A+1)€R3| )€ R} subespacio vectorial de R3.
(e) V={Aec M;,| A= A'} subespacio vectorial de M,.

(f) W ={(\ M, pn,0) € R*| X\, un € R} subespacio vectorial de R*.

Ejercicio 8.2. Sea W = {2b+ (a+ b)x + (a — b)x? € Ry[x] | a, b € R}.
(a) Comprueba que W es un subespacio vectorial de R;[x].
(b) Obtén un sistema generador de W.

(c) ¢p(x) =3+ 2x — x2 es un vector de W?

Ejercicio 8.3. Comprueba que los vectores (1, A+1,3—2), (1,A,3) y (1, A+1,1— )) forman una base de
R3 para cualquier valor de )\ € R.

Ejercicio 8.4. Sea V un espacio vectorial de dimensién 3 y sean u,v,w € V. Sabiendo que {u, v, w} es
un conjunto de vectores linealmente independientes, comprueba si los conjuntos

(a) T={uw}
(b) S={u+w,u—v,2u+w—v,3w}
(c) W={u+v,u—v+w,v+w}

también son linealmente independientes.

Ejercicio 8.5. Sea V un espacio vectorial y sea B = {u, v, w} una base de V. Determina si los conjuntos

(a) U={u,w}
(b) W =A{u,v,w,3w—2v}

son un sistema generador de V.

Ejercicio 8.6.

(a) Demuestra que el conjunto de vectores B’ = {5x2, x? + 2x, x*> + x + 7} forma una base de R;[x].

(b) Calcula la matriz de cambio de base para pasar de coordenadas con respecto a B’ a coordenadas
con respecto a la base estandar de R;[x].

Ejercicio 8.7. Sea V un espacio vectorial de dimension 2 y sean B = {b;, b2}, C = {c1, 0} y D = {d1, d»}

tres bases de V. Si
-1 2 1 0
Pccg = ( 0 1) y Ppic = (1 1) ,

calcula las coordenadas de b, con respecto a las bases B, C y D y las matrices Pg. ¢ Y Pp. .

~15-
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Ejercicio 8.8. En R*, consideramos los vectores
v =(1,1,1,2), v =(2,2,2,3), v3 =(1,1,0,1),
y llamamos V al subespacio generado por ellos.

(a) ;Cudl es la dimension de V?

(b) Sillamamos W al conjunto de vectores de V cuyas dos primeras coordenadas son iguales a 0, ;es
W subespacio vectorial de V? En caso afirmativo, calcula una base de W.

Ejercicio 8.9. En R3, dada la base B = {e;, &, e3}, se considera el conjunto
B ={e;+e,e — e —e3 €3}
(a) Demuestra que B’ es una base de R3.

(b) Escribe la matriz cambio de base de Ba B’ y de B’ a B.

(c) Prueba que el conjunto de todos los vectores que tienen las mismas coordenadas respecto a am-
bas bases forman un subespacio vectorial de R3.

“Ejercicio 8.10. En R3 se consideran los vectores
Vi = (2,1,—1), Vo = (3,3,—1), V3 = (0,3,1), Vg = (3,0,—2).

Demuestra que (v, vo) = (v3, va4).

Ejercicio 8.11. Sean
le{(x,y,z,t)€R4|X+z:0,y7t:O},
W, =((0,0,0,1),(1,1,-1,1)),
dos subespacios de R*.
(a) Calcula la dimensidon de Wy N W, y de Wy + Wh.

(b) ¢Existe algun espacio W5 que sea suplementario de W, y también suplementario de W,? Justifica
tu respuesta y proporciona un ejemplo en caso afirmativo.

Ejercicio 8.12. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, y consideremos tres vectores vi, v, v3
tales que {v1, w2}, {v1, v3}, {w2, v3} son conjuntos linealmente independientes. ;Implica eso que {vy, v», v3}
son linealmente independientes? Razona tu respuesta.

*Ejercicio 8.13.

(a) Sean V; y V, subespacios de un espacio vectorial fijado V, tales que V; + Vo, = V' y Vi N V, = {0}.
Demuestra que todo vector v € V puede expresarse de modo Unico como v = v; + v, con v; € V;
ywe W

(b) Siconsideramos los subespacios de R3
Vi={(x,y,2) €R3|x+y+2z=0}, Vo={(\A\A) R} NcR}

aplica el apartado anterior y expresa el vector (1,0,1) como suma de un vector de V; y un vector
de V,.

~16—-



TEMA 9. Aplicaciones lineales

Ejercicio 9.1. Justifica si las siguientes aplicaciones son lineales.
(a) f: R2 — R3[x] dada por f(a, b) = a+ bx + (a+ b+ 1)x2
(b) f: R® — R dada por f(x,y,z) = x — 2z.

a b
(c) f: My — Msy, dada por f (i 3) = (c d).
1 1

(d) f: My — R,[x] dada por f ( b) =a’x>+ bx +c.

a
c d

Ejercicio 9.2. Calcula un sistema generador del nucleo de las siguientes aplicaciones lineales.

a+b b>

(a) f: R2 — M, dada por f(a, b) = < 0 ;

(b) f: Ry[x] — R dada por f(ax? + bx +c) = a+2b—c.

Ejercicio 9.3. Obtén un sistema generador de la imagen de las siguientes aplicaciones lineales.

(a) f: R? — M, dada por f(a, b) = (agb S)

(b) f: Ry[x] — R dada por f(ax?+ bx +c) = a+2b—c.

Ejercicio 9.4. Considera la aplicacién lineal f: R> — M, definida por

f(2,1)_<(1) _21> f(—l,l)_<_11 _02).

(a) Comprueba que B = {(2,1),(—1,1)} es una base de R?.

(b) Sabiendo que B, = {(é 8) . <8 é) . ((1) 8) . <8 2)} es una base de M,, calcula Mg_._g(f).

(c) Calcula un sistema generador de ker(f).
(d) Calcula una base de Im(f).
(e) Calcula Mg, . g:(f) siendo B, = {(1,0),(0,1)}.

Ejercicio 9.5. Determina si las siguientes aplicaciones lineales son inyectivas, sobreyectivas y/o biyec-
tivas.

1
(a) f: R — Ry[x] dada por A= Mg/ g(f) = (—1) siendo B = {1} y B’ = {1, x, x*}.
2

(b) f:R? — R3 tal que f(1,0) = (0,1,2) y £(0,1) = (0,0, 0).

Ejercicio 9.6. Sea f: V — W una aplicacién lineal tal que
f(Vl) = W1+2W2, f(Vz):—Wl, f(V3): W1+W2,

donde B ={vi,vs,v3} y B’ = {wy, w»} son bases de V' y W respectivamente.

-17-
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(a) Calcula Mg g(f).
(b) Comprueba que C = {f(v1), f(v2)} es una base de W.
(C) Halla MCHB(f)'

Ejercicio 9.7. Sea f: R® — R3 la aplicacion lineal dada por
f(x,y,2)=(x+y,z,x+2).
(a) Calcula la matriz de la aplicacién lineal respecto a la base candnica.

(b) Determina la imagen mediante f del subespacio de ecuacion x + y + z = 0.

(c) Obtén el conjunto de vectores de R3 tales que f(v) € W, donde W es el subespacio de ecuacion
x—y=0.
Ejercicio 9.8. Sea f: R? — R? una aplicacion lineal que cumple:
f(1,1)=(2,2) y (2,1) € ker(f).
(a) Calcula la matriz asociada a f respecto a la base canédnica de R>.

(b) Calcula la matriz asociada a f respecto a la base B’ = {(1,1),(2,1)}.

Ejercicio 9.9. Sea la aplicacion f: M, — R la aplicacion definida como f(A) = tr(A).
(a) Prueba que f es una aplicacion lineal.

(b) Determina la dimensién y una base del nucleo de f.

Ejercicio 9.10. Si consideramos la aplicacion lineal f : R® — R3 cuya matriz respecto de la base candnica

es
2 2
4 4|,
1 8

determina la inyectividad y sobreyectividad de f en funcidn de los posibles valores de «, 3 € R.

NS

Ejercicio 9.11. Sea g: My — M, la aplicacién lineal definida como g(A) = AB, donde B es la matriz

1 3
o-(33)
(a) Demuestra que la aplicacion g es lineal.
(b) Calcula la matriz asociada a g respecto a la base candnica de M..

(c) Halla una base y la dimension del ntcleo.

(d) Indica la dimensidn de la imagen.

~18-



TEMA 10. Diagonalizacién. Autovalores y autovectores.

Ejercicio 10.1. Indica sila matriz A es diagonalizable y, si existe, calcula una matriz diagonal D semejante
a la dada y la matriz de paso P tal que A= PDP!,

0

0].

2

3 2
A=|-1 0
1 0

Ejercicio 10.2. Sea f: R? — R? una aplicacion lineal tal que f(x,y) = (3x — y, 2x). Indica si f es diago-
nalizable y, en caso de que exista, da una base B de R? tal que Mg, g(f) es diagonal.

Ejercicio 10.3. Sea f: R®> — R3 dada por f(x,y,z) = (—3x + z,2y, —ax). Calcula el valor del pardmetro
a € R para que f tenga tres vales propios reales (no necesariamente distintos).

Ejercicio 10.4. Sea la matriz

1 8 B 0
1 2 -1 0
A=lo 0 1 o
B 1 0 -2

(a) Sabiendo que )\ = 3 es un valor propio de A, calcula el valor del parametro 3 € R.
Con valor de 3 obtenido en el apartado anterior:

(b) Da tres vectores propios distintos asociados al valor propio \ = 3.
(c) Calcula todos los valores propios de A. ;Es A diagonalizable?

(d) Comprueba siv = (4,—-2,0,1) es un vector propio de A e indica el valor propio asociado.

2 -2 =2

Ejercicio 10.5. Sea la matriz A = (—1 1 1 ) Calcula los autovalores y autovectores de A. (Es A
1 -1 -1

diagonalizable?

Ejercicio 10.6. Prueba que toda matriz simétrica 2 x 2 es diagonalizable.

Ejercicio 10.7. Se consideran las matrices

(a) Calcula los autovalores de Ay de B.

(b) Determina si Ay B son diagonalizables sobre R. En caso afirmativo, calcula una forma diagonal D
y una matriz de paso P y expresa la relacion entre ellas y la matriz original.

Ejercicio 10.8. Construye una matriz M € M, tal que v, = (2,3) sea autovector con autovalor2 y v, =
(1,2) sea autovector con autovalor —1.

Ejercicio 10.9. Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Si A es una matriz tal que A" = 0, entonces su Unico autovalor posible es A = 0.
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(b) Si ) es autovalor de una matriz A invertible, entonces \~! es autovalor de su matriz inversa A=
(c) Si X es un autovalor de A, entonces ) es también autovalor de At, la matriz traspuesta de A.

(d) Los autovectores asociados a dos autovalores distintos son siempre linealmente independientes.
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TEMA 11. Espacios normados

Ejercicio 11.1. Sea la aplicacion bilineal -: R® x R® — R3 dada por
(a, b, c) - (x,y,z) = 2ax — 2ay — 2bx + by + az + cx + 6¢z.

(a) Determina el valor del parametro 3 para que - sea un producto escalar.
Sig=3v=(L1,-1)yW={(xy,2) eR¥| x+y—z=0}
(b) Comprueba si v W.

Ejercicio 11.2. Considera, en R3, los vectores v = (2,0,1) y w = (2,0, 0) y el producto escalar cuya matriz
de Gram con respecto a la base B = {(1,1,1),(1,—-1,0),(0,0,1)} es

o1 O N
= O O
= O

(a) Calcula |v]||.

(b) Calcula la distancia entre v y w.

Ejercicio 11.3. Sea -: Ry[x] x Ra[x] — Ry[x] el producto escalar en R,[x] dado por
(a® + bix + @) - (a2X® + box + @) = 132 + biby + b1y + bycr + 2c16,
y sean los vectores p(x) = x + x?, q(x) =1+ x ¥ r(x) = —x2.
(a) Calcula p(x) - g(x).
(b) ¢Es r(x) unitario?

(c) Calcula la matriz de Gram del producto escalar con respecto a la base B = {p(x), q(x), r(x)}.

Ejercicio 11.4. Calcula una base ortonormal a los siguientes subespacios con el producto escalar indi-
cado.

(a) T=1{(1,2,0,—1),(2,1,1,0)) con el producto escalar estandar de R*.

(b) W es el subespacio de R* cuya base es B = {x?> — 1,x?> + 2x + 3} con el producto escalar

. R2[X] X Rz[X] — R tal que (31X2 + bi1x + Cl) . (82X2 + by + C2) = 3a1ay +2b1by + c16.

(c) S_{C Z) |la—b+c—2d=0, b—c+d=0, c+d—0} con el producto escalar

Moy x My — R dado por (i Z)(; D:ae—i—bf—&-cg—i-dh.

Ejercicio 11.5. Sea V un espacio euclideo y sea B = {b1, b», b3} una base de V tal que b; es unitario,
bi-by =0, by-by =1, |bs]| =2, (b1 — b3) - bo =0 (b1 — b3) Lby.

(a) Calcula la matriz de Gram con respecto a la base B.
(b) Calcula d(b, b3) y el angulo que forman bs — by y bs.
(c) Calcula una base B’ = {v1, v», v3} ortonormal.

(d) Calcula la matriz de Gram con respecto a la nueva base B'.
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1 -1
Ejercicio 11.6. Considera el producto escalar con matriz de Gram Gg = (1 2
0 1

w = o

) , Siendo la base

B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
(a) Obtén Gg, si B. denota a la base candnica de R3.
(b) Halla, utilizando Gg, el producto escalar (1,1,1) - (0,1, 0).
(c) Calcula el producto escalar (1,1,1) - (0,1, 0) utilizando ahora Gg,.

(d) ¢Son coherentes los resultados obtenidos en los apartados (b) y (c)?

Ejercicio 11.7. En R3, se considera el producto escalar dado por

((x1, %2, x3), (Y1, Y2, ¥3)) = 3x1y1 + x1y2 + x1y3 + xoy1 + 3xay2 + x3y1 + 3x3y3.
(a) Halla la matriz de Gram del producto escalar anterior.
(b) Calcula el médulo del vector v = (1,0, 1) respecto al producto escalar dado.

(c) Determina unas ecuaciones implicitas del subespacio ortogonal al vector anterior.

Ejercicio 11.8. En Ry[x] se considera el producto escalar dado por
p(x) - a(x) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).
(a) Calcula la matriz de Gram para la base candnica de R;[x].
(b) Calcula la distancia entre los polinomios x y x°.

(c) Calcula la norma de los polinomios 1+ xy 1 — x.

Ejercicio 11.9. Se considera, en R* con el producto escalar habitual, el subespacio definido por las ecua-
ciones implicitas
x+y+z=0, y—z4+2t=0.

(a) Calcula la dimensidn y una base de W.

(b) Emplea el método de Gram-Schmidt para hallar una base ortonormal a partir de la base hallada en
el apartado anterior.

(c) Calcula la proyeccidn del vector v = (1,0,0,0) sobre W.

Ejercicio 11.10. Demuestra que en un espacio euclideo V se cumple la ley del paralelogramo
llu+ v+ llu = v? = 2[|ul|* +2]|v|®

para todo u,v € V.

Ejercicio 11.11. Demuestra que si dos vectores u, v de un espacio euclideo verifican que
lull® + v = llu+ v,
entonces son ortogonales.
Ejercicio 11.12. En R* con el producto escalar habitual y dado v = (1,2,3,1), encuentra el vector de W
mas cercano a v si W es el subespacio de ecuaciones

X"‘y:O, X—y+Z:O_

*Ejercicio 11.13. Si U y V son subespacios de un espacio euclideo, demuestra que

(U+ V)t =Utnvt
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Solucion 11.
(@) (i+3)(2£—1)_2£2—£+6£—3_—5+5£1+£_—5—5L+5£—5£2_9_0
1—4 - 1—i To1—i 140 12 412 T2
(b) (L+i)2+2i (1+i)(2—-20) 2-2i+2i—4% 6 3—5_18+6i_g+§£
3+ a 3416 a 3416 T 34i3—; 32412 5 5~
(c) 2eFi—(i+2) =2 (cos(Z) + isin(Z)) —(i+2) =2 (% +i§) (i42) = 143~ (i+2) == —1+(V3-1)i.

4 4
(d) 2_: - (2> =23 =25 =2 (cos(5E) + isin(5F)) =2 (% —L%) _ /3 3.
Ea Tty

Solucion 1.2.
(a) eltt =gy
(b) 2g3:1 e = (2:3-1),, . =6z

T3 iy

() i"=i*2i=1-(-1)-i=—i= 1_-, donde hemos utilizado que [i[ = \/0? + (1) = 1y Arg(—i) = 5"
(porque —i esté situado en la parte negativa del eje vertical).
Solucién 1.3. Como z* = e™, tenemos que calcular todas las raices cuartas de w = ™.
- Calculamos el modulo y argumento de w = e%+™ = e%(cos + isinT) = —1 4 0i = —1:
lw| =+/(—1)2+02 =1y Arg(w) = 7 (porque w esta en la parte negativa del eje horizontal).

- Calculamos las raices cuartas de w con la férmula vy = v/|w|agw 2= para k =0,1,2,3:
7

V():\lyi%:].%, V]_:{‘/Iﬂ't‘i:l%n,
Vo = \ﬂwym = 1577\' = 1—31\', V3 = \VIW+67\’ = 177# = 177r
7 4 7 ! 7 7
Solucién 1.4.
Im(z) Im(z) Im(z)

A B A C A

N
o \\
A \ SN,
T // g o~ :
1 | J 3 Re(z) ! !

) Re(2)
U

donde hemos calculado las raices cubicas de w = —8:

- Moddulo y argumento: |w| = /(—8)2+ 02 = 8 y Arg(w) = « (porque w esta en la parte negativa del
eje horizontal).

- Raices cubicas de w: zx = ¥/|w/|agw)2- Para k =0,1,2:
3

20:\3/§ :2

Wl
Wl

21:\7@%% :27“ 22:\3/§7r+47r :25%:1—7r.
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Solucion 1.5.

(a) Como z3 = —1 + ¢, calculamos las raices clbicas de w = —1 + .
- Médulo y argumento: [w| = /(—1)2 + 12 = V2 y Arg(w) = 7 — arctan (1) = 7 — 7 = 3% (porque
w estd en el segundo cuadrante).
- Raices cubicas de w: zx = /|w/| a2 Para k =0,1,2:
3

20:3\/§ﬂ:\6/§%, 21:3\/53%“”:\6/511”,

12
3 3

3 6
Zy = \/§3T7r+47r = 21'197; = 1—15;( .
3

(b) Hacemos el cambio de variable t = z + 1 y resolvemos t* = 16 calculando las raices cuartas de
w = 16:

- Moddulo y argumento: |w| = /162 + 02 = 16 y Arg(w) = 0 (porque w estd en la parte positiva del
eje horizontal).

- Raices cuartas de w: tx = /|w|agwq2= para k =0,1,2,3:
4

to = V160 = 2¢ = 2(cos0 + isin0) = 2,

INISY

t = V1602e =25 = 2(cosg + isin g) = 2i,
th =V 160+#

ty = V160ier =23z = 2. = 2(cos(_77r) + Lsin(%ﬂ)) Y

2, =2(cosm + isinT = =2,

Deshacemos el cambio de variable zx = ¢, — 1:

ZOZto—].:]., 21:t1—1:—1+2i, 22:t2—1:—3, Z3:t3—1:—1—2[:.

Solucién 1.6. Si escribimos z = a + bi, tendremos por un lado

lz+ 1] =|a+ bi+ 1| = |(a+ 1)+ bi| = /(a+1)% + b,
lz—il=la+bi—il=la+(b—1)i|=+a%+ (b—1)2

Ambas expresiones son iguales si, y sélo si,

(a4 12+ b =2>+ (b—1)

y por otro,

que desarrollando ambos lados, es equivalente a
P +2a+1+bP=a2+b>—2b+1.

Simplificando, se llega a la condicién a = —b. Por tanto, los nimeros complejos solucion de la ecuacion

dada son de la forma
z=a—al, aclk.

Se trata de una recta en el plano complejo, multiplos reales del nimero complejo 1 — i.

Solucién 1.7.

(a) En primer lugar, ‘71 = . Como i* = 1, deducimos que

1 100 25
() — L'].OO — (L4) — 125 - 1.

—!
En forma polar, 1.

(b) En forma polar, 1 — (= ﬁ_Tﬂ y entonces

50
(\[2_%> _ 225# —0%_,  —2%

En forma bindmica, 22°, = 2?%(cos + isin7) = —225,
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(c) Las formas polaresde 2 +2;y 2 — 2 son \/5% y \/5_% (son conjugados). Por tanto, en forma polar,
se tiene que

20 40
(\/§%> _ 81Oonﬂ —glo, —glo_ y (\[;«) _ 820# —g%0 g0

7

810 ( 1 ) 10
=5 ) =8"%.
8207r 810 0

En forma binémica, 8 1% = 871%(cos 0 + i sin0) = 871 (es un numero real).

Y por lo tanto,

Solucion 1.8. Pararesolver la ecuacion x®—2x342 = 0, hacemos el cambio de variable z = x3 y obtenemos
la ecuacién de grado dos
722 —2742=0,

que tiene como solucion:

,_ —bxVb—dac 2+VE-8 2V _2£2/°1
— e e LD -

1+
22 2 b

es decir, tiene dos raices complejas: z; =1+ iy z =1—i.
Si tratamos de deshacer el cambio de variable original, debemos resolver la ecuacién
x3 =1+,

lo que equivale a hallar las raices cubicas de 1 + i, cuya expresién en polares es f%. Empleando la
formula x, = /|1 + i| aecro2¢= Para k =0, 1,2, las raices cubicas son:
3

X1:3\[i:\ff%, X2:3\6%+2ﬂ:\6f237w, X3:3\/§%+4w:\6[2%:\%%.
3 3 3

La ecuacién x® = 1— se resuelve de modo similar, teniendo en cuenta que en polares 1— tiene expresion
V2_-. Las soluciones son:
4

~

7

#|

= Ve =VEe = VB wn = VEr xe= VUNE e =By = V2.
% 12 43Jr ! 43+

Solucion 1.9. Despejando, se obtiene que
zZ(i+1)=(z=-2)(1-i) = z@i+1)=z(1-i)+(-24+2i),
y agrupando y despejando de nuevo z llegamos a

242 1+
2i+1)—z(1—i)= 242 = 2iz=-242 = z—_°r°_“tH!

— 144
20 i T

Por tanto, el nUmero complejo pedido es z2 +i = (1+i)?> — i = 1+ 2i + i®> — i = i, cuya forma polar es lx.
Solucién 1.10. Sea p(x) = a,x" + a,_1x"~! + ... + a;x + ap un polinomio con coeficientes reales, es decir,
a; € R. Si z es raiz de p(x), esto quiere decir que p(z) = 0, y por tanto

a 2"+ ap_ 12" 4+ ...+ az+a,=0.

Si conjugamos ambos lados de la ecuacion y aplicamos las propiedades de la conjugacién de numeros
complejos respecto a la suma y al producto, se tiene que

O0=apz"+ap_1z" 1+ ... +a1z+ag=apnz"+apn_1z" ' +... +ajz+a =

=a,z"+ a1 2"+ . tarz+a =

— o p-1 . —
anz"—|—a,,_1z” +...+a1z+a =

=3,z "4 a, 12" .. @zt a = p(2),

donde hemos aplicado también que a; = a; por ser los coeficientes nimeros reales.
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Solucion 2.1.
(a) |rmH5:[°}_ VXoVaVXEVE g xma
x—at (X — 8)2 0 x~>aJr (X — 3)2 f—|— \/> x—at (X — 3)2(\/)?—}- \/5)
, 1 I
- I e o a

(b) lim X724 [0} = lim (x—a)? ' = lim Vx—a=+Vvar —a=+0t =0.

x—at X —a 0 x—at x—at
(c) Iim x—a _ (9 _ lim (x —a)'"2 = lim ! 1 L1 = 400
x—vat \/Xfai 0| x—at T x—sat \/Xfa \/a+—37\/0+70+7 )
(\/X2 +a— ax) (\/X2 —|—a—|—ax)
i \/ 2 — _= —_ _= { —=
(d) Xl!TOO( X +a aX) |:+OO OO:| X—|I>TOO \/X2+a+ax
x? 4+ a— a°x? i (1-a%)x"+a a?)x® +a
= = Iim
A o atax e Vi tatax
Sia#1l:
1-a%)x*+a 00 (l—a)x +a
lfim (\/XZ—i-a—ax): [fm ( [}— lfim =
x—+00 x=+oo /x? + a+ ax +o0 x=+00 \/x2 + a+ ax
~ i (1-a)x+2 ( 400 siae]0,1),
T x>0 ]_+Xiz+a o —00 Si36(1,+00).
Sia=1:
1
I (\/2 1—):| - ~0
x—:Too X<+ X x—I>Too W"‘X “+00
Solucion 2.2.

(a) lim f(x) = lim xsin (Z) = 0 por el Criterio del Sandwich ya que lim x =0y |sin (Z)] < 1.
X—

x—0 x—0

2l/x 4 5=1/x  1p1/0 4 5-1/0 -
(b) )!ﬂqog( x) = xl'% A AT [31/0+4_1/0} = calculamos los limites laterales:
. ( )_ . ol/x 4 5—1/x B 21/0++51/0_ B 2+o0 | 5= B +oo+0 B
o 8V T G B 41X T |3107 41700 | T |3t 14| |Foot0]
G)"eas (@) w1 ()T H15] 040
= m = — = - - O
x—0t 14 12-1/x 14 12t/0 14+ 12=2° 1+0
fm g0 = lim 2U/x 4 5-1/x  pl/07 4 51/0T ] fpmec p5tee] M0 4o00]
o= 8V T AN 3 a-Tx T 3100 1 41/07 | T |3 14t | |0+oo]
—1/x — 1/0" s}
i 801 G) : _ |8 +(3)" _ [+ @) _0t®_ L6
x—0— 124/x 41 121/0- 12— + 1 0+1

Como los limites laterales no coinciden, no existe Ifmog(x).
X—>

32

2

1 1 1 3 )
¢ — X2 + | = +oo =1 —_— = 3
(c) linoh( x) = I|m(3x + 1)~ [10 ] [1 } xllno <1+ I ) e’.

3x2

Solucidén 2.3.

3 1 1 x—1—logx 0 ; ~1
(a) lim [ — — I[OO*OO}—“ — = || = lm =
x=1\logx x-—1 x—1 (x—l)logx 0 x—1 ;(X—1)+|ogx

0 1 1

—im | = m = .
«51x — 1+ xlogx {o] < T+logx+1 2
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2xsin x

m (14 xsinx)?*" = [1’”} — lim <1 +— ) = lim e(I+xsinx=D5 _ glimoolxsing 5

Ii
x—0 x—0 x—0

(b)

xsin x

Calculamos el limite del exponente utilizando que I|’m0 S'“TX =1:
X—

. 2xsinx . 2sinx
lim >— = lim =2.

x—0 X x—0 X

Por tanto, lim (1 + xsin ><)2/X2 = &2,
x—0

(c) lim o—2 = H = lim (x — a)'7¥3 = lim (x — a)* = (a — a)*3 = 0.

x—aJxX — a 0 x—a x—a

(d) Si empleamos la identidad x* — y3 = (x — y)(x*> + xy + y?) (similar a la habitualmente utilizada
x2 —y? = (x—y)(x +y)), y laaplicamos con x'/3 y a'/3 como términos, se obtiene que

m X2 y X—a y (x1/3 — al/3)(x?/3 4 x1/331/3 4 22/3)
x@aef—%_x@axl/:s—al/:s _x@a x1/3 — 31/3 B
= Iim (x¥/3 4+ x1/3a/3 4 22/3) = 32%/3.
X—a
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Solucidén 3.1.

(a) La funcion es continua en todo su dominio (Dom(f) = [—1,1]) porque es una raiz cuadrada de un
polinomio (que siempre es positivo en [-1, 1]).

(b) La funcion g es continua en (—1, 1) por estar definida como la raiz cuadrada de un polinomio (que

siempre es positivo en (—1,1)) y también es continua en (—oo, —1) U (1, +oo) por ser constante.
La funcién es continua en x = -1 si f(—1) = I|’m1 f(x). Calculamos f(—1) = /1 —(-1)>=0y
X——
I|'m1 f(x) = I|'m1 0=0 y I|m1 f(x)= I|m \/1—x2 V31— (-1)2=
x——1- x——=1- X—

es decir, f(-1) =0 = I|’m1 f(x) y deducimos que f es continua en x = —1.
X—r—

La funcién es continua en x = 1 si f(1) = lim f(x). Calculamos f(1) =v1—-12=0y

x—1

lim f(x)= lim V1—x2=41-12=0 y lim f(x)= lim 0=0,

x—1— x—1- x—1t x—1t

es decir, f(1) =0 = I|’m1 f(x) y deducimos que f es continua en x = 1.
X—

(c) La funcion g es continua en (-1, 1) por estar definida como la raiz cuadrada de un polinomio (que

siempre es positivo en (—1,1)) y también es continua en (—oo, —1) U (1, +oo) por ser un polinomio.
La funcion es continua en x = —1si f(—1) = ||’m1 f(x). Calculamos f(—-1) = /1 —(-1)?=0y
X——
im f(x)= lim (x—1)=-2 vy lim f(x)=lim V1-x=y1-(-1P =0
x——1- x——1- x——1F

Como los limites laterales no coinciden, deducimos que no existe I|’m f(x) y, por lo tanto, f no es
continua en x = —1. Ademas, como lim  f(x) € R, deducimos que f tlene una discontinuidad de

x——1F

salto finito en x = —1.
La funcion es continua en x = 1 si f(1) = Iim f(x). Calculamos f(1) =v1—-12=0y

x—1

lim f(x) = lim Vi-x2=y/1-12=0 vy lim f(x)= lim (x—1)=1-1=0,

x—1- x—1* x—1t
es decir, f(1) =0 = Iu’m1 f(x) y deducimos que f es continua en x = 1.
X—r

Solucién 3.2. Para que f sea continua en x = 2 necesitamos que I|'m2 f(x)=1f(2) = O% = 5. Calculamos
X—

los limites laterales:

lim f(x) = i ax a2 «
im x) = lim —,
xX—2~ x—2~ |X — 2| + 4 ‘2 2| + 4 2
lim F(x) = I _2 ( )—0

3. 10 = fig Ge=2)sin

donde hemos aplicado el Criterio del Sandwich (porque ||'m2(x -2)=0y ‘sin (%)‘ < 1). Deducimos que
X—
f es continua en x = 2 si § = 0, es decir, sia = 0.

Para que f sea continua en x = 10 necesitamos que Iim f(x) = f(10) = 8sin (5r) = 8sin (%) = 4V2.
X—
Calculamos los limites laterales:

lim f(x)= Ilim (x72)sm( >_85|n(10“)—4\[

x—10— x—10—

)  h(x—10)—10 h(0)—10 5 —10

lim f(x)= I - - .
Jim ) = o+ 10 100 +10 101 1 10

Deducimos que f es continua en x = 10 si = 4/2, es decir, si 8 = 10 + 4/2(10 — 10).

101°+10
Solucion 3.3. Definimos la funcion f(x) = 2x — 3 — sinx, que es continua en R, en particular en [0, 7].

Ademas, como f(0) =0—-3—sin0=-3< 0y f(r) =2r—3—sinm = 2r — 3 > 0, por el teorema de Bolzano
deducimos que existe ¢ € (0, 7) tal que (&) = 0, es decir, sin = 2¢ — 3.
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Solucion 3.4.
2+6 8

»-4.2¢3 -1

(b) Six € (—00,0] = f(x) =0=Vx2+4=0= x> = —4 =No hay solucion.
x+6

x2 —4x+3

(@) F(0)=v02+4=2 y f(2)= = -8.

Sixe (0,+x) = f(x)=0= =0=x+6=0=x=—-6¢ (0,+00) =No hay solucién.

(c) Para poder utilizar el Teorema de Bolzano la funcidn f tiene que ser continua en el intervalo [0, 2],
pero esto no es cierto porque en x = 1 la funcién tiene una discontinuidad de salto infinito ya que

, ~ lim x+6 _ 7 ~ e
Jm ) = i T = 3) [0+ - (—2)} '

Solucién 3.5. Definimos la funcién g(x) = f(x) — x, que es continua en el intervalo [0, 1].

Sif(0) #0vy f(1) # 1, entonces g(0) = f(0) —0 >0y g(1) = f(1) — 1 < 0y por el teorema de Bolzano
deducimos que existe £ € (0,1) C [0, 1] tal que g(&) = 0, es decir, f(&) =&.

Si f(0) =00 f(1) = 1, la solucion de la ecuacién seria x = 0 0 x = 1, respectivamente.

Solucidn 3.6. Si definimos la funcion
f(x) = x* — cos x + xsinx,

f(x) es una funcion continua en todo R por ser suma y producto de funciones continuas. Es facil verificar
ademas que f(0) = -1 < 0y f(r) = #> + 1 > 0, por lo que el Teorema de Bolzano permite afirmar que
existe x; € (0, ) tal que f(x;) = 0, esto es, una solucion real a la ecuacion dada.

Por otro lado, tomando ahora x = —m, f(—7) = 72 + 1 > 0, asi que también podemos aplicar de nuevo
el teorema de Bolzano al intervalo [—m, 0] y afirmar que existe un segundo valor x, € (—m,0) tal que
f(x2) = 0, lo que proporciona una segunda solucion real.

Solucién 3.7. Consideramos la funcién
f(x)=x%—6x—1,

que es continua y derivable en todo R, ya que es una funcién polinémica. Ademas, f(x) cumple que
f(0)=-1<0,f(-1) =6 >0y f(2) =2°—-12—-1 = 51 > 0, luego podemos aplicar el teorema de
Bolzano a los intervalos [—1,0] y [0, 2] para garantizar que existen dos puntos donde f se anula, x; Y xz,
pertenecientes a los intervalos (—1,0) y (0, 2), respectivamente. Los puntos x; ¥ x, proporcionan dos
soluciones reales de la ecuacién dada.

Vamos ahora a comprobar que no existen mas soluciones reales: si analizamos el signo de f/(x),
f'(x) = 6x> — 6 =6(x" — 1),

se tiene que f(x) es decreciente en (—oc, 1) y creciente en (1, +o00). Una funcion asi tiene como maximo
dos raices reales: dado que es estrictamente mondtona en (—oo, 1) y en (1, +o0), s6lo puede tener una
raiz cada uno de los intervalos (también se puede comprobar utilizando el Teorema de Rolle).

Solucién 3.8. Como la funcidn f(x) es una funcién racional (cociente de dos polinomios), para que sea
continua en todo R sera necesario que x> —2ax+5a # 0 para todo x € R, ya que en caso contrario existira
un x; € R en el que el denominador se anule. En ese caso, la funcién no estara definida en xqg y no tendra
sentido entonces hablar de su continuidad en ese punto (y no podremos ni mucho menos decir que es
continua en todo R).

Si calculamos las raices de x? — 2ax + 5a, se tiene que

_ 2a++/4a®> -20a 2a+./4a(a—b)
B 2 B 2 '

X

La funcién no tendra raices reales siempre que 4a(a — 5) < 0, lo que sucede solamente si, y sdlo si,
a e (0,5).

Por tanto, f(x) es continua en todo R si a € (0, 5).
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Solucién 3.9. Para que la funcién sea continua en 0 debera suceder que

lim £(x) = lim £(x) = £(0),

x—0~

y dado que f(0) = ¢, el Unico valor de ¢ que hara continua la funcién sera el valor del limite, que debe
existir y ser Unico. Calculando el valor del limite en x = 0, se tiene que

lim x cotx = lim = 0 =lim—=1

X COS X 0 COS X — X sin x
x—0 x—=0 sin x x—0 COS X

Se deduce que ¢ = 1 es el Unico valor de ¢ que hace la funcion continua (en el resto de casos posee una
discontinuidad de tipo evitable).

Solucién 3.10. Si calculamos el limite de f(x) por la izquierda, vemos que

x2

lim f(x)= lim ———— =0,
x—0— ( ) x—0— 4+sin2 (%)

puesto que 0 < sin’ (1) < 1, de donde se deduce que

x2 x? x?

A A g
57 4+sin2(%) -4

2 2 . s . . .
ycomo lim % = lim % =0, se tiene que el limite lateral por la izquierda es cero.
x—0— x—0—

Si analizamos el limite por la derecha, y recordamos que I|’m+ % = 400, tenemos que
x—0

0,

= lim

lim f(x) = Ii _
. F0) = lim 30+ 1 1

x—0+ x—0+ 41/x

3% ol/x B G+ G _o+0

(0. ¢]

de donde se deduce que existe I|’m0 f(x) para cualquier valor de c € R, y su valor es 0. El Unico valor que
X—
hace a f(x) continua es ¢ = 0, ya que de este modo I|’m0 f(x)=c=0.
X—r
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Solucidén 4.1.

e 1 +00 - 1 1
lim = lim S~ =|—|=Im 57 = Ilim —— =|—| =
x—0+t X x—0+ el/x +00 x—0+ X—zel/x x—0+ el/x +00

Solucion 4.2. Como 0 = f(2) =4a+2by f'(2) = 4a+ b (ya que f'(x) = 2ax + b), al sustituir en la ecuacion
de larecta tangente y — f(2) = f/(2)(x—2) = y —0 = (4a+ b)(x—2) deducimos que 4a+b = 1y resolvemos

el sistema
4a+2b =0, N a=1,
4a+b=1, b= -3.

Solucion 4.3.

(a) Existencia de solucion.
La funcion f(x) = xe¥ 1 + Ax es continua en [—a, a] y ademas, como f(—a) = —ae® ! —a)y
/() = ce® =1 4+ a), es decir, f(—a)f(a) = —a2(e* =1 4+ \)? < 0. Por lo tanto, el teorema de Bolzano
prueba que existe ¢ € (—a, a) tal que f(§) = 0.

(b) Unicidad de solucion.

Suponemos, por reduccion al absurdo, que existen &; < & conéy, & € [—a, o] tales que f(&1) = F(&).
Como f es continua en [¢1,&] vy derivable en (&, &), deducimos que existe z € (&,&) tal que
f'(z) = 0. Es decir, 0 = f(z) = e ~14+222¢7~14 ) pero esto es imposible porque (1+22z2)e? "1+ A > 0
y concluimos que la solucién es Unica.

Solucion 4.4.

(a) f(—4)= /(T4 =V0y f(2) = /(T +22 = 0.
(b) Calculamos f'(x) = y si f/(x) = 0, entonces 2 = 0 y deducimos que la ecuacidn no tiene

solucion.

2_1
3 V1x
(c) No se contradice el Teorema de Rolle porque la funcion f(x) no es derivable en x = —1 € (—4,2):

o f(x)—f(-1) . (14+x)**-0 1 S [1]
XﬂTﬁx—i(—n_xﬂTﬁxiH_xﬂﬁm_ or | = T
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Solucioén 5.1. Definimos la funcién f(x) = e~ sin(2x) y calcularemos el polinomio de Taylor P;o(x):

f(x) = e*sin(2x) f(0)=0,
f'(x) = e*(sin(2x) + 2 cos(2x)) f'(0) =2,
f"(x) = e*(—3sin(2x) + 4 cos(2x)) f(0) = 4.

Entonces, el polinomio de Taylor queda:

Pao(x) = F(0) + F/(0)(x — 0) + £(0) _20)2 —0+2x+ 425 = 2x + 2x% = 2x(1 + x).

Una aproximacion a e%!sin(0,2) es £(0,1) ~ P»(0,1) =2-0,1-(140,1) = 0,22.

Acotamos el error cometido sabiendo que ¢ € (0,0,1):

f”’(£) e* (—11sin(2€) — 2 cos(2€))| <

’Rz,o(O.l)‘ (0,1 - 0)3 0613‘

< 'Te5(11| sin(2¢)] + 2| cos(2€)]) < 2L e (11 4 2) < 120,13 < 320,13 = 80,001 =
= 0,0065.

Solucioén 5.2.
(@) Dom(f) =(0,2)U (2, +0).
(b) Puntos de corte con los ejes: no hay punto de corte con el eje de ordenadas porque 0 ¢ Dom(f) y
tampoco hay punto de corte con el eje de abscisas porque la ecuacion & =0=e*=0no0

Vx(x—2)

tiene solucidn.

(c) Asintotas horizontales:

X X 2
im f(x)= lim ——° 1O i € Iim fe B e
X—+00 X—+00 \/>(x — 2) —+00 X—+00 2\7( ) + \/> x—+o00 3X — —+00
SeX +2/xe¥ < +2Vx
—im X TV g T e [M-(Jroo)} = +o0.
X——+00 3 X——+00 3

No hay asintota horizontal en +oo porque ”T f(x) ¢ Ry tampoco en —oo porque el dominio esta
X—r—+00
acotado por la izquierda.

(d) Asintotas verticales:

im0 = lim, \/Q(ix— 2) {0+ 1(—2)} -
Jp =1 ﬁ(ix_ 5 e

x[)n;+ f( ) - xll>2Jr f(X — ) |:\[ 0+

Las rectas x = 0 y x = 2 son asintotas verticales de f.

| =+oc

(e) Monotonia: calculamos la derivada de f.

ex\/?(x—2)—ex(ﬁ(x—2)+\/>7) _2x(x—2) = (x—2)—2x | 2 —Tx+2

F(x) = _
(X) X(X—2)2 € 2\/)?X(X_2)2 2\/)?X(X— )
_7-V33 7 2
Sif(xX)=0=2x2—-7x+2=0= X1 =—7 <z<2
(x) {X2_7+1\1/§>7+>1/%>2-

Estudiamos el signo de f'(x):
- Six € (0,x): f'(x) > 0y la funcién es creciente.
- Six € (x1,2) U(2,x): f'(x) <0y lafuncién es decreciente.
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- Six € (x2, +00): f’(x) > 0y la funcion es creciente.

(f) Extremos relativos: de la monotonia deducimos que f tiene un maximo local en x = x; y un minimo
local en x = x».

(g) Representacion gréfica:

Solucién 5.3. Si tomamos el polinomio de grado n en el origen de la funcién exponencial f(x) = e*,

x2 x3 Xn
Pn071+x+—+—+ + =,
3! n!
una aproximacion del nimero pedido, ve2 = f (2), serd P,o (2):
2 22 2"
Poo =1 . .
"3 3 Tz 2.3 ot nl.3n

Dado que para el error cometido sabemos que ¢ € ( , 3) tomando la férmula del error buscamos un
n € N tal que

‘ e (2- )n+1 | Sttt < 10-2

n+1 5 (n+1)13n+1] — '
Dado que ef < e! = e < 3, se tendra que

3 . 2n+1 2n+1
Rno (3) ‘ < = .
(n+ 1)13n+1 (n+1)137
Tomando n = 4, se obtiene que
25

4
= —— ~0,003292 < 1072
5134 1215 ' < '

siendo n = 4 el primer entero para el que se cumple el error es menor que 10~2 (para n = 3 se obtiene
8% ~ 0, 0247). Por tanto, sustituyendo en el polinomio de Taylor de grado 4, la aproximacién que cumple
lo pedido es

2 2 4 2
~ 1 — 4+ =
Veslti+5+g o
Solucion 5.4. Si calculamos las derivadas de la funcidn secante, vemos que:
sin x

f'(x) = —— = tanxsecx,
cos? x

f"(x) = sec® x 4 sec x tan® x,

y como sec(T) = /2, tan(%) = 1, deducimos que f(Z) = v2, f'(Z) = V2 y f/(T) =2v2 + V2 = 3V2.

Por tanto, el polinomio de Taylor en % vendra dado por

Puz() =1 (5)+ () - )+ () B2 — Vo vape-p+

(x = 5)%

e

-39-



EJERCICIOS TEMA 5 MATEMATICAS |

Solucidn 5.5.

(a)
(b)

(9)

Dom(f) = R*\ {1} = (0,1) U (1, +00).

Puntos de corte con los ejes: no hay punto de corte con el eje de ordenadas porque 0 ¢ Dom(f)

y tampoco hay punto de corte con el eje de abscisas porque la ecuacion IL =0 = x =0 tiene
og x

como Unica solucién x = 0, que no pertenece al dominio.
Asintotas horizontales:
X o0 1
im f(x)= lim —— = [7} = Iim + = lim x = +00,

X——400 X—+00 |ogX o0 X—00 1 X—00
X

luego no hay asintota horizontal en +o0o0 y tampoco en —co porque el dominio esta acotado por la
izquierda.

Asintota oblicua:

f(x
[fim fx) = lim =0
x—+oo X x—+oo log x

luego tampoco hay asintota oblicua en +ooc.

Asintotas verticales:

07
, X 1
xll[];lhr f(X) - ><Il>n]~.'+ |OgX - |:O+:| = +oo
La recta x = 1 es asintota vertical de f.
, | -1
Monotonia: calculamos f'(x) = ogx " 2
(logx)?

Sifl(x)=0=logx—1=0=logx =1 = x = e, por lo que la funcién, que es continua y derivable
en su dominio por ser cociente de funciones derivables, tiene un Unico punto critico.

Estudiamos el signo de f'(x):
- Six e (0,1)uU(1,e): f(x) <0y lafuncidon es decreciente.
- Six € (e, +00): f'(x) > 0y la funcién es creciente.

Extremos relativos: de la monotonia deducimos que f tiene un minimo local en x = e.

Representacién gréfica:
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Solucion 5.6. Aplicando la definicion de valor absoluto, se tendra que

_ 1—1x] si 1—|x|>0,
f(X)_{1+|x| si 1-|x|<0,

Puesto que 1 — |x| > 0 siy sblo si —1 < x < 1, podemos expandir la funcién anterior y considerar la
expresion alternativa
—1+x] si x<-1,
f(x) = 1—|x] si —-1<x<1,
—1+4|x| si x> 1.

Finalmente, analizando |x| en cada uno de los intervalos dados, llegamos a la siguiente Ultima expresion
de f(x) como funciodn a trozos, que no involucra valores absolutos:

—1—x si x < -1,
1+x si —1<x<0,
1-x si 0<x<1,

—1+x si x> 1.

f(x) =

Teniendo esto en cuenta:
(@) Dom(f) =R.

(b) Puntos de corte con los ejes: se tiene que |1 — |x|| = 0 siy s6lo si 1 — |x| = 0, lo que sucede siy
solo si |x| = 1, esto es, la funcién corta al eje de abscisas cuando x = +1 (puntos (—1,0) y (1,0)).
En cuanto al eje de ordenadas, se tiene que f(0) = 1, luego corta a dicho eje en el (0, 1).

(c) Continuidad: la funcion valor absoluto g(x) = |x| es una funcion continua en todo R, y la funcién
f(x) dada es composicién y suma de funciones continuas, luego es continua en todo R.

(d) Derivabilidad: analizando la descripcion de f(x) como funcién a trozos, es una funcién lineal en
cada uno de ellos, luego es derivable en (—oo, —1)U(—1,0)U(0, 1)U(1, o0) (coincide con una funcion
lineal, por tanto derivable, en un entorno abierto). En esos intervalos, se tiene que

-1 si x < —1,
1 si -1<x<0,

/ _
Fiix) = -1 si 0<x<1,
1 si x> 1.
Dado que
Iii fl(x)= i —1#41= lim 1= Iim f
x—:r—nI* (X) X—>Ir—n1* # ><—:rj‘14r x~1rl1lJr (X),

la funcidén no es derivable en x = —1. Un célculo analogo prueba que tampoco es derivable en x = 0
nienx=1.

(e) Monotonia: analizando el signo de la derivada, vemos que ésta no se anula nunca y que:
- Six € (—o0,—1)U(0,1), la funcidon es decreciente.
- Six € (-1,0) U (1, +c0), la funcion es creciente.

La funcién presenta tres puntos criticos, x = —1,x = 0,x = 1: se tiene que x = £1 son minimos
relativos (y de hecho absolutos, puesto que f(1) = f(—1) = 0y la funcion es siempre mayor o igual
a cero) y x = 0 es maximo relativo (no absoluto).

Solucién 5.7. La distancia entre el punto P, := (0,2) y un punto genérico P = (x, y) € R? viene dada por

la funcion distancia
d(x,y) =(x =02+ (y =22 = /x2+ (y — 2)%

Si exigimos ahora que el punto pertenezca a la parabola y = x?, obtenemos sustituyendo en la funcién
de arriba una funcién distancia de una variable

d(x) == d(x,x?) = /x2 + (x2 — 2)2,

de la que buscamos hallar los minimos absolutos. La funcién x? + (x> — 2)? es estrictamente positiva,
luego es derivable por ser composicién de funciones derivables (la funcién raiz cuadrada lo es en RY).
Si calculamos la derivada obtenemos:
J'(x) 2x +2(x2 —2)2x  2x(1+2(x*—2))  x(1+2(x*-2))
X) = = =
22+ (x2 =22 22+ (x2 =22 /P +(x2—2)?
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y deducimos que los puntos criticos, es decir, la solucidn de d’(x) = 0, son x = 0 y aquellos tales que

14+2(x*—2)=0,
esto es, x2 = 2, de donde x = i\/g. Analizando el signo de d’(x), vemos que la funcion d(x) es decre-
ciente en (—oo, — %) U (0, \@) y creciente en (— %0) U ( %oo)

Por tanto x = 0 es un maximo relativo y x = i\/g son ambos minimos relativos (y de hecho absolutos).
Por tanto, los puntos de la parabola donde la distancia al punto (0, 2) se minimiza son

(3 ()
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Solucién 6.1. Utilizamos la férmula de integracion por partes con

. 1
u=arcsinx = du=

— dx,
V1 —x2
dv = dx = v:/dv:/dX:x,

para resolver la integral:

/arcsinxdx = xarcsin x —

X 1
7dX:Xarcsinx+7/—2x 1—x3)"12dx =
/\/l—x2 2 ( )

1(1— 2\1/2
:xarcsineri# C = xarcsinx + 1 —-x2+ C.

2

Solucion 6.2. Utilizamos el cambio de variable x — 2 = t2 con dx = 2t dt:

x? (t? 4+ 2)? 2t5  8t3
——dx= | — " 2tdt =2 [ (t* + A2 +4)dt ="+ — +8t+ K =
/\/X—Z / t /( ) 5

3
g(x —2)%2 4 g(x —2)¥2 1 8(x —2)"2 + K.

Solucién 6.3. Utilizamos la férmula de integracion por partes con

u=e* = du=2e*dx,

dv =sinxdx = v:/dv:/sinde:—cosx,

para resolver la integral:

/:/ezxsinxdx:—ezxcosx—/—Zezxcosxdx: —ezxcosx+2/e2xcosxdx:

= —e®cosx+?2 {ezxsinx/2e2xsinxdx} = fe2xcosx+2ezxsinxf4/e2xsinxdx:

= e2X(2 sinx — cos x) — 4/,

donde hemos vuelto a utilizar la formula de integracién por partes con

u=e* = du=2e*dx,

dv =cosxdx = v= /dv = /cosxdx: sin x.
Hemos obtenido

2x
| = e*(2sinx — cosx) — 4] = 5/ = e**(2sinx — cosx) = | = %(2sinx7cosx) + K.

Solucion 6.4.

Six=0— t=arcsin0 =0,

. . enton-
Six=1—t=arcsinl=2%

(a) Utilizamos el cambio de variable x = sint con dx = costdty {
ces

2

Lo (F 3 %14 cos(2t
/ 1—x2dx:/ 1—sin2tcostdt:/ cosztdt:/ %S()dt:
0 0 0 0

:;/og ermll/og2C°s(2t)dt=1[tf4r‘1l{sin(2t)}g 17

1 . . ™
51, . —§§+Z(sm7r—smo)_z.

(b) /Ozf(X)dx—/Olf(x)dx+/12f(x)dx—/01(2x—3)dx+/12(3x2—4x)dx— [x2—3x]:+{x3—2x2}j:
=(1-3)-0+(8-8)—-(1—-2)=-1.
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Solucién 6.5. Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, resolvemos la
division:
3x5 —4x3 +5x> —10x+ 6 2x3 —2x% =2

=3 6 .
x4 —2x34+2x2 —2x+1 X+ +X472X3+2X272X+1

3x° —4x3 +5x2 —10x+ 6 2x3 —2x2 -2
/ 23122 —oax+1 X /(3X+6) X+/x4—2x3+2x2—2x+1 x

3x2 np +/ 2x3 —2x2 -2 d 3x2 16 / 2x3 —2x2 -2 d
= — X X = — X —— dx =
2 x4 —=2x342x2—-2x+1 2 (x2+1)(x — 1)2

3x2 1 2 1
-2 —— d L - [ ———dx=
2 +6X+/x2+1 X+/x—1 x /(x—1)2 X

3x2 1
7+6x+arctanx+2log|x+1|+71+C

Entonces

donde hemos utilizado la descomposicién en fracciones simples:

2x3 —2x2 -2 _Mx+N+ A B _(I\/lx—|—N)(x—1)2+A(X2+1)(x—1)—|—B(x2+1)
(2+1)(x—-1)2  x2+1  x+1 (x—-1)2 (x2+1)(x—1)2 '
es decir,

253 —2x* =2 =M(x> = 2x* + x) + N(x* =2x + 1) + A(x® = x> + x — 1) + B(x* + 1),

y el sistema obtenido al igualar coeficientes es:

Coef. x3: 2=M+A M =0,
Coef. x2: —2=-2M+N—-A+B N=1,
Coef. x : 0=M—2N+A ) A=2
Térm.indep.: —2=N-A+B B =-1.

Solucion 6.6. Si realizamos una descomposicidn en fracciones simples, dado que el denominador fac-
toriza como x3 + 2x2 + 3x + 6 = (x + 2)(x? + 3), obtenemos que:
—4 A Mx+ N A(x*+3) + (Mx + N)(x + 2)

x12)2+3) x+2 213 (x +2)(2 1 3) '

de donde igualando numeradores y operando conseguimos la expresién
—4 = (A+ M)x*> + (2M + N)x + (3A + 2N),

y al igualar coeficientes es llegamos al sistema

Coef. x?: 0=A+M A= —4/7,
Coef. x : 0=2M+ N =< M=4/7,
Térm.indep.: —4=3A+2N N =-8/7.

Se sigue que

4 41 1 [4x—38 401 4 x 8 [ 1
/x3+2x2+3x+6dx__?/ 1257 / 33" _7/ 2 &g /2+3d 7/x2+3dx

Las dos primeras integrales son inmediatas:

4 1 4 4 X 2 2x 2
—— | ——dx=—=| 2 - | ——dx== | ——dx= =1 243
7/X+2 x 7Og|X+ | y 7/x2+3 X 7/x2+3 X 7Og|X+ |

La ultima es una integral de tipo arcotangente, puesto que

e sy ) e ()

Concluimos que

—4 8V3 X
dx I 2 | — —— arct K.
/x3+2x2+3x+6 OngJr |+ og|x* +3] 21 arcan<ﬁ>+
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1
—d or tanto 2tdt = dx), la
NG x (y p x),

Solucién 6.7. Si tomamos el cambio de variable t = /x, con dt =

/e\/;dx:/Qtet dt.

u=2t = du=2dt,
Resolviendo ahora por partes, con dv—etdt — v— /et P se llega a

integral se convierte en

/e‘/;dX:/2tetdt:2tet—/2etdt:2tet—2et+K:Z\/;(e\/;—2e\/;+K:2e\/;(\/;<—1)—|—K.

Solucién 6.8. La integral pedida es la integral de la funcion secante, para la que existen varios métodos
de calculo empleando identidades trigonométricas. Uno de los mas sencillos es el siguiente: si multipli-
camos numerador y denominador por cos x y utilizamos que cos? x + sin® x = 1, se obtiene:

1 COS X COS X
dx = > dx = [ ————dx.
COoS X cos? x 1 —sin“x

Utilizando ahora el cambio de variable t = sin x, con dt = cos x dx, llegamos a

COS X 1
————dx = | —— dt,
/l—sin2x /1—t2

que se trata de una integral racional. Descomponiendo en fracciones simples:

1 1 A B Al-t)+B(1+t) (B-At+(A+B)

1—t2_(1—t)(1+t):1+t+1—t_ 1-t)(1+t) (@Q-t)1+t)

e igualando coeficientes se obtiene

Coef. t: 0=B-A A=1/2,
Térm.indep.: 1=A+B B=1/2.

En consecuencia

1 1 2 1/2 )
dx = dt = ———dt =z (log|l+t|—log|l—t K
/cosx X /17t2 1+t +/1ft 5 (log |1+ t| — log | )+

1+sinx
1 1

=3 —_— K==zl —_
2! ‘ ’+ 2 g)l—sinx

Solucién 6.9. Calculamos primero la integral indefinida. Si escogemos el cambio de variable t = \/x, con
dt = —— dx (y por tanto 2t dt = dx) se tiene que

o

/ 2tdt—2/—dt /Htldt_z/(11> dt =
1+f 1+t 1+t

:2(t—|og|1+t|)+f<:2(\/>?—|og|1+\/>?|)+K

Aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida:

1 1
/0 1+1\/;<dx: {2(\/§flog|1+\/§|)}o:2(17|0g2)72(070):272|og2:27|0g4.

Solucién 6.10. Calculamos en primer lugar la integral indefinida. El denominador sugiere emplear el cam-
bio de variable x = 2sint, de donde dx = 2cos t dt.

Aplicando dicho cambio,

4sin’t 8sin’ tcost 8sin® tcos t
dx = sin” ————2costdt = / sin® t cos /Mdt:/llsithdt.

[ e
47X2 4 4sin“ t sin t' 2cost
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La integral de sin?t se resuelve utilizando identidades trigonométricas del &ngulo doble: puesto que
sin?t +cos?t = 1y cos? t — sin® t = cos(2t), se obtiene restando ambas ecuaciones que
1—
Gt — cos(2t)’
2
y por tanto

/4sin2tdt:4/l_cfos(zt)dt:2/(l—cos(2t)) dt =2 (t— %sin(2t)) + K = 2t —sin(2t) + K.

Para resolver la integral indefinida no es necesario deshacer el cambio de variable ya que basta ver que
la funcidn 2sin t es biyectiva en el intervalo (0, 5) y que si t € (0, 5), entonces x = 2sint € (0, 2). Por ello,

/024><2X2dX: [2t—sin(2t)}% = (r—sinm)—(0—sin0) = 7.

o
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Solucion 7.1. Como AB = L y BA = |,, deducimos que B es la inversa de A.

Solucion 7.2.
(a) -2 1 1|1 00 -2 1 1|1 0 0
(All)=| 0o 1 1|/0 1 0 ~ 0 1 1[0 1 0 ~
0 -1 1|00 1/F?FR\ 0 0 2|0 1 1 )A>AA
F2—>F2—%F3
-2 101 F FH# -2 0 0|1 -1 0
~|1 0 100 1 ~ 0o 100 % ~
0 020 1 1)\ 0 0 2/0 1 1 )R>7A
F3*>%F3
1003 % o0
~ 10100 % —?1 =(K|ATY).
o010 L I
-2 1 1 x 2
| = , = yly = , resolvemos el sistema = multiplicando la
(b) Si A 0o 1 1), x B 1 | | sist AX = B multiplicando |
0 -1 1 z 2
ecuacién matricial por A=1:
(110 2 e
X=A"'B=2-10 1 —-1|(|1]=2]-1
2 2

0

[y
—_
N

Solucion 7.3. Hacemos operaciones elementales sobre la matriz ampliada del sistema:

1 -1 01 2|-1 1 -1 01 2|-1
alg—| 2 21340 N 0 0 11 0]2 N
0 0 11 1|3 |msmern| 0 0 11 1|3 |rosm-f
1 -1 1 2 3| 2 Fa—Fs—Fy 0 0 1 1 1] 3 Fo—Fi—F
1 -1 01 2|-1 1 -1 01 2|-1
0 0 1 1 0] 2 0 0 1 1 0] 2
~Y ~Y
0 0 0 0 1|1 FE—F-F| 0 0 0 0 1] 1
0 0 0 0 1|1 0 0 0 0 0] O

Como rg(A | B) = rg(A) = 3 # 5 = n° incognitas, el sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene
infinitas soluciones:

x—y +t+2w=-1 x=a-f=3,
z+t = 2 y=a
AX=B n~~ w— 1 = z=2-0 cona,B eR
_ t=5,
0= 0 w=1
Solucion 7.4.

2 -2 0| 4 1 -1 3|-1 1 -1 3 |-1
(A1B) = ~ ~ ~
1 -1 3|-1 /)RR \V2 =2 0| 4 FRaF-2r\V0 0 —61] 6 Frs F
1 -1 3|-1 1 -1 0] 2
~Y ~Y
(O 0 1—1)/:1%/—'13/:2(0 0 1—1)'

Una vez hemos obtenido la matriz escalonada reducida equivalente a (A | B), resolvemos el sistema:

. _ 9 x=24aq,
AX=B n~~ { y = = y = aq, conaeR.
z=-1
z=—1,
Solucion 7.5.

(1) 8 313 1 2 3 1 2 3

det = 2(-1)*"?det [0 -1 3| —1(-1)*"2det|0 -1 =
1 2 0 1] adc Adj. G
L 11 1 1 2 1 0 1
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=2 {1(_1)1+1 det <_11 ;) +1(=1)" det ( 2 g)} !

-1
- [1(—1)1+1det (‘01 f) b 1(—1)* det <_21 g)} _
= —2[(-2-3)+(6+3)] - [(-1-0)+ (6+3)] =16,

Como det(A) # 0, la matriz A es invertible.

Solucion 7.6. Realizamos operaciones elementales por filas en la matriz ampliada del sistema:

1 B 2 0]1 1 B 2 0] 1
(Al[B)={ -1 2 =3 BJ0 | ~ [0 2+8 -1 B8] 1
1 8 2 B|B)ESELA\NO0 0 0 g|B-1
- Si 8 # —2y B # 0: la matriz esta escalonada y como rg(A | B) = rg(A) = 3 # 4 = n° incdgnitas, el
sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

1 -2 2 0 1
-Sig=-2(A|B)~ |0 0 -1 -2|1
0 O 0 -2|-3
La matriz esta escalonada y como rg(A | B) = rg(A) = 3 # 4 = n° incdgnitas, el sistema es compa-
tible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

102 0|1
-Sig=0:(A|B)y~ |02 1 0|1
000 0]-1

La matriz esta escalonada y como rg(A | B) = 3 # 2 = rg(A), el sistema es incompatible, es decir,
no tiene solucion.

Solucioén 7.7.
1 —a 2|73 1 —« 2 B
(AlB)=| 2 1 Blo ~ 0 1420 B-4|-28
2 1 4|8 )EZE5R\0 1420 0 | -
1 -« 2 B
-Sia# F:(A|B)_ ~ 0 1420 pf—-4|-28

F3*>F37F2 O 0 4 o /8 5
» Si 8 # 4:la matriz esta escalonada y como rg(A | B) = rg(A) = 3 = n° incognitas, el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene una Unica solucion.
1 -« 2| 4
» Sif=4(A|B)~ | 0 1+20 0|-8
0 0 0| 4

La matriz esta escalonada y como rg(A | B) = 3 # 2 = rg(A), el sistema es incompatible, es
decir, no tiene solucion.

1 3 2 B
-Sia==L:(A|B)y~ [ 0 0 B—4|-28
00 0 |-

» Si 8 # 4y B +# 0:la matriz esta escalonada y como rg(A | B) = rg(A) = 3 = n° incognitas, el
sistema es compatible determinado, es decir, tiene una Unica solucion.

1 2 2] 4 1 3 2| 4
» Sip=4:(A|B)~ |0 0 0|-8 ~ 0 0|-8
0 0 0|4 )F7h2k 0 0|0

0

0
La matriz esta escalonada y como rg(A | B) = 2 # 1 = rg(A), el sistema es incompatible, es
decir, no tiene solucion.

1 3 210
» Sig=0:(A|B)y~ |0 0 —4]|0
00 0|0

La matriz esta escalonada y como rg(A | B) = rg(A) = 2 # 3 = n° incdgnitas, el sistema es
compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.
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Solucién 7.8.
01 5|-4 1 4 3|-2 1 4 3 |-2
(AlBy=|1 4 3|-2] ~ |01 5|4 ~ 0 1 5 |-4 ~
2 7 1|2 )R 2 7 1|2 )F7?hE Ao 1 5| 2 )B7htR
1 4 3|-2
~ |01 5|-4
00 0|-2

A partir de la forma escalonada se deduce que rg(A) =2y rg(A | B) = 3, luego el sistema es incompatible
y no tiene solucién.

Solucidn 7.9.

b
—a

2 a4 a_(a b\(a b\ _(a+bc 0 \_ 1 0\ .

A=A A_<c —a)(c —a>_( 0 32+bc>_(a +bc)(0 1)—(3 + be)b.

(b) Siguiendo la pista dada, calculamos en primer lugar tr[A, B] = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA):
SiA= (a” alz) y B = <b” b12> se tiene que

(a) Silatraza de A es cero, podemos escribir A = <i > donde a, b, c € R y calculamos

a1 axn b1 b

tr(AB) = tr (a”bll +abn  aubi + a12bn

= a1 b11 + a1abo1 + ax1b1o + ax by,
az1b11 + axnba 321b12+222b22> ML SIatan T e e T A

y también

biiais + brpasy  biiais + broax
tr(BA) = tr
(BA) (b21811 + bpaxi  boia1x + bxpax

) = bi1ai1 + bipaoy + boiraip + bxax.
Se sigue de ello que tr[A, B] = 0.

Por el apartado (a), puesto que tr[A, B] = 0, el cuadrado de [A, B] es un multiplo de la identidad, es
decir, [A, B]> = al, para algun « € R. Vamos ahora a comprobar que el conmutador de una matriz
C € M, con un multiplo de la identidad es la matriz cero:

[C,[A B’ = [C,ak] = Cal —ahC =a(Ch — hC) =a(C—C)=0,
y por tanto C conmuta con [A, B]%.

(c) Sifuese cierto que [A, B] = al, con a # 0, se tendria que tr[A, B] = tr(ah) = 2a # 0, |0 que supone
una contradiccion con tr[A, B] = 0 (probado en el apartado anterior) y concluimos que [A, B] no
puede ser nunca un multiplo no nulo de la identidad.

a

Solucién 7.10. Es un célculo directo verificar la identidad. Si A = (C b), se tiene que:

d

A2 — tr(A)A + det(A)l, = (i Z) (i Z) —(a+d) (i Z) + (ad — bc) <é 2) —

_ (@ +bc ab+bd\ (a*+da ab+db ad — bc 0 _
“\ca+dc d?+ bc ac+dc d*+ ad 0 ad —bc) —

(0 0
~\0 0/
Veamos ahora que A es invertible si det(A) # 0. Podemos despejar det(A)l, de la identidad del apartado

anterior, de modo que:
A% —tr(A)A = —det(A)b.

Puesto que det(A) # 0, podemos dividir por —det(A) y llegar a la identidad

det(A) (tr(A)A — A?) = b.
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Sacando factor comun A (por la izquierda y por la derecha), se obtienen las identidades

() 0 (e

lo que permite afirmar que A es invertible, y A=t = 2 (tr(A)h — A).

Solucién 7.11. Para que los sistemas de ecuaciones sean equivalentes, ambos deben tener el mismo
conjunto de soluciones. Si consideramos el sistema formado por las cuatro ecuaciones,

2 1 a—110 1 a 1 a—1 |0
1 b -1 |0 0 -3 b—-2 1-2a]|0

~Y

5 —b 1 0 | R=R-2r| 0 =3 —b—4 5—-4a |0

F3— F3—4F,
~4 b—4 -5 |0 )RR\ 0 —6 b-5 —4-2a|0

(A]B) =

= AN =

es inmediato comprobar, analizando las dos primeras ecuaciones, que el primer sistema tiene rango
2 para todo valor de a, b € R. Por tanto, para que el segundo sistema sea equivalente al primero, es
necesario que la matriz 4 x 4 tenga también rango 2, ya que en otro caso ambos sistemas no serian
compatibles. Si realizamos mas operaciones elementales

1 a 1 a—1 10 1 a 1 a—1 0
0 -3 b—-2 1—-2a|0 ~ 0 -3 b-2 1-2a |0
0 -3 —-b—4 5—-4a |0 Fs—F3—F, 0 0 —-2b—2 4-2a2 |0
0 -6 b—5 —4—a|0 )R>R2R\ 0 0 —bpb—1 —6+3a|0

vemos que para que la matriz tenga rango 2, los pardmetros a y b deberan satisfacer las ecuaciones
—b—1=0 y 2—a=0,

que proporcionan los valores a = 2, b = —1. Sustituyendo en la matriz anterior, obtenemos la matriz
ampliada del sistema escalonada:

1 2 1 110

0 -3 -3 =310

0 0 0 010

0 0 0 010

Por tanto, paraa=2y b= -1, rg(A | B) = 2y las ecuaciones del segundo sistema se obtienen a partir
del primero mediante operaciones elementales, por lo que toda solucién del primer sistema también lo
serd del segundo.

Es sencillo comprobar que la matriz del segundo sistema tiene también rango 2, por lo que las ecuacio-
nes del primer sistema pueden ser también expresadas mediante operaciones elementales a partir del
primero, y ambos sistemas son equivalentes.

Solucién 7.12. En primer lugar, la matriz AB esta bien definida y se trata de una matriz 2 x 2. Si llamamos

A:(2> y B=(bh b),

N _ (aib1 aibo
AB = <82> (bl b2) - <82b1 a2b2> '
y esta matriz nunca serd invertible porque det(AB) = aibiaxb, — aibyasb; = 0 para cualquier valor
ai, a», by, b, € R.

se obtiene

Finalmente, si A es un vector columna y B un vector fila, es decir,

A= . Yy B:(bl b, --- bn)

Si expresamos la matriz AB en funcién de sus columnas, tenemos

AB = | bjA bA .. b,1A bA
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de modo que todas las columnas de AB son proporcionales al vector columna A. Por tanto, es inmediato
deducir que det(AB) = 0 (la matriz AB tiene rango menor o igual a 1) y la matriz no es invertible.

Solucidén 713.

(a)
(b)

Como 0 = A", entonces 0 = det(A") = (det(A))" y deducimos que det(A) = 0.

Si A es nilpotente, se tiene que det(A) = 0y aplicando el ejercicio [710] deducimos
A% —tr(A)A = —det(A)hh, = 0,

o equivalentemente, A2 = tr(A)A. Ademas, deducimos que

A = A2A = tr(A)A? = (tr(A))?A,
At = AA = (tr(A))?A% = (tr(A))3A,

de donde puede probarse por induccion que A" = (tr A)"~1A. Deducimos entonces que A" es una

matriz no nula si Aes no nulay tr(A) # 0.

Por tanto, para que A # 0 sea nilpotente, es necesario que tr(A) = 0 (y también det(A) = 0). Dichas

matrices seran del tipo
A:<a b), a® = bc, a,b,ceR.

c —a

Si A" =0, entonces
A1) =1, —A+ A2 - A4 4 (-1)"tan?

ya que

(I Al = A+ A = A+ 4 (=1)"TA) = 4 (1) A" = Iy,
(Ih = A+ A2 — A4+ ()" PA (I, + A) = I, + (-1)"TA" = |,
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Solucidn 8.1.

(a) Elconjunto S si es un subespacio vectorial de R? ya que
(i) si(a,b)y(c,d)eS,entonces (a,b)+(c,d)=(a+c, b+d) e Syaque

(a,b)eS = a=2b - B |
(c,d)eS = c=2d + = a+c=2b+2d=2b+d);
(i) si(a, b) € Sy \eR,entonces A\(a, b) = (\a, \b) € S ya que

(a,b)eS = a=2b

R } X = Aa= A\2b = 2(\b).

(b) Elconjunto T no es un subespacio vectorial de Ry[x] porque g(x) =0¢ T (g(0) =0 # 2).

(c) El conjunto R no es un subespacio vectorial de M,3 ya que la matriz A = G i g) € R (con

a=1), pero2A= (; ; g) ¢ R.
(d) El conjunto U no es un subespacio vectorial de R3: si tomamos v = (0,0, 1) (vector obtenido con
A=0)y v =(1,2,2) (vector obtenido con A = 1), ambos pertenecen a U, pero su suma
u+u =(0,0,1)+(1,2,2)=(1,23)
no pertenece a U (el sistema (1,2, 3) = (A, 2X\, A + 1) es incompatible).

(e) El conjunto V si es subespacio vectorial de M,:si A, B € V (es decir, A=Aty B=B)y AR, se
tiene que

() (A+B)tf=A"+B"*'=A+B,luego A+ B e U;
(i) (MA)t = MAf = \A, de donde se deduce que M\A € U;
y por tanto U es subespacio.

(f) Elconjunto W no es un subespacio vectorial de R*. Como contraejemplo, sitomamos A\ =1y u =1,
obtenemos el vector v = (1,1,1,0) € W. No obstante, 2v = (2,2, 2,0) no es un vector de W, ya que
no es igual a (\, Ay, i, 0) para ningun valor de A, € R.

Solucidn 8.2.

(a) El conjunto W si es un subespacio vectorial de R,[x] ya que
() sir(x) =2b+ (a+ b)x+ (a— b)x?y s(x) = 2d + (c + d)x + (c — d)x?> € W, entonces la suma
r(x)+s(x)=2(b+d)+ ((a+c)+(b+d))x+ ((a+c)— (b+d))x* € W porque a+ c,b+d €R;
(i) sir(x) =2b+(a+b)x+(a—b)x* € Wy e R, entonces Ar(x) = 2\b+(Aa+Ab)x+(Xa—Ab)x*> € W
porque Aa, Ab € R.
(b) W={2b+(a+b)x+(a—b)x* €Ry[x] | a,b € R} = {a(x + x2) + b(2+ x — x?) € Ry[x] | a,b € R} =
= (x+x2,2+x — x?).

(c) Resolvemos: 3 + 2x — x2 = a(x + x?) + B(2 + x — x2), es decir,

Térm.indep.: 3= 203 o=l
Coef. x : 2=a+ B = { :%
Coef. x2: —-1=a- B =7z

Como el sistema tiene solucién, concluimos que p(x) € W con p(x) = 3 (x + x?) 4+ 2 (24 x — x?).

Solucién 8.3. Tenemos tres vectores en un espacio de dimensidn 3, asi que para comprobar que forman
una base de R3 basta con ver que son linealmente independientes. Para ello, calculamos el rango:

1 A+1 3-2A 1 A+1 3-2A
rg | 1 A 3 = rg|l0 -1 A =3.
1 A+1 1-X) 2OR°F \o 0 —2-2)

Como el rango de los vectores es 3 para cualquier A € R, los vectores son linealmente independientes
y para cualquier valor de X € R forman una base de R3.
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Solucién 8.4.
(a) Es linealmente independiente porque {u, w} C {u, v, w}, que es linealmente independiente.

(b) ElI nUmero maximo de vectores linealmente independientes coincide con la dimesién del espacio
vectorial. Como S tiene 4 vectores y dim(V) = 3, el conjunto S no es linealmente independiente.

(c) Vamos a comprobar si W es linealmente independiente utilizando la definicidn. Planteamos:
O=a(u+v)+Bu—v+w)+y(v+w)=(a+pBu+(a—B+7)v+(B+7)w.

Como {u, v, w} es linealmente independiente:

a+p =0 a+ =0 a+ B =0
a—B+v=0 g —28+~v=0 ~ -2+ =0
/8+7:O 2—Ex—Ey /B+7:O Es—E3+5E %7:0

Al ser el sistema compatible determinado con solucién o = 8 = v = 0, deducimos que el conjunto
W si que es linealmente independiente.
Solucién 8.5.

(a) Elconjunto U no es un sistema generador de V porgue el nimero minimo de vectores de un sistema
generador coincide con la dimension del espacio y dim(V) = 3 # 2 = n° vectores de U.

(b) Elconjunto W si es un sistema generador de V porque B C W'y B es sistema generador de V (por
ser base).
Solucién 8.6.

(a) Elconjunto B’ estd formado tres vectores y dim(R,[x]) = 3, asi que para comprobar que forman una
base de R;[x] basta con ver que son linealmente independientes. Para ello, pasamos a coordenadas
con respecto a la base estandar B = {1, x, x*}:

5x2=10,0,5]g, x*+2x=1[0,2,1g,  x*+x+7=[7,1,1]s,

0 0 5
ycomorg |0 2 1] = 3, concluimos que los vectores de B’ son linealmente independientes v,
7 1 1

por lo tanto, forman una base de R,[x].

(b) Escribimos las coordenadas de los elementos de B’ con respecto B en las columnas de P, g en
0 0 7
el orden adecuado: Pg.gr=|0 2 1
5 1 1

Solucidn 8.7.

- Como b; es el primer vector de la base B: by =1, 0]g.

- De la matriz P¢._ g deducimos que b; = [-1,0]c.
1 0 -1 2 -1 2
- De la matriz Pp.g deducimos que b; = [-1, 1]p.

-1 2
- Pgec=(Pceg) ' = ( 0 1) ya que

(P “)_—1210 ~ -1 01 =2\ _ (1 0|-12)_

ceBI2)=\ 0 1|0 1 )Rsro2m,\ O 1|0 1 Jrs.r\0 1|0 1)
= (k| (Pces)™).

Solucion 8.8.
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(a) Colocamos los tres vectores como columnas de una matriz Ay la escalonamos:

1 21 1 2 1 1 2 1
1 21 0 O 0 0 -1 -1
A= ~Y ~Y
1 2 0 F,—F,—F 0 O -1 Fa<>Fy O O -1
F3—F3—F;
231 Ff: F43— 2% 0 -1 -1 0 0 0

vemos que el rango es 3, por lo que los tres vectores son linealmente independientes y por tanto
forman una base de V. Se sigue ademas que dim(V) = 3.

(b) V esespacio vectorial por ser un subespacio vectorial de R*. En V, el subconjunto W viene definido
como el siguiente conjunto de soluciones al sistema de ecuaciones lineales homogéneas

X1 = 0, Xy = 0,
asi que es subespacio de V. Como V viene definido por la ecuacion implicita
x1 —Xxo =0,

se tiene que el Unico vector de V que cumple que x; = 0y x, = 0, es el vector 0. Se concluye que
W = {0}, el subespacio nulo, que no tiene base.

Solucidn 8.9.

(a) B’ es un conjunto de 3 vectores en R3, luego basta ver que son linealmente independientes para
verificar que forman base. Respecto a la base B, se tiene que

e+ e =][110]z, e —e—e=][1-1-1]z, e3 =[0,0,1]5,

1 1 0
ycomorg |1l —1 0] =3, los vectores son linealmente independientes y constituyen una base
0 -1 1

de R3.

(b) Por la propia definicién y construccion de la matriz cambio de base, se tiene que

1 1 0
Psew =1 -1 0],
0 -1 1

y por las propiedades de la matriz cambio de base deducimos que

1 1 0 ;3 500
Psep=(Pscp)  =[1 -1 0 =(1 F o
0 -1 1 121y

(c) Supongamos que v es un vector que tiene las mismas coordenadas respecto a ambas bases, es
decir, cumple que v = [v1, w», v3]5 = [v1, v, v3] 5. Por tanto, matricialmente se verifica que:

Vi Vi
v | =Pgep | v,
v3 v3

de donde despejando obtenemos el sistema

0
(Pgen —B) [v2| ={0
V3 0

Como consecuencia, los vectores con las mismas coordenadas respecto a ambas bases son so-
lucion de un sistema lineal homogéneo y, por lo tanto, forman subespacio vectorial de R3.

Solucién 8.10. En primer lugar, se tiene que dim({v1, v»)) = dim({v3, v4)) = 2, ya que es sencillo verificar
que {vi, v2} Yy {v3, v4} son dos conjuntos linealmente independientes.
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Si formamos una matriz con vy, v, v3 Y v4 como filas y la escalonamos:

2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1
33 -1 . fo 2 | o fo% i
0 3 1 F2—>F2—%F1 0 3 1 F3—F—2F; 0 0 0 '
30 -2/FRsR-tr\0 F ) R2RR A0 0 o0

vemos que el rango es 2, por lo que se deduce que v3 y v4 pueden expresarse como combinacion lineal
de vi ¥ vo. Por tanto, (v3, v4) C (v1, v2). Como ambos subespacios tienen dimensién dos, concluimos que

(v3, v4) = (v1, vn), cOMO queriamos probar.

Solucion 8.11.

(a) Siresolvemos el sistema proporcionado por las ecuaciones implicitas de W; obtenemos una base
de dicho subespacio, como por ejemplo

Bw, ={(-1,0,1,0),(0,1,0,1)},

lo que prueba que W; tiene dimension 2. Por otro lado, como {(0,0,0,1),(1,1,—1,1)} es un conjunto
linealmente independiente, deducimos que también es base de W..

Si juntamos las bases de W; y W, obtenemos un sistema generador de W; + W5, que puede no ser
base. Si formamos una matriz con dichos vectores y escalonamos con operaciones elementales

por filas:
-1 0 1 0 -1 0 1 O -1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 01
1 1 -1 -1|Frsr+A|1 0 1 0 -1|RasFr-| O O O O
0 0 0 1 0 00 1 0 0 0 1

deducimos que el rango es 3 y se sigue que dim(W; + W,) = 3.
Aplicando la férmula de Grassmann obtenemos la dimensién del subespacio interseccion:

dim(Wi N Wa) = dim(W4) + dim(Ws) — dim(Ws + Ws) =2 +2 -3 =1.
(b) Si, es posible que exista. Un posible ejemplo viene dado por
Ws =((1,0,0,0),(0,1,0,0)),

que cumple lo deseado.

10 -1 0
Veamos que es suplementario de W;. Se tiene que rg 8 (1) (1) é = 4, de donde se deduce
00 0 1

que dim(W; + W3) = 4 y por tanto Wi + W5 = R*. Como claramente dim(W;) = 2, la formula de
Grassmann proporciona que dim Wy N W3 = 0, de donde W + W5 = {0}, luego Wj; es suplementario
de W;. Célculos similares prueban que W; también es suplementario de W,.

Solucién 8.12. La respuesta es negativa: tres vectores no son siempre linealmente independientes aun-
gue dos a dos lo sean. Un posible ejemplo es el dado por los siguientes tres vectores de R3:

vi=(1,0,0), vw=(0,1,0, v3=(1,1,0).

Es sencillo verificar que {v1, w2}, {v1, v3}, {v2, v3} son conjuntos linealmente independientes, pero {vy, vz, v3}
es linealmente dependiente, puesto que vz = v; + vs.

Solucion 8.13.
(a) Sirecordamos la definicién del subespacio suma como
V1+V2:{V1+V2|V1€ Vi,w € Vz},

se tiene que si V; + Vb, = V, todo vector v de V puede expresarse como v = v; + v, para algun
v1 € V1, va € Vu. Si suponemos que hay otra expresion v = v{ +v4, con v{ € V4, v) € Vs, se tiene que

/ /
v=vi+wv=v;+w.
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Despejando en la ultima igualdad, se sigue que
V1—V{:V£—V2.

Este vector pertenece simultdneamente a V4 y V,, ya que vi — vj € V4, pero también v, — v € V,.
Como V; NV, = {0}, se tendra entonces que

vi—Vvi=Vvs—v,=0
y por tanto v; = v{, v» = v§ y concluimos que la expresion es unica.

Obtengamos en primer lugar una base de V; + V5. Se verifica que los siguientes conjuntos son base
de Vi y V,, respectivamente

By ={(-1,0,1),(0.-L1)}, By ={(L11)},

de donde se sigue que By, v, = {(-1,0,1),(0,—-1,1),(1,1,1)} es sistema generador de V; + V,. Es
ademads base de V; + V, por ser linealmente independiente, puesto que

-1 0 1
rgl 0 -1 1] =3
1 1 1

La descomposicidén buscada se halla expresando el vector (1,0,1) respecto a esta base, para lo
que resolvemos el sistema

(1,0,1) = Ay(—=1,0,1) + Ax(0, =1, 1) + As(1,1,1),

o equivalentemente,
-\ + A3 =1,
— X+ A3 =0,
M+ +A=1,
cuya solucién es \; = %1 A = % A3 = % Por tanto, sumando los dos primeros vectores, que
pertenecen a V4, obtenemos la descomposicién deseada:

1 2 2 1 -21 2202
=—2(=1,0,1)+=(0, -1, 1)+ =(1,1, )= [ =, —=, = 222,
v 3( 0, )+3(0. ,)+3(, 1) <3, 3.3)+(3,3,3)
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Solucién 9.1.
(a) f no es una aplicacion lineal porque £(0,0) = x? # 0 + 0x + 0x2.
(b) f es una aplicacidn lineal ya que
() fix,y,2)+flu,v,w)=(x—22)+(u—2w)=(x+u)—2(z+w
(i) M(x,y,z) = AMx —2z) = x — 2 z = f(Ax, \y, Az) = f(A(x, y, 2)).

)
)
00 00
0 0o|l#£]0 0].
11) (oo)

=f(x+uy+v,z+w),

C 00
(c) f no es una aplicacion lineal porque f (0 0) = (

(d) £ no es una aplicacién lineal porque f (2 (3 ;)) =f (i 2) = 16x” + 4x + 4 pero no coincide con
2f (g g) =2(4x% +2x +2) = 8x% + 4x + 4.
Solucién 9.2.
0 0 a+b b 0 0
_ 2 _ _ 2 _ _
(@) ker(f) = {(a, b) e R? | f(x,y) = (0 O)} = {(a, b) € R* | < 0 a) = (0 0>} ={(0,0)} ya que el
at+b=0
sistema b z 8 es compatible determinado con solucién a = b = 0.
0=0

(b) ker(f) = {ax® + bx +c € Ry[x] | f(ax® + bx + ¢c) =0} = {ax®> + bx + c € Ry[x] | a+2b— c =0} =
={(a—28)x* + Bx+a € Ry[x] | a, B € R} = {a(x* + 1) + B(—2x*> + x) € Ry[x] | o, B € R} =
= (x>+1,-2x>+x),

a=oa-—2p,
donde hemos resuelto la ecuacién {a +2b—c=0 = { b=p, conqa, B € R.
c=aq,

Solucién 9.3.

(a) Como B = {(1,0),(0,1)} es un sistema generador de R?, entonces

|m(f)—<f(1,0),f(o,1)>—<((1) 2)(3 (1)>>

(b) Como B = {1, x, x?} es una base de R;[x], entonces

Im(f) = (f(1), f(x), f(x?)) = (=1,2,1) = (1).

Solucion 9.4.
(a) Como dim(R?) = 2, basta con comprobar que los dos vectores de B son linealmente independientes
. -1 1 -1 1
y esto es cierto ya que rg ( 5 1) =rg < 0 3> =2.

(b) Calculamos las coordenadas de la imagen de los elementos de B con respecto a B.:

= )0 ()16 9§ )r 6 Y
N R R R R (R e

0 1
-1 -2
Entonces, Mg 5(f) = | |~ _]
2 0
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0
(c) ker(f)Z{(X:)/)eRzH(XvY):(8 8>}= [ava]BWBc*B(f)(g): 8 -
0
0 1 0 B 0
={ [ A5 | *11 j (g): 8 =< [ fls | 73:25 = 8 =
2 0 0 2« 0

= {[0,0]s} = ([0,0]5) = {(0,0)).
(d) Como R? = ((2,1), (~1,1)), entonces Im(f) = (£(2,1), f(~1,1)) = ([0, —1,1,2]a, [1, =2, —1,0]&)

. 1 -2 -1 0
y como ademas, rg 0 -1 1 2

) = 2, deducimos que los vectores con coordenadas [0, —1, 1, 2]5
y [1, -2, —1,0]5 son linealmente independientes y una base de Im(f) es {(2 _21> , (11 _02> }

(e) Como Mg, g, (f) = Mp.5(f)Ps.5;, calculamos Pg._p;:
- - 1=2a-p @
(1,0) =a(2,1) + 5( 1,1):{ 0=a+p :{ﬁ
(0,1)=A(2,1)+v(111);‘{02%_7 é{i

1= A+7v

Entonces, Psg; = } (_11 ;) y

0 1 -1 2

1]1-1 -2 1 1 111 -5

Mg, . g/(f) = Mg, 8(f)Pgip: = 311 -1 <_1 2> =32 _1

2 0 2 2

Solucién 9.5.
1 1
(a) Comorg(A) =rg|—-1] =rg| 0] =1, deducimos que f es inyectiva (rg(A) = dim(R) = 1), no es

2 0

sobreyectiva (rg(A) = 1 # 3 = dim(Ry[x])) y no es biyectiva (porque no es sobreyectiva).
(b) f no es inyectiva porque ker(f) # {(0,0)} (ya que (0,1) € ker(f)), no es sobreyectiva porque
dim(R3) = 3 > 2 = dim(RR?) y tampoco es biyectiva porque no es inyectiva (o sobreyectiva).

Solucidn 9.6.

(a) Calculamos las coordenadas de las imagenes de los elementos de B con respecto B':

f(Vl) = wy + 2W2 = [1, 2]3/, f(Vz) = —wi = [—1,0]3/, f(V3) =wi + Wy = [1, l]B/,

entonces, Mg/ g(f) = (; _01 1)

(b) Como dim(W) = 2 (ya que la base B’ tiene dos elementos) y C tiene dos vectores, basta con
comprobar que esos vectores son linealmente independientes y esto es cierto ya que

1 2 1 2
rg_lO:rg02:2.

Por lo tanto, deducimos que C es una base de W.
(c) Calculamos las coordenadas de las imagenes de los elementos de B con respecto B’:
Sabemos que f(v1) =[1,0]c ¥ f(v2) =[0,1]c ¥

f(vs) = wi + wa = af(v1) + Bf(v2) = a(wy +2wp) + B(-w1) = 0= (a— B — 1wy + (2a — )wy

62—



EJERCICIOS TEMA 9 MATEMATICAS |

Al ser B’ una base, los vectores w; y w, son linealmente independientes y como tenemos una
combinacidn lineal nula de esos dos elementos, deducimos que

a—fB-1=0 a=3,
{ 20 -1=0 { g =L

y por lo tanto, f(vs) = [, 5t]c. Entonces, Mc.g(f) = (

O =
= O

Solucién 9.7.
(a) Puesto que
f(1,0,0) = (1,0,1) = [1,0,1]5,.

£(0,1,0) = (1,0,0) = [1,0, 0],
£(0,0,1) = (0,1,1) = [0, 1,1], ,

110
se obtiene que Mg, 5 (f)= (0 0 1
1 01

(b) Sea V el subespacio de ecuacioén x + y + z = 0. Resolviendo el sistema formado por esa Unica
ecuacién implicita, se obtiene que los vectores v; = (0, —1,1), v» = (—1,0, 1) forman una base de V.
Sus imagenes,

f(v1) =(-1,1,1), f(v)=(-1,1,0),

forman una base del subespacio (V). Por tanto, f(V) = ((-1,1,1),(-1,1,0)) (es un plano, de ecua-
cion x +y = 0).

(c) Unvector v = (x,y, z) € R® cumplird que f(v) € W si satisface la ecuacion implicita de W, es decir,
si x — y = 0. Puesto que
f(x,y,z)=(x+y z,x+ 2),

f(v) cumplira la ecuacion si la diferencia entre su primera y segunda coordenada es cero, esto es,
si
(x+y)—z=0,
que es la ecuacion de un plano en R3.
Solucién 9.8.

(a) Puesto que B’ = {(1,1),(2,1)} es base de R? (son linealmente independientes), y ademas

f1,1)=(22), f(21)=(00),

. 2 0
se tiene que Mp_ g = (2 0).
Finalmente,
Mg, 5.(f) = Mg, p(f)Psrc . = Ma. 5/(f) (Ps.cpr) " =
/2 0\ (1 2\' (2 0\(-1 2\ (-2 4
“\2 0/)\1 1) T \2 0 1 -1/ \-2 4)°
(b) Empleando de nuevo la matriz cambio de base adecuada, tenemos que
-1 2 2 0 2 0
Solucién 9.9. Recordemos que, dada una matriz cuadrada A = (a;;) € M,, se define la traza como
tr(A) = a1 +axp+..+am= Za,-,-.
i=1

En el caso de My, la aplicacién viene dada por f(A) = a1 + ax.

-03-



EJERCICIOS TEMA 9 MATEMATICAS |

(a) f eslineal, puesto que si A, B € M,y X € R se cumple:
() f(A)+f(B) = a1 +ax + bi1 + by = a1 + bi1 + axn + b = f(A+ B);
(ii) /\f(A) = /\(311 + 322) = Xaj1 + Aaxp = f()\A)
(b) Sea A € M, tal que f(A) = 0. Por la definicidon de traza, A verifica la ecuacion implicita
tr(A) = a1 +a»n =0

cuya solucion es
ay = —A\, an =7, ax = B, axn = A,

con A, 3, € R. Matricialmente:

_ (= )
ker(f)—{<5 )\> : /\,ﬂ,'ye]R}.
Se tiene por tanto que dim(ker(f)) = 3 y una base viene dada por:
g _[(-1 0y (0 1) (0 0
ker) =1\ 0 1/'\o o/)'\1 o)

Solucidn 9.10. Si realizamos operaciones elementales por filas para calcular el rango de Mg.(f),

4 2 2 2 11 2 1 1
o 4 4l ~ a4 4| o~ (0 4% 4-5 ),
2 1 p)A7R\2 1 8 o \0 0 Bl

podemos hacer el siguiente analisis por casos analizando sus pivotes:

- Sia#8, 8 #1, entonces rg(A

(
- Sia#8, =1, entonces rg(A
- Sia =38, 8 #1, entonces rg(A

3
2.
2
1

)
)
)
- Sia =8, 8 =1, entonces rg(A)
Puesto que rg(A) = dim(Im(f)) y dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 3, se tendra que

- Sia#8Yy B #1, entonces f es biyectiva porque dim(ker(f)) = rg(A) = dim(Im(f)).

- En resto de casos (« = 8 0 8 = 1), f no es inyectiva (porque dim(ker(f)) # rg(A)) ni sobreyectiva

(porque dim(Im(f)) # rg(A)).

Solucién 9.11.

(a) La aplicacidén g es lineal, puesto que, para todo A;, A, € M,, a € R, se tiene que
() g(A1+A2) = (A1 +A)B=A1B+ AB =g(A1) + g(A),
(i) g(aAr) = (aA1)B = aA1B = ag(A1),
por las propiedades del producto matricial.

(b) Sicalculamos las imagenes de las matrices de la base candnicay las expresamos en coordenadas,

se tiene que
10 1 0\/1 3 13
(0 0)= (o 0) (2 )= (o o) 200

(56 E Y- 5 -rooe
(3 O-COE Y- 3 -poran
g<8 8)_(8 ?)G 2)—(2 g>—0026]5
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de donde se obtiene que la matriz asociada respecto a la base candnica es

MBA—Bc(f) =

OO ON
w = O o
AN O O

OO Wwr

(c) Una matriz A € M, pertenece al nucleo si cumple que g(A) =0, esto es

ain ane) (1 3\ _ (0 0
32132226_00-

Se obtiene el sistema de ecuaciones

a1 +2a;2 =0,
3a;; + 62120 =0,
ar + 2axp =0,

3ay; + 6ax =0,

cuya solucion es
ain = —2p, app = i, ag; = —2A, axn = A,

ker(g) = {(:;‘; ’;) | A€ R} .

El ndcleo tiene dimension 2 y una base viene dada por By (g) = {(_2 1) , ( 0 O) }

con A, € R. Por tanto,

0 O -2 1
(d) La dimensién de laimagen es igual a 2, dado que

dim(Im(g) = dim(M>) — dim(ker(g)) =4 —2=2.
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Solucién 10.1. Calculamos los valores propios (con sus multiplicidades algebraicas):

3—-X 2 0
p(A) =det(A—AB)=det| -1 —-XA 0 =—-(A=22(\-1).
1 0 2—-2A
Los valores propiosde Ason Ay =1y A, =1con m,(1) =1y m,(2) =2.

Calculamos las multiplicidades geométricas:

mg(1) =1 proque 1 < mg(1) < m,(1) =1,

1 2 0 1 2 0 1 2 0
mg(2)=3—-rg(A—-25)=3—-rg|-1 -2 0]=3—-rg|0 O 0]=3-rg|0 -2 0 =
1 0 O 0 -2 0 0 0 O

=3-2=1
Como m,(2) = 2 # 1 = m,(2), concluimos que A no es diagonalizable.
3 -1
2 0

(A= AT), deducimos que f es diagonalizable. Para obtener la base B, necesitamos los valores y vectores
propios de A.

Solucion 10.2. Sea B. = {(1,0),(0,1)}. Entonces A= Mg_. 5 (f) = < ) Como la matriz es simétrica

Calculamos los valores propios (con sus multiplicidades algebraicas):

p()) = det(A — Ak) = det (3 2 _i) —(A—2)(A—1).

Los valores propiosde Ason A\; =1y A, =1conm,(l) =1y m,(2) = 1.

Calculamos el subespacio propio V;:

vi={eneria(y)=1(5)f = {enemiu-n(;) =)}

resolvemos el sistema (A — L)X =0, es decir, 2x—y=0 = SCI con solucion: { X~ % conaeR.
Entonces, Vi = {(a,2a) € R? | a € R} = ((1,2)).

Calculamos el subespacio propio Vs:

- fenemin) () onex o ()0

2x—y =0 y =2a,

resolvemos el sistema (A—2hL)X = 0, es decir, x= y=0 = SCl con solucién: { ~ ~ 8, con g eR.
2x =2y =0 y =0,
Entonces, Vo = {(3,8) e R? | B € R} = ((1,1)).
La base que buscamos es B = {(1,2),(1,1)}.
-3 0 -a
Solucion 10.3. Si B es la base canonica de R3, entonces A= Mg, g(f)=| 0 2 0 |.
1 0 O
Calculamos los valores propios de A:
-3-X 0 -a 3y
p(\) = det(A — \k) = det 0 2-) 0 = (2= N\)(—1)*"2det ( ) =
1 0 - AdC LA

=2-N[MB+AN) +a =2 NN +3\+a).

Como las raices de la ecuacion A2 + 3\ + a = 0 vienen dadas por )\ = =3£y9—42 V29*4"’ deducimos que f tiene
tres valores propios (no necesariamente distintos) si 9 — 4a > 0, es decir, sia < %.

Solucién 10.4.
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(a) Como X = 3 es valor propio de A, sabemos que 3 es raiz del polinomio caracteristico, es decir,
p(3) = 0. Calculamos:

1 -1 -1 0 4ra
= det(A — 3/;) = det = (=5)(-1 det{ 1 -1 -1 =
P(3) et( 3) € 0 0 -2 0 | adq (=9)(-1) € ( 0 0 _2) Adj. F3
153 1 0 -5
= (=5)(—2)(—1)*" det (_12 _ﬁl> =102-8)=0 = g=2.
(b) Calculamos el subespacio propio V;:
X X X 0
_ 4 Y| _ y _ 2 - yl_10
Vs=<(x,y,z,t) eR* | A S =3 s =< (x,y) R | (A—3ly) 1= 1o ,
t t t 0

resolvemos el sistema (A — 3/,)X = 0:

2 2 2 0o 22 2 010 22 2 010
1 -1 -1 0|0 00 0 010 0 3 2 -5/0
~Y ~Y
0 0 -2 010 [psmstr| O 0 =2 0|0 |mor| O 0 —2 0|0
2 1 0 —5[0/) RsR+R \ 0 3 2 —5|0 00 0 00

z =0

5a¢ 5a 55
Vs=<(=, =,0 R? Ry=((=3,01
(55 00) ewiner}-((350))

y tres vectores de V3 son (3,3,0,1), (5,5,0,3) y (=5, 5,0, —3).

X— y— z =0 x 5
Es decir 3y +2z—-5t=0 = SCIcon solucion: }Z’: 3" cona e R. Entonces,

(c) Calculamos el polinomio caracteristico:

1-x 2 2 0
1 2—-x -1 0
p(A) = det(A — Aly) = det 0 0 1.1 0 i
2 1 0 —2-2A
1—-x 2 2
=(—2-N)(-1)*""*det[ 1 2-Xx -1 =
0 0 1-—x) A5

(=2 = N1 = \)(=1)**3det (1 L2 A) (2= NI -N[(1-N2-A) -2 =

=(=2-=X2)(1 -2 -23).

Los valores propios son A\; =0, \» =1, \3 = =2y Ay = 3. Como A € M, tiene 4 valores propios
distintos, es diagonalizable.
1 2 2 0 4 0
1 2 -1 0 -2 0 .
(d) Calculamos Av = 00 1 o0 ol = 1ol Como Av = 0- v, deducimos que v es un vector
21 0 =2 1 0

propio de A asociado al valor propio A = 0.

Solucion 10.5. Calculamos el polinomio caracteristico de A:
2—X =2 -2

p()\):det(A—Alg):det( -1 1-2A 1 ) = A 4+2X2 = A%(=)\+2),
1 S R )
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y obtenemos que los autovalores de A: A = 0, que es autovalor doble (o dicho de otro modo, tiene
multiplicidad algebraica 2) y A = 2, que es autovalor simple (la multiplicidad algebraica es 1).

El subespacio propio asociado a A = 0 es el nucleo de A, V, = ker(A). Resolvemos el sistema AX = 0:

2 -2 =210
-1 1 -1]0
1 -1 -110

1 -1 -110
~ | -1 1 -1]0 ~
FIHF3 2 72 72 O FF32__>)FF32_+2l2‘1

1 -1 -1|0
0 0 00 ],
0 0 0 |0

y vemos que el nucleo viene definido por la ecuaciéon x — y — z = 0, cuya solucién es

Vo=A{(p+8.108)| B, pneR}

La multiplicidad geométrica de A = 0 es 2 y una base del nucleo es {(1,0,1),(0,1,1)}.

Para el segundo espacio propio, resolvemos el sistema de ecuaciones asociado a V, = ker(A — 25):
0 -2 =210 1 -1 -3|0 1 -1 =310 1 -1 -3]0
-1 -1 1|0 ) ~ [ -1 -1 110 ~ 0 -2 —-210 ~ 0 -2 -210
1 -1 =3/0 /"B 0 —2 —2]0 /%R0 —2 —2/0 /""" 0 0 o0
La solucién del sistema escalonado es la siguiente:
Voo ={(26,-6.8) | B € R},
de donde obtenemos el autovector (2, —1,1) como base. La multiplicidad geométrica de A = —2 es 1.
Dado que las multiplicidades geométricas y algebraicas coinciden para A =0y A = -2, la matriz A es

diagonalizable.

Solucién 10.6. Sitomamos una matriz simétrica 2 x 2, es decir, A = <a

su polinomio caracteristico

p(A) = det(A — \b) = det (a B A

al calcular sus raices vemos que

b
c— A

(a+c)++/(a+c)?—4(ac — b?)

b

b
C) con a, b, c € R, y calculamos

):(a—A)(c—)\)—bQ:/\Q—(a+c))\+(ac—b2),

A:

2

B (a+c)i\/(a—c)w.

2

2

(a+c) £ Va?+ c® +2ac — 4ac +4b%

Como (a — c)? + 4b? > 0, las raices son siempre nimeros reales (la raiz es siempre mayor o igual a 0).

Pueden darse dos casos:

- (a—c)? + 4b*> > 0, en cuyo caso la matriz tiene dos autovalores reales distintos y es, por tanto,

diagonalizable.

- (a—c)?>+4b%> =0, lo que sucede sia = ¢, b = 0. En ese caso, A es también diagonalizable ya que

es una matriz diagonal.

Solucién 10.7.

(a) Calculamos el polinomio caracteristico:

—A 2 1
det(A—AB)=det| 2 3-X 2 | =-2A4+32+0\+5=—-(\+1)*(\-05),

1 2 -
y deducimos que los autovalores de A son: A\ = —1, con multiplicidad algebraica 2, y A = 5, con
multiplicidad algebraica 1.
Del mismo modo,

2— A 1 0
det(B—As) =det | —1 2—\ 0 =-N4+32 - A-5=—-(A+1)(\2—4)X+5).
0 0 —1-A
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Las raices del polinomio caracteristico son —1, 2 — i, 2 + i, luego tiene un Unico autovalor real con
multiplicidad algebraica 1 y dos autovalores complejos, 2 + i y 2 — i, también con multiplicidad

algebraica 1.
(b) Sicalculamos los subespacios propios de A, tenemos que V_; = ker(A+h). Siresolvemos el sistema
(A+ L)X =0,
1 2 110 1 2 110
2 4 210 ~ 0 0 00
1 2 10 )2\ 0o 0 o]0

El nlcleo tiene por tanto una Unica ecuacion implicita, x +2y + z = 0, y la solucién es

Voo ={(-2p— B, 1. B) | B, p € R}

Una base de V_; esta formada por los autovectores {(-2,1,0),(-1,0,1)}.
Para el segundo autovalor, resolvemos el sistema de ecuaciones asociado a V5 = ker(A —5k):

-5 2 110 1 2 5|0 1 2 510
2 -2 2|0 gt 2 =2 210 A 0 -6 12 |0 ~
> —F— Fo— =+ F
1 2 =500 /""" =5 2 1]0/EEsR \0 12 —24]0 ) F2sr
1 2 -5]0
~ (01 -2/0
00 00

x+2y —5z=0,

cuya solucién es
y—2z=0, y

Obtenemos el sistema de ecuaciones {

Vs ={(B.28,8) | B € R}.

Una base es la formada por el autovector {(1,2,1)}.

Las multiplicidades algebraica y geométrica de todos los autovalores coinciden, luego la matriz A
es diagonalizable sobre R. Una forma diagonal D y una matriz de paso P para A son

-1 0 O -2 -1 1
D=0 -1 0], P=1{1 0o 2],
0 0 5 0 1 1

de modo que A= PDP L.
La matriz B no es diagonalizable sobre R, ya que no tiene tres autovalores reales.

Solucién 10.8. A partir de los datos, se sigue que una forma diagonal de M es D = <g _01> respecto

a la base {(2,3),(1,2)}. Si llamamos
21
P=Mg. p= <3 2) ,

la matriz M buscada cumple M = PDP~1. Por tanto

wo (2 1) (2 O 2 1\7' /2 1\(2 0\[/2 -1\ _[11 -6
—\3 2/\0 -1 3 2/ T\3 2/\0 -1 -3 2 ) \18 —-10/"
Solucién 10.9.

(a) Sea X un autovalor de A. Por definicidn, existe un autovector v no nulo tal que Av = \v. Entonces,
si aplicamos A" al vector v, aplicando n veces la definicion de autovector, vemos que

A"v = AL AV) = AT () = ATy = MATT2(Av) = M2 (0) = NAT2y = =\,

de donde se deduce que \" es autovalor de A". Como A" es la matriz nula (su Unico autovalor es
el 0), se deduce que A" = 0 y concluimos que A = 0.
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(b)

Sea )\ un autovalor de A. Existe entonces v # 0 tal que Av = \v. Aplicando A~! a ambos lados,
deducimos que
A_I(Av) = A_l()\v),

ycomo A~'A =1,y A~! es lineal, entonces v = AMA~!v y despejando:

A"ty = 2"ty

Si )\ es autovalor de A entonces es raiz del polinomio caracteristico y cumple por ello la ecuacion
det(A — Al,) = 0.

Si trasponemos la matriz A — \l,, se tiene que (A — \l,)t = At — \If = A* — \l, (por las propiedades
de la traspuesta y por ser la matriz identidad una matriz simétrica). Como el determinante de una
matriz y de su traspuesta son iguales, se deduce que

det(A — M,) = det((A — A,)t) = det(Af — Al,) = 0,

lo que en particular implica que X es raiz del polinomio caracteristico de Af, y por tanto es autovalor
de A%

Sean A1 Y X\, dos autovalores distintos y sean v; Yy v, sus respectivos autovectores asociados.
Veamos que v; Y v, son linealmente independientes. Sean a;, a, escalares tales que

aivi + axvp = 0. (2)
Si aplicamos A a la igualdad anterior se tiene que
A(aivi + aava) = a1Avs + @2Avs = a1 \1vi + a2dovy, = 0.
Por otro lado, si se multiplica por A\, conseguimos
Xoaivi + dsarve = 0. (3)

Restando (3) y (3) deducimos que
31()\2 — )\1)V1 =0

y como A1 # A\ Y v1 # 0, se sigue que a; = 0. Sustituyendo de nuevo en se obtieneque a, =0y
por tanto los autovectores son linealmente independientes.
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Solucién 11.1.
(a) Vamos a comprobar que la matriz de Gram Gz (siendo B la base candnica de R3) es simétrica y
definida positiva.
Calculamos la matriz de Gram:

(1,0,0)-(1,0,0) (1,0,0)-(0,1,0) (1,0,0)-(0,0,1) 2 -2 1
Gs = [(1,0,0)-(0,1,0) (0,1,0)-(0,1,0) (0,1,0)-(0,0,1)| = (-2 B o],
(100 0,0,1) (0,1,0)-(0,0,1) (0,0,1 00,1) ( 0 )

) (
(1,0,0)-(0,0,1) (0,1,0)-(0,0,1) (0,0,1)-(0,0,1) 1 6
que es simétrica (Gg = GZ) y también necesitamos que sea definida positiva:

24

det(Gg) =118 -24>0 = > 1T

2 =2
det(2 ﬂ) =26-4>0 = pB>2
det(2) =2 > 0.

Concluimos que la aplicacién - es un producto escalar si 8 > %
(b) Calculamos un sistema generador de W:
W={(xy,z2) eR}|x+y—z=0}={(a—B,6,0) eR®|a,f R} =((1,0,1),(~1,1,0)).
Comov-(1,0,1)=2-1-1-2-1-0-2-1-14+3-1-0+1-1—-1-1+6-(—1)-1=—6 # 0, deducimos
gue v no es ortogonal a W.

Solucién 11.2.

a) |vll=+/(2,0,1)-(2,0,1) = V13 ya que

2=a+p a=1,
(2,0,1) =(1,1,1) + 5(1,-1,0) + v(0,0,1) = O=a—-p = =1 = v=]1,1,0]g,
l=a +7vy v =0,

= O O

1 7
(2,0,1)-(2,0,1)=(1 1 0)Gg (1):(1 1 0 (o
5

0
(b) d(v,w) = [lv —wl| = [[(2,2,1) - (2,2,0)] = (0,0, 1) = /(0,0,1) - (0,0,1) = V4 = 2.

Solucién 11.3.
(@) p(x) - g(x)=(x+x*)-(1+x)=1-0+1-14+0-14+1-1+1-0+2-0-1=2.

(b) Como ||r(x)|| = /(—=x2) - (—x2) = v/(=1) - (1) = 1, el vector r(x) es unitario.

(x)

p(x) - p(x) p(x)-q(x) p(x)-r(x) 2 2 -1
(c) Gg = qEX)) p(x) q(x)-q(x) q(X)-réX) =12 5 0]

r(x) - p(x

x)-p(x) r(x)-q(x) r(x)-r(x) -1 0 1

Solucidén 11.4.

(a) Como b; =(1,2,0,—-1)y b = (2,1,1,0) son linealmente independientes (porque tienen rango 2), el
conjunto B = {by, b,} es una base de T. Utilizamos el método de Gram-Schmidt para hallar una

base ortonormal B’ = {wy, w,} a partir de B.

by (1,2,0,—-1) (1,2,0,—1) <1 2 1)
wp = = — 7,7,0,7 -
bl \/(1,2,0,-1)-(1,2,0,-1) VI+4+0+1

up = bz—Pr}<Wl>(b2) = by — (by- wm1)wy = by — [(2 1,1,0) <\1f62606ﬂ w1 =
—4 4
6

2 48
=b 2,1,1,0)— (7.~
) — f + 00w =(2110 (660
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p (4.5.1.2) (4.5.1.2)

4 -1 1 2
(2 )
[ 2| \/(%v%lylvg).(%fl 1,2) \/g+%+1+% V18’ Vi8' V2 V18

Wo =

(b) Como (x> —1)-(x*+2x+3)=3-1-1 es ortogonal y una base

ortonormal de W sera

B,_{ x2—1 x2+2x+3 }_{1X21 1L 2, 1 3 }
U=l e +2x 3 120 27200 VBT V20
ya que
[x2 =1 =/(x2=1)- (x2=1)=+/3-1-1+2-0-0+(-1)- (-1) =V4 =2,
[x*+2x+3| = V/(x2+2x+3) - (x2+2x+3)=+v3-1-14+2-2-2+3-3=120.
(c) Como

s={(2 §)1a-brc-2a=ob-cra=ocra—of={( 27)jacr]-
()

1

H(—11 12>H:\/<_11 12)'<1 ) V1-14+(=2)-(-2)+(-1)-(-1)+1-1=7,

una basede Ses B = {< 1 _12) } Y como ademas

1 =2
entonces B’ = { (fz \ﬁ) } es una base ortonormal de S.
V7iooVT
Solucién 11.5.
by -by by-by by-bs 1 01
(a) GB: by-by by b bz'b3 =10 1 O
by-bi by-by bs-bs 102
(b) d(by, bs) = /(b1 — bs) - (b1 — b ):\/b1~b17b1~b37b1-b1+b3~ =VI+1+1+2=+05.
Como cos((bs — by1), ba) = W?IH)HZH f1 = 0, entonces Angulo((bs — by), by) = z

(c) Utilizamos el método de Gram-Schmidt para obtener la base ortonormal de V. Calculamos:

y by b
1= 5 = — = 1.
[baf 1
Uy = b2 — Pr’<vl>(b2) = b2 — (bg . V1)V1 = b2 — (b2 . bl)Vl = b2 — 0 = bz;
u» b2 b2
V2 = = —_—— = — = b2
wall  fb2f] 1

uz = by — Pf’<‘,1,‘,2>(b3) = b3 — (b3~ vi)vi — (b3 - v2)va = b3 — (b3 - b1) b1 — (b3 - ba)by =

= b3 — b1 — 0= b3 — by;
vs = us _ b3—b1 :b3—b1
lus|| - [lbs — bu| V5

Entonces B’ = {vi, vo, 3} = { . by, %(b:g - bl)}.

).

0
1
0

O O
= O O

(d) Como B’ es ortonormal, Gg: = (
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Solucidén 11.6.

(a) Calculamos las coordenadas de los vectores de B. = {ey, &2, e3} con respecto a la base B:

a1 = 0
=(1,0,0) = ay(1,1,1) + 41(1,1,0) + A1(1,0,0) = { B =0 = (1,0,0)=[0,0,1]s,
=1
Qp = 0
& =(0,1,0)=as(1,1,1)+ 5(1,1,0)+ 2(1,0,0) = { fo=1 = (0,1,0)=[0,1,~1]s,
Ao =—
a3 = 1
es=1(0,0,1) = a3(1,1,1) + 83(1,1,0) + A3(1,0,0) = B3=-1 = (0,0,1)=]1,-1,0]s,
A3 =0
para poder utilizar la matriz Gg.
0 0
61'61:(0 0 l)GB 0 :3, 61-62:(0 0 1)GB 1 :—2,
1 -1
1 0
€1 €3 (0 0 l)G -1 =-1 €y - 6 = (0 1 —1) GB 1 =3
0 -1
1 1
€ - €3 (0 1 —1) GB -1 ==-2 €363 = (1 -1 O) G -1 =1
0 0

3 -2 -1
Concluimos que Gg, = | -2 3 -2|.
-1 -2 1

(b) Como(1,1,1)=11,0,0]g y (0,1,0) =[0,1, —1], entonces

0

0 1 -1 0
(1,1,1)-(0,1,0) = (1 0 o)GB(1):(1 0 0) (1 2 1
1 1 3

(c) Como(1,1,1)=[1,1,1]5 Yy (0,1,0) = [0, 1,0]5,, entonces

0 3 -2 -1\ /0 —2
(1,1,1)-(0,1,0)= (1 1 1)Gg (1):(1 1 1) (—2 3 —2> (1):(1 1 1)(3):—1.
0 -1 -2 1) \o —2

(d) Si porque el valor del producto escalar entre dos vectores no varia si no cambia la definicién del
producto escalar.

Solucion 11.7.

(a) La matriz de Gram para la base candnica B. = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} sera
(1,0,0)-(1,0,0) (1,0,0)-(0,1,0) (1,0,0)-(0,0,1) 311
Gg, = [(1,0,0)-(0,1,0) (0,1,0)-(0,1,0) (0,1,0)-(0,0,1) 1 3 0.
(1,0,0)-(0,0,1) (0,1,0)-(0,0,1) (0,0,1)-(0,0,1) 1 0 3
(b) Se tiene que
311 1 4
viv=(1 0 1)1 3 o) fof=(1 0 1)f1|=8
1 0 3/ \1 4

de donde ||v|| = \/v-v = V8 = 2V2.
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(c) Sillamamos W = {((1,0,1)), se tiene que (x,y,z) es ortogonal a (1,0,1) si (x,y,z) - (1,0,1) = 0.
Empleando la matriz de Gram, esto es equivalente a

311 1 4
(x y Z) (1 3 O) (O) = (x y Z) (1) =0,
1 0 3 1 4

luego la ecuacion implicita de W+ es 4x + y + 4z = 0 y entonces
Wt ={(x,y,z) € R® | 4x + y + 4z = 0}.

Solucién 11.8.

(a) Calculamos la matriz de Gram para B, = {1, x, x*}:

x 1-x2 3 3 5
x x-x2|=1[3 5 9],
-x x?.x? 5 0 1

donde cada producto escalar se ha calculado en base a la definicion dada. Por ejemplo,

1-1 1.
Gg.=| x-1 x-
2.1

% 2

X

X2 x> =0%.02412-124+22.22 =17.

(b) Puesto que x =[0,1,0]g,, x> = [0,0, 1]5,, entonces

d(x,x*) = [lx = x*| = [1(0,1,0) = (0,0, 1)|| = [|(0, 1, ~1)|| = v/(0.1, ~1) - (0,1, -1).

Si calculamos el producto escalar empleando la matriz de Gram,

0 335 0
(0,1,-1)-(0,1,-1)= (0 1 —1)636(1>_(0 1 -1 (3 5 9)(1)_
~1 5 9 17/ \-1
—2
=0 1 -1) (—4)_4.
-8

Se concluye que d(x, x?) = V4 = 2.

(c) Sitomamos coordenadas y denotamos vi =1+ x =[1,1,0]g.,v» =1—x =[1,—1,0]5_, empleando la
matriz de Gram podemos calcular

33 5\ /1 6
[wl*>=(1 1 0) (3 5 9) (1):(1 1 0)(8):14,
5 9 17) \0 14

de donde deducimos que ||v;|| = /14, y también

[Ey

3

3 5 1 0
[val*=(1 -1 0) (3 5 9) (—1) =(1 -1 0) (—2) =2,
5 9 17) \ 0 —4

luego v = V2.
Solucién 11.9.
(a) Resolviendo el sistema

X+y+z =0,
y—z+2t=0,

se obtiene que
W= {(—=2u+2\p—2X\p,A) €R* |\, p e R},

de donde dim(W) = 2 y una base de W viene dada por B = {e;, e} siendo e = (-2,1,1,0) y
e =(2,-2,01).
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(b) A partir de B, construimos una nueva base ortogonal B’ = {w;, w,} mediante Gram-Schmidt. El
primer vector se obtiene normalizando e;:

e (—-2,1,1,0) 1 2 11
el T V210 (2 iio)  vel 2hhO= ( — ,0>_

Para el segundo vector de la base ortonormal, calculamos

Uy = €y — Pr’<wl>(62) =

s (o209 (3 2 ) (e o)

= (2, 201)*‘[(\[\1[}0) (0,-1,1,1),

que es perpendicular al primero y al normalizarlo obtenemos

by 2 (0-LL1) (0—11 1)

[|wa]| V3 3 V3 ﬁ
La base ortogonal pedida es B’ = {(;—% % 2. 0) , (0, \—/g \% %)}
(c) Finalmente, siv =(1,0,0,0), como
-2
V'WI*%, v-wy =0,
se tiene que
- tmimtemin - (8 o) w00y ) - 65 39)

Solucién 11.10.
lu+vI?+lJu=v|? = (u+v) (u+v)+(u=v) (u—-v)
=u-u+2u-v)+v-v+u-u—2u-v)+v-v
=2(u- u) +2(v-v) = 2ful? + 2||v].
Solucién 11.11. Supongamos que v, v satisfacen
lull® + [Iv]* = flu+ v
Si expandimos ambos lados de la igualdad, vemos que
vutv-v=(Ww+v) - (u+v)=u-u+2u-v+v-v.

Despejando llegamos a 2u - v = 0, lo que implica que v - v = 0 y entonces u, v son ortogonales.

Solucion 11.12. En primer lugar, tomamos una base de W, By = {w;, w»}, donde
wip = (—1,1,2,0), Wo = (0,0,0, ].),
y calculamos una base ortonormal, By, = {e;, e}, mediante el método de Gram-Schmidt.

wq 1

-1 1 2
o= ]~ VB 20 = (\/6' ww(’)

& = wy — (ws-er)ey = (0,0,0,1) — ((o,o,o, 1). (-116\%0» (_2;6\%0) _
11 2

=(0,0,0,1) -0 <\@' NG \@,0> =(0,0,0,1).

Observamos que el resultado es la base original normalizada, ya que era ortogonal de partida.

o))
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El vector de W mas cercano a v = (1,2, 3, 1) es su proyeccion sobre W:
Prl,,(v) = (v-er)er + (v - e2)er =
((1,2,3,1)-(0,0,0,1))(0,0,0,1) =

7 /-1 1 2 -7 77
-7 (v ve) Hi000n = (565

Solucion 11.13. Sea By = {u1,...,u,} una base de Uy By = {v, ..., vs} Uuna base de V. Si consideramos
el subespacio suma U + V, el conjunto

Surv ={ur, ..., up V1, ., V)
es un sistema generador de U + V. Teniendo esto en cuenta:

- Siw € (U+ V)*, w es perpendicular a todos los vectores de U + V. En particular, es perpendicular
al sistema de generadores dado, porloque w-u; =0y w-v;. Como By y By son bases, se deduce
entonces que w es perpendicular a todo vector de U y a todo vector de V, estoes, w € U- N V*,

- Siw € U+ NVt wes perpendicular a la base de U y a la base de V, luego es perpendicular al
sistema de generadores Sy, v, 10 que quiere decir que es perpendicular a cualquier vector de U+ V
y, como consecuencia, w € (U + V)+.
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