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Capitulo 1
Calculo Vectorial

Ciertas magnitudes fisicas quedan perfectamente determinadas utilizando tinica-
mente un nimero y, por supuesto, sus correspondientes unidades. Estas magnitudes
se denominan escalares. Algunos ejemplos pueden ser el tiempo; la temperatura de
una habitacion; la presién en el fondo de una piscina; la masa, volumen y densidad de
un cuerpo; el voltaje y la potencia generados por una pila; etc. Sin embargo, en otros
casos es necesario especificar, ademas de su valor numérico, su direccion y sentido.
Estas magnitudes se denominan vectoriales y se representan utilizando vectores.
Algunos ejemplos son la velocidad y aceleracién de un cuerpo; las fuerzas como el
rozamiento y el peso; el campo eléctrico; etc.

1.1. Representaciéon de vectores

yA

(=1.5,-2.5)4-3

Figura 1.1. Coordenadas cartesianas en el plano y en el espacio.

Para representar un vector necesitamos definir primero un sistema de coordenadas.
Tipicamente utilizamos coordenadas cartesianas, también denominadas coordenadas
rectangulares. En este caso se utilizan como referencia ejes perpendiculares entre si y
que se cortan en un punto que denominamos origen de coordenadas, O. Por lo tanto,
podemos tener un sistema de coordenadas cartesiano en el plano (2 dimensiones) o
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en el espacio (3 dimensiones), tal y como se representa en Fig. 1.1.

Un vector ¢ tiene una componente en cada uno de los ejes. Por lo tanto, en el
plano cartesiano sus componentes serdn v, y v,, mientras que en el espacio existira
una componente adicional v,. Por simplicidad, vamos a explicar las nociones bésicas
en 2 dimensiones, si bien la generalizacion en 3 dimensiones es inmediata. El vector
U = (vy,vy) en el plano cartesiano se representa como una flecha que comienza en el
origen (0,0) y termina en el punto (v,,v,). La longitud de la flecha es la magnitud o
moédulo del vector y se denota v o |¢]. Notando que v, v, y v, son la hipotenusa y

los catetos de un triangulo rectangulo, respectivamente, el médulo viene dado por

— 2 2
V= 4/U7 + Uy

Si estamos trabajando en tres dimensiones simplemente tendremos que anadir
una componente adicional v,, de tal manera que el médulo del vector vendra dado

— 2 2 2
por v = /vy + vy + v

La linea recta pasante por el origen (0,0) y el punto (v,,v,) es la direccién
del vector. La cabeza de la flecha del vector nos indica su sentido, es decir, su
orientacion en el espacio.

Ademas de utilizando coordenadas cartesianas, un vector cualquiera puede quedar
perfectamente definido utilizando coordenadas polares (r,6). En este sistema de
coordenadas r es la distancia del origen de coordenadas al punto (v,, v,), es decir, en
nuestro caso es el médulo del vector (r = v = /vi +v7). 0 es el dngulo comprendido
entre el vector y un eje fijo. Tipicamente consideramos como eje fijo la parte positiva
del eje z y € se mide en sentido antihorario. A la hora de resolver problemas, en
general utilizaremos ambos sistemas de coordenadas. Utilizando nociones basicas de
trigonometria encontramos que la relaciéon entre las coordenadas cartesianas y las
polares es

Uy = vV COS 6 v, = vsinf
También se cumplird tan 6 = v, /v,.

En lugar de utilizar la notacién ¥ = (v, v,), en ocasiones es habitual expresar los
vectores en términos de los vectores unitarios. Un vector unitario es un vector que
tiene médulo unidad y la direccion de los ejes cartesianos. Estos son

i=(1,0)  j=(0,1)

donde el acento circunflejo hace referencia al caracter unitario de los vectores.

En tres dimensiones los vectores unitarios son

i=(1,0,0) j=(0,1,00 k=(0,0,1)
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De esta manera, un vector cualquiera puede expresarse como
U= 0,1 + vyJ (2D)

T = 0,0+ v,] + v,k (3D)

Muchos de los conceptos que acabamos de introducir se representan en Fig. 1.2,
donde la linea punteada se corresponde con la direccion del vector.

Y

Figura 1.2. Elementos principales en la representacién de vectores.

Cuando dos vectores tienen la misma direccion y sentido decimos que son pa-
ralelos. Cuando tienen la misma direccién pero sentido opuesto decimos que son
antiparalelos. Dos vectores serdan iguales cuando tengan la misma direccién, sentido
y magnitud. Algunos ejemplos se representan en Fig. 1.3.

7
/

Misma Misma Mismo
magnitud direccién sentido

Figura 1.3. Tlustraciones intuitivas sobre magnitud, direccién y sentido.
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1.2. Operaciones basicas

La suma (o resta) de dos vectores se obtiene simplemente realizando la suma (o
resta) componente a componente

= (Uy + Vg, Uy + V)

= (um = Uz, Uy — Uy)

Gréficamente podemos sumar vectores situando el segundo vector en el extremo
final del primer vector, siendo el vector suma aquel cuyo origen coincide con el origen
del primer vector y su final coincide con el final del segundo vector. Esto aplica
también en el caso de que sumemos més de un vector, coincidiendo en este caso el
final del vector resultante con el final del dltimo vector que sumamos (ver Fig. 1.4).
La suma de vectores cumple la propiedad conmutativa, es decir, @ + v = U + 4.

A\
AN
@\,
e\
<y

N

Uy
Figura 1.4. Suma de vectores.

La suma de vectores también cumple la propiedad asociativa, es decir, @+ (7+w) =
(U + V) +w

Figura 1.5. Verificacién de la propiedad asociativa.
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De forma gréfica, a la hora de realizar la resta # — v/, obtenemos —v' y procedemos
a la suma @ + (—7).

S|
<!

Q\
X /. —U
R
Figura 1.6. Resta de vectores.
La multiplicaciéon de un vector ¢ por un escalar k viene dada por

kv = (kvg, kvy)

El vector resultante tendra la misma direcciéon que o'y su sentido serd el mismo o
el contrario dependiendo del signo de k.

N|u.a
=y

s

/ - X - X
i

B

Figura 1.7. Multiplicacién de un escalar por un vector.

1.3. Vector unitario en la direccion de un vector dado

De la misma manera que definimos los vectores unitarios en las direcciones de
los ejes cartesianos, podemos definir un vector unitario %, como aquel vector que,
teniendo modulo unidad, tiene la misma direccion y sentido que v.
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La forma de obtener 4, es dividiendo v entre su moédulo. De esta manera se

preserva la direccion y se ajusta el modulo a 1.

SHESH

Uy =

Ahora podemos expresar ¥ en términos de su mdédulo y un vector unitario en su

direccion.
U = v,
Por ejemplo, el vector 7 = (1,1,1) tiene médulo v = v/12 + 12 4 12 = /3. Por lo

tanto, el vector unitario en su direccién sera

1
iy = —(1,1,1)

by
V3

1.4. Vector que une dos puntos

Dados dos puntos P = (P, Py, P,) v Q = (Qu,Qy,Q.), puede interesarnos
conocer cual es el vector que une dichos puntos, P_Q. Los vectores asociados a los
puntos Py @ son OP = (P,, P, P,) y OQ = (Q,Q,, Q). El vector que une los

puntos viene dado por

PR = 06 — OF = (@5 — 8,@)y — 8y, G — 23)
Yy Y Y
A A A
Q Q L _a-9F o
P P PQ/
0 P
or _ P .
00 R oP
9 0Q

O @)

Figura 1.8. Vector que une dos puntos.
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1.5. Producto escalar, vectorial y mixto

En esta seccién vamos a estudiar algunas herramientas matematicas que involu-
cran vectores y aparecen de forma natural en numerosos problemas de fisica.

El producto escalar de dos vectores, denotado # - ¥, es una cantidad escalar
igual al producto del modulo de los vectores y el coseno del dngulo que forman.

- U = yvcos

£

La presencia del término cos # implica que el producto escalar es maximo cuando
los vectores son paralelos y es nulo cuando éstos son perpendiculares. Por lo tanto

Pi=j =k k=1

i-j=1-k=3-k=0

Teniendo en cuenta las igualdades anteriores, podemos desarrollar y simplificar el
producto escalar

U-7= (u,;i + uyj' + uzl%) . (vxi + vyj + Uzl%) =

UV (i - 1) + g1 ) + U7 )+
W 1) + uyvy (- §) + k) +
W"_M"‘ uzvz{]% : ]%)

Por lo tanto, el producto escalar puede expresarse
U U = UpUp + Uyly + UV,

A partir de estas dos expresiones para el producto escalar podemos calcular el
angulo que forman dos vectores.

U

1

v/

—

U
uU-U = uvcost

Figura 1.9. Producto escalar de dos vectores.
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El producto vectorial de dos vectores en el espacio!, denotado @ x ¥, es un
vector perpendicular al plano generado por los vectores u y ¢. El vector resultante
puede entenderse como el resultado de un determinante simbdélico donde la primera
fila viene dada por los vectores unitarios y las dos filas siguientes estdn ocupadas por
los vectores.

! '] k u u u u Uu Uu
ﬁX U: Uy uy u,| = Yy z x z| & T Yy k
Uy (0 Ve Uy Ve Uy
(0 Uy Vy

Desarrollando los determinantes de orden 2 obtenemos
U X U= (uyv, — uzvy)% + (U, — uxvz)j' + (ugvy — uyvx)f{:

El moédulo del vector resultante es igual al producto del médulo de los vectores ,
vy el seno del angulo que forman, es decir

|t x U] =uvsind

El médulo del producto vectorial es el area del paralelogramo formado por los
vectores U y 7.

7.7 U

\ -

u

<L

|4 X U] = uvsind

Figura 1.10. Producto vectorial y el drea del paralelogramo formado por dos vectores.

De forma contraria al producto escalar, el producto vectorial es maximo cuando
los vectores son perpendiculares y es nulo cuando éstos son paralelos.

El producto vectorial es anticonmutativo, es decir
UXU=—UX1U
Para conocer el sentido del vector resultante @ = @ x v utilizamos la regla de

la mano derecha: los cuatro dedos se sittian sobre el vector @ y se cierran sobre el
vector v, de tal manera que el pulgar nos indica el sentido de 0.

LEl producto vectorial tinicamente estd definido para vectores en el espacio (en tres dimensiones),
por lo que para calcular el producto vectorial de dos vectores en el plano XY tenemos que incluir
una tercera componente z nula. El resultado serda un vector paralelo al eje z.
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Figura 1.11. Producto vectorial y regla de la mano derecha.

El producto mixto de tres vectores es una operacién que combina el producto
escalar con el producto vectorial, dando como resultado una cantidad escalar.

—

(i, 5,0 = @i - (T x )

El producto mixto es el volumen del paralelepipedo formado por los vectores i, ¢
v W.

Zt .
w

Figura 1.12. Paralelepipedo formado por tres vectores.
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1.6. Formulario
Por simplicidad, algunas férmulas se refieren al caso bidimensional. Su generali-

zacion en 3 dimensiones es inmediata.
Moédulo y componentes de un vector

— o2 2
U=/ Uz vy

vy = v Cos 0 vy, = vsind

Operaciones basicas

U+ 7= (uy £ v,,u, £v,)

kv = (kvg, kvy)

Vector unitario

SERS]

Vector que une dos puntos

P_Q:(Qx_PmaQy_Py)

Producto escalar, vectorial y mixto

U-U=uvcosb

“U = Ug Uy + UyUy + ULV,

£

|t x U] =uvsind

U X U= (uyv, — uzvy)i + (w0, — uxvz)j + (ugvy — uyvm)l%
| = - (U x W)

[, U, 0

Y



Capitulo 2
Cinematica

La cinematica es la parte de la mecanica que estudia el movimiento de los cuerpos
ignorando las causas que lo originan. Es decir, en este capitulo estudiaremos cémo se
mueven los cuerpos y no el porqué se mueven. Esta tltima cuestion la abordaremos
en el siguiente capitulo cuando se introduzca el concepto de fuerza. Los conceptos
propios de la cinematica son los de posicion, velocidad y aceleracion. La comprension
de éstos nos permitira estudiar distintos tipos de movimiento, entre los que destacan
los movimientos unidimensionales y bidimensionales con aceleracién constante y el
movimiento circular.

2.1. Movimiento unidimensional

El movimiento de una particula viene perfectamente determinado por su posicion
en todo instante de tiempo. La posicién de una particula es su localizacién en el
espacio con respecto al origen de un sistema de coordenadas previamente fijado. El
caso mas sencillo es el movimiento unidimensional, en el cual la particula se mueve en
linea recta. Ya que el movimiento tiene lugar en una unica direccion, las magnitudes
que lo caracterizan son escalares.

La velocidad de una particula se define como el cambio de su posicion Az en
un cierto intervalo temporal At. Si dicho intervalo es infinitesimalmente pequeno
(At — 0) la velocidad viene dada por la derivada de la posicién con respecto al
tiempo

_ oy Az  dx
VT A0 AL dt

Puesto que la derivada de una funcién en un punto equivale a la pendiente de
la recta tangente en dicho punto, la velocidad es siempre tangente a la trayectoria
(curva descrita por la evolucién temporal de la posicion).

Si una particula se mueve en linea recta con velocidad constante decimos que

el movimiento es rectilineo uniforme (MRU). Sin embargo, lo més habitual es que
la velocidad cambie con el tiempo. En este sentido, la aceleracién se define como

11



12 Capitulo 2. Cinematica

el cambio de la velocidad Av en un cierto intervalo temporal At. De nuevo, si el
intervalo temporal es suficientemente pequeno tenemos

” Av  dv
a= lim — = —
At—0 At dt
De este modo, si conocemos la forma funcional de la posicién, derivando po-
demos conocer la velocidad. Derivando una vez més conocemos la aceleracion. De

forma contraria, podemos obtener la velocidad y la posicién integrando la expresién
matematica de la aceleracion.

2.1.1. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

La forma funcional de la posicién, z(t), puede ser tan complicada como uno
quiera. Por ejemplo, la trayectoria descrita por un avién o por una hoja de un arbol
al caer no va a venir dada por una funcién matematica trivial. En efecto, obtener
las ecuaciones que explican el movimiento de un cuerpo puede ser una tarea sencilla
o extremadamente ardua. Por simplicidad, en esta seccién vamos a suponer que la
particula se mueve en linea recta con aceleracién constante, es decir, describe un
movimiento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA). En el caso de que este
movimiento sea horizontal, un ejemplo podria ser un coche que acelera de forma
uniforme. En el caso de que el movimiento sea vertical, el ejemplo tipico es la caida
de un objeto mientras es acelerado por la gravedad.

Asumiendo en todo caso a = cte, podemos obtener las ecuaciones generales que
describen este problema y que seran de utilidad a lo largo de todo el capitulo. Vamos
a partir de la definicién de aceleracion y resolver la integral asociada

dU v t
a=— — dv = adt — v—1vy=at
dt v 0

Despejando obtenemos la expresién de la velocidad en funcién del tiempo
v=1ug+at (2.1)

Conocida ésta, podemos utilizar la definicién de velocidad e integrar de nuevo

dx . +at dx
V= — V9 +at = —
0 dt

dt
x t 1
/ dx—/ (vo +at)dt — x—xg :vot+§at2
x0 0

Despejando obtenemos la evolucion de la posicién en funcién del tiempo

1
T = xg + vot + Eat2 (2.2)
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A la hora de resolver ciertos problemas, puede interesarnos relacionar la posicién
con la velocidad de forma independiente del tiempo. Un ejemplo seria un problema
en el que, conocida la aceleracion, se nos pide la velocidad cuando la particula se
encuentra en una cierta posicion x. Para tener a mano una ecuacién ttil en estos
casos, podemos despejar t en Ec.(2.1) y sustituir en Ec.(2.2), obteniendo

v — g vo(v —wg) 1 (U—UO>2

t =

— =T+ —+ za
a a 2 a

Simplificando resulta
2060 — 208 + v + 03 — 2060
2a
Entonces la expresién independiente del tiempo buscada es

T =g+

v — 02
2a

T =0+ (2.3)

En la mayoria de los problemas de cinemética la aceleracion es un dato conocido.
De hecho, lo més habitual es que es que estemos trabajando con la aceleracién de la
gravedad. Por esta razén no vamos a obtener una ecuacién equivalente a Ec.(2.3) pero
independiente de la aceleracion. Si fuera necesario, esta expresién puede obtenerse
despejando a en Ec.(2.1) y sustituyendo en Ec.(2.2).

Las ecuaciones Ec.(2.1), Ec.(2.2) y Ec.(2.3) son vélidas para el MRUA. Sin
embargo, como veremos mas adelante, obtener ecuaciones equivalentes para el caso
bidimensional o tridimensional es inmediato. Es suficiente con anadir ecuaciones
idénticas para cada una de las dimensiones restantes. Por otra parte, estas ecuaciones
pueden utilizarse como base para construir las ecuaciones de movimiento de casos
restringidos. Por ejemplo, podemos obtener las ecuaciones para un MRU simplemente
imponiendo a = 0 en las ecuaciones principales.

En conclusién, cualquier tipo de movimiento uniformemente acelerado seguira
unas ecuaciones similares a Ec.(2.1), Ec.(2.2) y Ec.(2.3).

2.1.2. Caida libre

En ausencia de resistencia del aire, todos los objetos caen hacia el centro de la
Tierra con aceleracién constante g ~ 9.80 m/s® (este valor varfa con la altitud y la
latitud). Un movimiento de caida libre consiste en el movimiento vertical de un objeto
bajo la influencia de la gravedad, independientemente de su movimiento inicial. Esto
ultimo quiere decir que objetos lanzados verticalmente hacia arriba o hacia abajo
también se mueven en caida libre. Por lo tanto, la caida libre es un MRUA y las
ecuaciones Ec.(2.1), Ec.(2.2) y Ec.(2.3) definen el movimiento. Ya que la gravedad va
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dirigida en el sentido negativo del eje y (es decir, hacia abajo) simplemente debemos
incluir un signo negativo delante de aceleracion en dichas ecuaciones, obteniendo

v =1y — gt
1 5
y=y0+vot—§gt
_ _vz—vg
Y=1Y 29

donde utilizamos ahora la notacion y para la posicién en lugar de x para dar cuenta
de que el movimiento es vertical. Ademas, dependiendo del problema en cuestién,
tendremos que pensar si el signo delante de vy es positivo (lanzamiento hacia arriba)
o negativo (lanzamiento hacia abajo).

2.2. Movimiento bidimensional

Por norma general los cuerpos no se mueven en linea recta, sino en el plano o en
el espacio. En estos casos las magnitudes son vectoriales en lugar de escalares. En
concreto, los vectores posicion, velocidad y aceleracion vienen dados por

7= (z,y)

L dr _ (dx dy ~ (vs,0,)
T \agar ) T\

=% = (55 =)

dt dt ’ dt
Noétese que en el caso tridimensional tnicamente tendriamos que anadir una
componente 2z a cada vector.

[gual que el apartado anterior, vamos a considerar que la aceleracion es constante,
de tal manera que las ecuaciones de movimiento son esencialmente iguales a las del

MRUA.

Lo
T = Ty + Vol + §axt

1
Vg = Vgo + gzt

Uy = Uyo + ayt
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2.2.1. Tiro parabdlico

El tiro parabdlico consiste en el lanzamiento de un objeto con un cierto angulo
en presencia de un campo gravitatorio. Si la aceleracion de la gravedad es constante
y no existe resistencia con el aire, el resultado es una trayectoria parabdlica.

Si el dngulo de lanzamiento con respecto a la horizontal es 6, las componentes de
la velocidad inicial vy = (v40, vy0) en cada uno de los ejes son

Vo = Vg Ccosd Uyo = Vo Sin

En este problema la gravedad tinicamente afecta en la coordenada y, donde las
ecuaciones serdn equivalentes a una caida libre con vy = vy9 = vg sin 6. Por otra parte,
las ecuaciones de la coordenada z se corresponden con un MRU. Las ecuaciones para
la posicién y la velocidad seran entonces

T = T + Vg cos Ot (2.4)
1
Y = Yo + vosin Ot — §gt2 (2.5)
vy = Vg cos b (2.6)
vy = vpsinf — gt (2.7)
)
— Vg0 jg
U
Y vy =0
: V0
i >~
T U> v /9 —
A Yo 0 & V v
Uy
N .
V0 /90
—Uyo U
Vv

Figura 2.1. Vector velocidad y sus componentes en distintos puntos de la trayectoria
descrita por una particula durante un tiro parabdlico.



16 Capitulo 2. Cinematica

A la hora de resolver problemas que involucren un tiro parabdlico, nos interesara
disponer de ecuaciones que describan el movimiento en ciertos puntos de interés.
Uno de ellos es el punto en el que se alcanza la altura maxima vy, del tiro parabdlico.
Este punto viene caracterizado por v, = 0 (ver Fig. 2.1). Imponiendo esta condicién
en Ec.(2.7) obtenemos que el tiempo necesario para alcanzar la altura méxima es

Vg sin 6
Y
Sustituyendo este tiempo en Ec.(2.5) y tomando y = 0 resulta

_ v3sin®f  gulsin®6
g 2g7~{
por lo que la altura maxima del tiro parabdlico es

Ym

_ vgsin®0
Ym = 2

Otro punto de interés es el alcance maximo z,,, que viene caracterizado por y = 0.
Imponiendo esta condicién en Ec.(2.5) obtenemos el tiempo en el que la particula
alcanza la maxima distancia horizontal

. 2vg sin 0
g

Sustituyendo este tiempo en Ec.(2.4) y tomando xy = 0 obtenemos

202 sin 6 cos §
Ty = ———
g

Esta ecuacion puede simplificarse haciendo uso de la identidad trigonométrica
2 cosrsinxz = sin 2z, de tal manera que el alcance méaximo es

vg sin 260
9

Tm =

2.3. Movimiento circular

El movimiento circular es aquel en el que la trayectoria de la particula describe una
circunferencia. Dada la simetria del problema, es conveniente abordarlo utilizando
coordenadas polares, es decir, describir el movimiento en términos del desplazamiento
angular 0 y el radio de la circunferencia R.

La distancia recorrida s esta relacionada con el radio de la circunferencia y el
desplazamiento angular segin

0= (2.8)

il
R
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Nétese que una vez la particula ha recorrido toda la circunferencia s = 27 R, por
lo que 0 = 2.

Figura 2.2. Magnitudes fundamentales en un movimiento circular.

De forma andloga al movimiento rectilineo, podemos definir magnitudes como la
velocidad angular y la aceleraciéon angular, que seran equivalentes a la velocidad
y la aceleracion, pero en este caso relativas a los cambios por unidad de tiempo del
angulo y la velocidad angular, respectivamente. De esta manera la velocidad angular
se define como

df
w=—
dt
Si tenemos en cuenta Ec.(2.8) obtenemos
lds v
w=—--= —
Rdt R

De la misma manera obtenemos la aceleracién angular

dw ldv a
o — —_ —

@ Ra R (29)

Ya que las unidades de 6 son rad, las unidades de w son rad/s y las de « son rad/s?.

En resumen, las tres ecuaciones principales que relacionan las magnitudes angu-
lares con las lineales son

s=0R
v=wR

a; = aR
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Es importante notar que en Ec.(2.9) hemos anadido un subindice ¢ en la acelera-
cion. Esto se debe a que en un movimiento circular resulta necesario descomponer la
aceleracion en dos contribuciones distintas denominadas componentes intrinsecas
de la aceleracion. Por un lado tenemos la aceleracién normal, d,,, que es la respon-
sable del cambio de direccion del vector velocidad. Es decir, es la aceleracion que
hace que la trayectoria se curve. Si la aceleraciéon normal es nula el movimiento es
rectilineo. Por otra parte tenemos la aceleracion tangencial, d;, que es la responsable
del cambio en la magnitud (médulo) de la velocidad. Es decir, es la causante de
que la particula gire cada vez més réapido (o més lento). Si no existe aceleracion
tangencial, la velocidad de la particula se mantiene constante.

Como se puede ver en Ec.(2.9), el médulo de la aceleracién tangencial es

_dv
o dt

Qg
Podemos expresar el vector aceleracién tangencial como da; = a;t,, donde ; es
el vector unitario tangente y tiene la misma direccién que la velocidad (es decir, es

tangente a la trayectoria).

En el caso de la aceleracién normal, su moédulo es

Ap =

o] S

El vector aceleracion normal es @, = a,u,, donde u, es perpendicular a la
trayectoria. Ya que el movimiento es circular, esto implica que es un vector dirigido
hacia el centro de la circunferencia.

a—= atﬁt + anﬁn

Figura 2.3. Componentes intrinsecas de la aceleracién en una trayectoria circular.
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Teniendo en cuenta que @, L @, el médulo del vector aceleracion (@ = ayty + a,ty,)

puede expresarse como
— /a2 2
a =+/a; + a;

De forma analoga al MRUA, un movimiento circular uniformemente acelerado
(MCUA) es aquel en el que la aceleracién angular es constante (a = cte). Las ecua-
ciones de movimiento que se obtienen son idénticas al caso rectilineo.

1
0 290 + wot + 50(752

w=wqy+ at
2 2

w
9—904‘7

Por otra parte, un movimiento circular uniforme (MCU) es aquel en el que la
velocidad angular es constante (w = cte — a = 0). Si la velocidad angular es
constante la particula describira circunferencias completas en intervalos de tiempo
regulares. En consecuencia, es posible definir el periodo de movimiento T como el
tiempo que emplea la particula en describir una vuelta o revolucién (rev) completa.
La particula recorre pues una distancia 2w R durante el tiempo T', de tal manera que
podemos expresar su velocidad como

727rR
T

(%

Despejando obtenemos una expresion para el periodo

= 2t _2m
(Y W

2.4. Componentes intrinsecas de la aceleracion

El movimiento circular es un ejemplo concreto de un movimiento de rotacién
donde el centro y el radio de curvatura permanecen constantes. Cualquier movimiento
se puede considerar como una rotacién cuyo centro y radio de curvatura cambian en el
tiempo (ver Fig. 2.4). Por ello, todo movimiento tiene asociadas aceleraciones normal
y tangencial. Por ejemplo, en un MRUA tnicamente existe aceleraciéon tangencial,
en un MCU tnicamente existe aceleracion normal y en un tiro parabédlico tenemos
tanto aceleraciéon normal como tangencial.

En el caso de un movimiento que no sea circular, la aceleraciéon normal se define
en términos del radio de curvatura p, el cual en general sera distinto en cada punto.

Ay — —

p
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Figura 2.4. Componentes intrinsecas de la aceleracion a lo largo de una trayectoria curva.

El radio de curvatura en un punto dado de la curva es el radio de la circunferencia
osculatriz, que es aquella circunferencia cuyo centro se encuentra sobre la recta
normal a la curva y tiene la misma curvatura que la curva dada en dicho punto (ver
Fig. 2.5). La curvatura es una medida del cambio que sufre la direccién del vector
tangente cuando nos movemos a lo largo de la curva. Viene dada por

1
v

dii

dt

K

1
P
Circunferencia osculatriz

/ AN
/ \

Tangente comin

Figura 2.5. Centro y radio de curvatura.
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2.5. Formulario
MRUA

vV =1+ at

1 2
x:x0+v0t+§at

2 2
2a

T =xg+

MCUA

w=wy+at

1
0= 90 +th+ 50&t2

2 2
9= gy P08
2a

En el MRUA, el signo delante de vy y a puede ser negativo en caso de que estas
magnitudes vayan dirigidas hacia la izquierda (movimiento horizontal) o hacia abajo
(movimiento vertical).

En el MCUA el signo delante de wy serd positivo o negativo en funcién de si el
movimiento inicial es en sentido horario o antihorario. El signo delante de « sera
positivo o negativo en funcién de si el sistema acelera o frena.

Tiro parabdlico

: L,
xr = xo + vg cos Ot, y:yg—I—vostt—Egt

Uy = Vg CcoS B, vy = vgsinb — gt

En el eje x, el signo delante de vy serd negativo si el disparo se produce hacia la
izquierda. En el eje y, el signo denante de vy sera negativo si el disparo se produce
por debajo de la horizontal.

v3 sin 260

Ty = ———
g

_ v¢sin®0
Ym = 29

Movimiento circular

s =0R, v=wR, a; = aR, ay =

o] S







Capitulo 3
Dinamica

En el capitulo anterior hemos estudiado el movimiento de los cuerpos en una y
dos dimensiones. Sin embargo, no nos hemos preocupado de las causas que generan
o modifican el movimiento. En este capitulo responderemos a las preguntas “;por
qué los cuerpos comienzan a moverse?”’y “;por qué un cuerpo cambia la magnitud
o direccion de su velocidad?”. En la respuesta a estas preguntas se encuentra el
concepto de fuerza: influencia capaz de modificar el estado de movimiento de un
cuerpo. Una fuerza puede estar generada por nuestros musculos cuando tiramos de
una cuerda, por la gravedad cuando una roca se desliza colina abajo (peso) o cuando
un satélite orbita un planeta, por el suelo de una carretera sobre la que avanza
un coche (rozamiento), etc. Ya que las fuerzas tienen una direccién y un sentido
asociados, son magnitudes vectoriales.

3.1. Primera ley de Newton: ley de inercia

La primera ley de Newton establece que cuando no actiian fuerzas sobre un
cuerpo o la fuerza neta es nula, éste permanece en reposo o en movimiento rectilineo
uniforme (v = cte).

- v
FE=0 & —=0
Z ' dt
=1
donde Z?:lﬁi:ﬁl—i-ﬁgjt---—l—ﬁn.

Ya que las fuerzas son magnitudes vectoriales, la ecuacién anterior implica que el
sumatorio de fuerzas debe ser nulo en todas y cada una de las direcciones

zn:F — Xn:Fyi =0
=1 %

23
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3.2. Segunda ley de Newton

Los cuerpos se resisten a cambiar su estado de movimiento, es decir, a ser acele-
rados. La propiedad intrinseca de los cuerpos que cuantifica la resistencia que éstos
oponen a cambiar su velocidad es la masa. Su unidad en el SI es el kg.

La segunda ley de Newton establece que la aceleracion de un cuerpo es proporcional
a la fuerza neta que actia sobre él e inversamente proporcional a su masa.

n
E F, =ma
i
De nuevo, dado el caracter vectorial de la fuerza, tenemos

n n
g F.; = ma, E F,i = ma,
i i

A partir de las ecuaciones anteriores obtenemos que las unidades en SI de la
fuerza son kg m/s?> = N (newton').

3.3. Fuerzas de campo

Las fuerzas pueden clasificarse fundamentalmente en dos tipos: fuerzas de con-
tacto y fuerzas de campo. Las fuerzas de campo son aquellas que se producen sin
que exista contacto fisico entre los objetos involucrados. Su existencia se debe a la
presencia de un campo en la regiéon del espacio en la que se encuentra el cuerpo.
Existen cuatro fuerzas de este tipo: la fuerza gravitatoria, la fuerza electromagnética,
la fuerza nuclear fuerte y la fuerza nuclear débil. La fuerza gravitatoria es una fuerza
de campo? que experimentan los cuerpos con masa cuando se encuentran en un
campo gravitatorio, el cual es generado por cualquier otro cuerpo con masa. Esta
fuerza actia sobre ambos cuerpos y es proporcional a la masa de éstos e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos. El campo electromagnético es el
responsable de las fuerzas atractivas y repulsivas que experimentan las particulas
cargadas. La fuerza nuclear fuerte es la que confina ciertas particulas elementales
(quarks) dentro de los protones y neutrones. Finalmente, la fuerza nuclear débil es la
responsable de la radiactividad y participa en los procesos de fusion y fision nuclear.
La unica fuerza de campo que estudiaremos en este curso es la fuerza gravitatoria.

Como hemos discutido en el capitulo anterior, cuando un cuerpo se deja caer
cerca de la superficie terrestre, éste se acelera en la direccion del centro de la Tierra.
Ademas, si no existe rozamiento con el aire, todos los cuerpos caen con la misma

'En honor a Sir Isaac Newton (1642-1727), fisico y matemadtico inglés quien senté las bases de la
mecénica, la éptica y el calculo.
2Nétese que la Luna no necesita estar en contacto con la Tierra para orbitar a su alrededor.
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aceleracion ¢ independientemente de su masa. La fuerza que genera esta aceleracion
es la fuerza gravitatoria y en este contexto equivale al peso w del cuerpo.

w=mg

Pese a que la gravedad es una fuerza que cobra gran importancia en nuestro
dia a dia, es con diferencia la méas débil de todas ellas. Si utilizamos un iméan para
levantar un tornillo de una mesa, quiere decir que la fuerza electromagnética genera-
da por el imén es mayor que la fuerza gravitatoria generada por todo el planeta Tierra.

3.4. Fuerzas de contacto

De forma contraria a las fuerzas de campo, las fuerzas de contacto son aquellas
que solo actian cuando los cuerpos involucrados estdn en contacto fisico. Salvando la
fuerza gravitatoria, estas seran las fuerzas que estudiemos en este capitulo. Veamos
las fuerzas de contacto mas importantes.

3.4.1. Fuerza normal

La fuerza normal N es aquella fuerza que ejerce una superficie sobre un cuerpo
apoyado sobre ella. Esta fuerza es perpendicular (normal) a la superficie de contacto.
Algunos ejemplos, junto con las correspondientes ecuaciones para el eje = e y, se
muestran en Fig. 3.1.

AN
== i

ARYY W
N =mg N + Fsinf = mg N = mgcosf
F =ma Fcosf = ma mgsind = ma

Figura 3.1. Fuerzas actuando sobre cuerpos situados en superficies sin rozamiento.
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3.4.2. Fuerza de rozamiento

Cuando un cuerpo se mueve sobre una superficie suele experimentar una fuerza
paralela a ésta y que se opone al movimiento. Esta fuerza se denomina rozamiento o
friccién, se denota F,. y su magnitud es directamente proporcional a la magnitud de
la fuerza normal.

F.=uN
donde p > 0 es el coeficiente de rozamiento.

Algunos ejemplos donde los cuerpos se mueven con aceleraciéon se muestran en
Fig. 3.2.

N
N
E. F B
vw vW
N =mg N + Fsin8 = mg N = mgcos6
F—umg = ma Fcosf — u(mg — Fsinf) =ma  mgsinf — umgcosf = ma

Figura 3.2. Fuerzas actuando sobre cuerpos situados en superficies con rozamiento.

En general, la fuerza necesaria para que un cuerpo comience a moverse es superior
a aquella requerida para mantenerlo en movimiento. Por ello existe un coeficiente de
rozamiento estatico u. y un coeficiente de rozamiento dindmico pg tales que g > pg°.
El coeficiente de rozamiento estatico nos dice cual es la fuerza necesaria para poner
un cuerpo en movimiento (F' = p.N), mientras que el coeficiente de rozamiento
dindmico gobernard el movimiento del cuerpo en caso de que éste se mueva (es decir,
si F' > p.N). Mientras la fuerza ejercida sea menor que el rozamiento estético, la
fuerza de rozamiento sera igual a la fuerza ejercida F, = F, ya que de lo contrario el
cuerpo se moveria en sentido opuesto a la fuerza aplicada. Cuando la fuerza ejercida
supera al rozamiento estético, la fuerza de rozamiento disminuye (ahora F, = p14V)
y el cuerpo comienza a moverse (ver Fig.3.3).

3Cuando en un ejercicio no se especifica si el rozamiento es estitico o dindmico asumiremos que
He = Hd = M.
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F,
r F, = pu.N
F.=F
FT = /JdN
«— Region estatica —»| «<— Regidn dindmica —»

Figura 3.3. Evolucién de la fuerza de rozamiento segiin se incrementa la fuerza aplicada.

3.4.3. Tensién

Consideremos la situacion en la que un cuerpo esta atado a una cuerda, o bien dos
cuerpos estan unidos entre si a través de una cuerda. En este curso consideraremos
siempre que las cuerdas no son elasticas y que ademéds tienen masa despreciable. En
el caso de cuerdas que pasan por una polea, consideraremos también que la polea
no presenta rozamiento y que su masa es despreciable. Estas consideraciones nos
permiten simplificar notablemente los problemas. La tension T de una cuerda es la
fuerza con la que ésta tira* de los cuerpos que estdn unidos a sus extremos. Bajo las
consideraciones previamente mencionadas, la tension es idéntica en cualquier
punto de la cuerda. En Fig. 3.4 se muestra el diagrama de fuerzas y las ecuaciones
de movimiento para un problema donde dos cuerpos, situados planos inclinados,
estdn unidos a través de una cuerda pasante por una polea. Nétese que la aceleracion
y la tensién que afecta a ambos cuerpos es la misma.

Cuerpo 1
N, = mygcosa
mygsina — T — um;gcosa = mya
Cuerpo 2
N, = m,gcosf

T —m,gsinf — um,gcosf = m,a

Figura 3.4. Fuerzas actuando sobre dos cuerpos unidos por una cuerda y situados en un
plano inclinado con rozamiento.

4La tensién siempre tira de los cuerpos, nunca los empuja.
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3.4.4. Fuerza elastica

Cuando un muelle es desplazado de su posicion de equilibrio, éste ejerce una
fuerza de sentido opuesto al desplazamiento y cuya magnitud es proporcional a éste.
Esta ley se denomina ley de Hooke y podemos expresarla como

F=kAx
donde Az es el desplazamiento y k es la constante recuperadora del muelle.
F=kAx |_Ax
— |
m
|

I
x = 0 (equilibrio)

Figura 3.5. Fuerza experimentada por una masa unida a un muelle cuando éste es
desplazado de su posicién equilibrio.

Si tenemos una masa unida a un muelle y lo comprimimos hacia la izquierda, éste
generara una fuerza opuesta al desplazamiento, haciendo que la masa acelere hacia
la derecha. Sin embargo, una vez el muelle alcanza su maxima elongacion posible,
aparecera una fuerza en sentido opuesto que hara que la masa regrese a la posicion
inicial, comenzando de nuevo el proceso. Por ello, el movimiento que se produce es
oscilatorio y lo estudiaremos con detalle en el capitulo 5.

3.5. Tercera ley de Newton: ley de accién y reaccion

La tercera ley de Newton establece que cuando dos cuerpos interactiian entre
si, la fuerza Fiy ejercida por el cuerpo 1 sobre el 2 tiene igual magnitud y sentido
opuesto a la fuerza Fy, ejercida por el cuerpo 2 sobre el 1. Por lo tanto, las fuerzas
siempre aparecen en pares. Si esto no fuera asi las pistolas no tendrian retroceso al
disparar una bala. Tampoco podriamos remar en una barca ni propulsarnos en la
pared de una piscina.

P

FBA

Figura 3.6. Cuando golpeamos una pelota con una fuerza Fap, ésta nos golpea a nosotros
con una fuerza Fpqa = —F4p.
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3.6. Sistemas de referencia inerciales y no inerciales

Cualquier fenémeno fisico se describe con respecto a un sistema de referencia.
Decimos que un sistema de referencia es inercial cuando en él se cumplen las leyes de
Newton. Para que esto ocurra, un sistema de referencia inercial debe estar en reposo
absoluto o moverse a velocidad constante. Dado un sistema de referencia inercial,
todo sistema de referencia que se mueva a velocidad constante con respecto a éste
es también un sistema de referencia inercial. En cambio, todo sistema de referencia
que se mueva de forma acelerada con respecto a un sistema de referencia inercial es
un sistema de referencia no inercial. Recordemos que un movimiento acelerado se
produce cuando cambia la magnitud o la direccion del vector velocidad. Un tren que
acelera sobre una recta es un sistema de referencia no inercial. Un coche que toma
una rotonda a velocidad constante también es un sistema de referencia no inercial.
Tipicamente utilizamos como sistema de referencia inercial la superficie terrestre,
asumiendo que ésta se encuentra en reposo absoluto.

Supongamos que nos encontramos sobre patines dentro de un tren parado en
el andén. Por simplicidad, vamos a considerar que no existe rozamiento entre las
ruedas de los patines y el suelo del vagéon. En un momento dado el tren acelera y
observamos que nos movemos hacia atrds, incumpliendo flagrantemente las leyes de
Newton (;qué fuerza nos empuja hacia atras?). Para poder explicar este fendmeno
desde nuestro sistema de referencia no inercial (acelerado), tendremos que hacer uso
de una fuerza ficticia que aparece en sentido contrario a la aceleracién del tren.
En cambio, una persona que nos mira desde el andén (sistema de referencia inercial)
observara que estamos en reposo mientras el tren acelera y podréa explicar nuestro
movimiento sin necesidad de incluir fuerzas ficticias. jNo nos estamos moviendo hacia
atras, sino que el tren esta acelerando!

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos definir un sistema de referencia iner-
cial como aquel que nos permite describir el movimiento sin considerar fuerzas ficticias.

Volvamos al ejemplo del tren. Tras unos segundos de aceleracion, el tren se mueve
a velocidad constante y se dispone a tomar una curva. Ya que en un movimiento
curvo la direccién del vector velocidad cambia, nuestro sistema de referencia dentro
del tren vuelve a ser acelerado y, por lo tanto, no inercial. En este caso observaremos
que aparece una fuerza ficticia que nos empuja en la direccién normal a la curva.
Esta fuerza ficticia se denomina fuerza centrifuga y no hay ningin agente que
la produzca (por eso es ficticia). El cambio de direccion del vector velocidad en la
curva se debe a la existencia de una fuerza real, la fuerza centripeta, dirigida
hacia el centro de curvatura y que en este caso esta generada por la friccion de las
ruedas del tren sobre las vias. Si el rozamiento desapareciera el tren saldria despedido
en la direccion tangente a la curva, no perpendicular a ésta. Esto evidencia que
no existe una fuerza centrifuga real que nos empuje hacia fuera. En el fondo, los
pasajeros del tren simplemente tienden a moverse en linea recta y es el tren en su
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movimiento acelerado el que nos hace sentir que nos movemos hacia fuera. Si el tren
fuera la suficientemente grande como para que no chocaramos con las paredes, un ob-
servador inercial flotando en el aire fuera del tren veria que nos movemos en linea recta.

J—F
>

QL

Un obsevador inercial
comprueba que la persona
dentro del vagén

se mueve en linea recta.

Un obsevador inercial comprueba ECTINTL
que la persona dentro del vagon
esta en reposo.

Figura 3.7. Observacién desde de un sistema de referencia inercial del movimiento de
una persona en un vagén cuando éste se mueve con aceleracion.

Unas lineas atras hemos dicho que consideramos que la superficie terrestre se
encuentra en reposo absoluto y, en consecuencia, es un sistema de referencia inercial.
Sin embargo, como bien dijo Galileo, la Tierra si mouve. Por una parte tenemos
la velocidad de rotacién sobre su eje, que es de unos 465 m/s en el Ecuador. Por
otra parte tenemos el movimiento de traslacion alrededor del Sol, que se produce a
una velocidad de aproximadamente 29 km/s. En ambos movimientos la direccién
del vector velocidad de un punto sobre la superficie terrestre cambia, convirtiendo
el sistema en no inercial. Ademas de los movimientos anteriores, el Sistema Solar
también se mueve con respecto al centro de la Via Lactea y a su vez ésta también
rota. De hecho, todas las galaxias se alejan unas de las otras de forma acelerada. Por
lo tanto, podemos decir que en realidad no existen sistemas de referencia inerciales.
Por suerte, para estudiar muchos de los fenémenos que tienen lugar dentro de la
Tierra, podemos asumir que su superficie es un sistema de referencia inercial.
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3.7. Leyes de Newton en movimientos circulares

Existen numerosas situaciones fisicas en las que la trayectoria de un cuerpo es
perfectamente circular. Para que el sistema describa este movimiento debe existir
una fuerza dirigida hacia el centro de la circunferencia. Esta fuerza puede ser de lo
mas variado: rozamiento, fuerza eldstica, peso, tension, etc. Cuando un observador
inercial trata de explicar el movimiento, utilizando la segunda ley de Newton obtiene

25

donde a la derecha de la igualdad tenemos la fuerza centripeta. Nétese que esta fuerza
no es otra cosa que F,, = ma,, siendo a,, la aceleracion normal estudiada en el capitulo
anterior. A la izquierda de la igualdad tendremos que introducir las fuerzas dirigidas
hacia el centro de la circunferencia. Por ejemplo, cuando un coche se mueve en una
rotonda la fuerza centripeta es generada por el rozamiento entre las ruedas y el asfalto.

Un observador no inercial no es consciente de que esta describiendo una
trayectoria curva, por lo que la ecuacion anterior no le satisface. Para entender esto
imaginemos que el observador se encuentra, con los ojos cerrados, dentro de un coche
que traza una rotonda. Por una parte, siente una fuerza que tiende a alejarlo del
centro de la circunferencia, es decir, que tiende a expulsarlo hacia una de las puertas.
Esta fuerza es la fuerza centrifuga y tiene la misma magnitud que la fuerza centripeta,
pero sentido opuesto. Sin embargo, el pasajero no sale despedido del coche, sino que
esta en equilibrio. Debe pues existir una fuerza que se opone a la fuerza centrifuga y
termina por anularla. En este ejemplo esa fuerza es la que ejerce la puerta del coche
sobre su hombro o bien, si la curva no es muy pronunciada, el rozamiento entre los
pantalones y el asiento. En conclusion, el observador no inercial planteara que existe
un equilibrio de fuerzas

n
S R=0
i=1

donde una de las fuerzas que aparecen en el sumatorio debe ser la fuerza centrifuga

F.=m—
r

Cualquier problema de dindmica que involucre un movimiento circular puede
resolverse indistintamente considerando un observador inercial o no inercial. En el
primer caso decimos que existen una serie de fuerzas que, en su conjunto, generan
una fuerza centripeta. En el segundo caso decimos que existen una serie de fuerzas
que, en su conjunto, anulan la fuerza centrifuga. El resultado es el mismo.

Como una imagen vale més que mil palabras, en las siguientes figuras se muestran
las fuerzas principales que actuian en 4 casos distintos. En todos ellas se considera
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un sistema de referencia no inercial. Si se quiere un sistema inercial simplemente
cambiese el sentido de F..

(a) Fe (b)

Figura 3.8. Fuerzas actuando sobre (a) un cuerpo que describe un movimiento circular
vertical atado a una cuerda y (b) un péndulo cénico.

En Fig. 3.8(a) se representa un bloque atado a una cuerda que describe una
trayectoria circular vertical. Se puede ver que la tensién siempre se opone a la
fuerza centrifuga. En cambio, el rol del peso es diferente en distintos puntos de la
circunferencia. Esto hace que la tensién de la cuerda cambie a lo largo de la trayectoria.

En Fig. 3.8(b) tenemos un péndulo cénico, consistente en una masa puntual unida
a una cuerda que describe una circunferencia horizontal. La componente = de la
tensién anula la fuerza centrifuga, mientras que la componente y de la tension es
igual al peso.

(a) (b)

Figura 3.9. Fuerzas actuando sobre un coche (a) en una curva plana y (b) en una curva
peraltada.
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En Fig. 3.9(a) se representa un coche trazando una curva plana. La fuerza que
contrarresta la fuerza centrifuga es el rozamiento, que en este caso es proporcional al
peso del coche (F,. = uN = umyg).

En Fig. 3.9(b) se representa de nuevo un coche trazando una curva, pero en este
caso la carretera estd peraltada (inclinada). Esta inclinaciéon permite aumentar la
velocidad méaxima con la que el coche puede trazar la curva. Nétese que la fuerza
centrifuga va dirigida en la direcciéon normal a la trayectoria descrita por el coche y
no en la direccién paralela a la superficie de la carretera. Por ello ahora tinicamente
la componente x de la fuerza centrifuga tiende a expulsar al coche de la carretera. El
rozamiento y la componente x del peso contrarrestan a la componente = de la fuerza
centrifuga. El rozamiento ahora es proporcional a la suma de las componentes y del
peso y la fuerza centrifuga.
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3.8. Formulario

Este capitulo contiene pocas ecuaciones, pero muchos conceptos que deben apli-

carse con buen criterio para resolver los ejercicios.

La ecuacién fundamental es la segunda ley de Newton

n

Zf’izm&'

=0

donde a = 0 si existe equilibrio de fuerzas.

Otras ecuaciones importantes son

w =mg
F.=uN
2
Fczmv—
r

La expresién matematica de la fuerza normal N y la tensién T' dependera del

problema en cuestion.

Descomposicion de fuerzas en componentes paralelas y perpendiculares a un plano
inclinado.

A, = Asina Ay, =Acosa C, = Ccosa
B, = Bsina B, = Bcosa D, = Dcos«

Cy, =Csina
D

y = Dsina



Capitulo 4
Trabajo y Energia

En nuestro dia a dia usamos constantemente el concepto de energia. Sabemos que
necesitamos obtener energia de la comida para asi poder llevar a cabo los procesos
fisioldgicos que nuestro cuerpo requiere. Sabemos que la gasolina, a través de ciertos
mecanismos que tienen lugar en el motor, utiliza energia para poner un vehiculo en
movimiento. Utilizamos la energia solar, nuclear o hidraulica para producir electrici-
dad. Y asi un larguisimo etcétera. A partir de los ejemplos anteriores comprendemos
que la energia es una propiedad importante en diversos campos de la fisica como la
mecanica, la termodinamica o el electromagnetismo. De hecho, todos los procesos
que tienen lugar en el universo involucran transferencia o transformacion de energia.
En este curso estudiaremos la energia en el contexto de la mecénica. En asignaturas
futuras se volvera a hablar de energia, pero dentro del contexto del electromagnetismo
y la termodinamica.

Pese a que esta presente en nuestras vidas, el concepto de energia es un concepto
abstracto que se muestra esquivo a la hora de ser inequivocamente definido. De forma
vaga podemos decir que la energia es la capacidad de un cuerpo para cambiar su
propio estado o el estado de otro cuerpo. La manera en que desarrollaremos una idea
intuitiva del concepto de energia sera a través de los ejemplos.

4.1. Energia cinética y potencial

La energia cinética K de un cuerpo es aquella que posee por el hecho de estar
en movimiento y viene dada por

1
K = émv2

donde v es la velocidad del cuerpo y m su masa.

35



36 Capitulo 4. Trabajo y Energia

’ . . . 1
La energia potencial gravitatoria® U, de un cuerpo es aquella que posee
debido a su posicién relativa en un campo gravitatorio. Dicho de otro modo, es
aquella que el cuerpo posee por encontrarse a una cierta altura A con respecto a un
sistema de referencia (el suelo, por ejemplo). Viene dada por

Uy, = mgh

Cuando desplazamos un muelle (u otro cuerpo eldstico) de su posicién de equilibrio,
se produce una acumulacién de energia potencial elastica U,. Esta viene dada por

1
Ue = §]€l'2

donde k es la constante recuperadora del muelle y x es el desplazamiento con respecto
a su posicién de equilibrio.

Como se puede comprobar en todas las ecuaciones anteriores, la energia es una
magnitud escalar. Realizando un analisis dimensional para cualquiera de los tipos de
energia observamos que sus unidades son N-m = J (julio o joule?).

4.2. Trabajo realizado por una fuerza constante

Acabamos de ver que, dentro del contexto de la mecdnica, un cuerpo puede poseer
tres tipos de energia. Cuando una fuerza actia sobre un cuerpo, un tipo de energia
puede transformarse en otro, o bien el cuerpo puede ganar o perder energia. Siempre
que ocurre una de estas situaciones decimos que la fuerza realiza trabajo sobre el
cuerpo. El trabajo W realizado por una fuerza constante sobre un cuerpo viene dado
por

W =F .- Az =FAzcosf (4.1)

donde Az es el desplazamiento del cuerpo durante el tiempo de aplicacién de la
fuerza y 6 es el angulo comprendido entre el vector fuerza y el vector desplazamiento.
Noétese que la unidad del trabajo (igual que la energia) también es el julio.

De la ecuacién anterior deducimos que el trabajo es positivo si la proyeccion de
la fuerza en la direccién del desplazamiento tiene el mismo sentido que éste. De la
misma manera, el trabajo serd negativo si la proyeccién de la fuerza en la direccién
del desplazamiento tiene sentido contrario a éste. Finalmente, el trabajo sera nulo si
F'y Az son perpendiculares (ver Fig. 4.1).

!'Cuando no exista confusién con la energia potencial eldstica, nos referiremos a la energia
potencial gravitatoria simplemente como energia potencial y la denotaremos U.

2En honor a James Joule (1818-1889), fisico inglés quien descubrié la relacién entre el trabajo
mecénico y el calor.
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Figura 4.1. Trabajo realizado por una fuerza constante.

Para entender mejor el concepto de trabajo vamos a utilizar un ejemplo. Ima-
ginemos que tiramos horizontalmente de un cuerpo con una fuerza F de médulo
constante, de tal manera que se desliza por el suelo sin rozamiento. Inicialmente el
cuerpo esta en reposo en el suelo y carece de energia. Tras la aplicacion de la fuerza,
el cuerpo se mueve con una cierta velocidad y en consecuencia adquiere una cierta
energia cinética. Por lo tanto, el trabajo realizado por la fuerza se traduce en un
aumento de su energia, que en este caso es exclusivamente cinética. Imaginemos ahora
que la fuerza deja de actuar y el cuerpo continiia moviéndose horizontalmente hasta
alcanzar un plano inclinado. Lo que observamos es que el cuerpo comienza a ascender
por el plano, a la vez que reduce su velocidad hasta pararse. Desde un punto de vista
energético, lo que ha ocurrido es que la energia cinética se ha ido transformando en
energia potencial. En el momento en el que el cuerpo se para, la energia potencial es
maxima y la energia cinética es nula. A continuacién, la energia potencial volverd a
transformarse en energia cinética segin el cuerpo desciende de nuevo por el plano
inclinado. La fuerza que ha generado esta transformacién de energia cinética en
potencial (y viceversa) es el peso. Mientras la pelota se movia de forma horizontal el
trabajo realizado por el peso era W, = 0, ya que el desplazamiento y la fuerza eran
perpendiculares. En general, el trabajo realizado por el peso equivale a la pérdida de
energia potencial

W, = —AU, = U; — U;

Por lo tanto, cuando el cuerpo asciende por el plano inclinado hasta la méaxi-
ma altura h tenemos W, = mgcosm = —mgh. El signo negativo es logico ya
que el peso es antiparalelo al desplazamiento. El trabajo durante el descenso es
W, = mgcos0 = mgh (ahora el peso es paralelo al desplazamiento).

Volviendo al ejemplo de la caja que desliza sobre el suelo, imaginemos que otra
persona comienza a tirar de ella en sentido contrario, pero no con la fuerza suficiente
como para contrarrestar nuestra fuerza y que el movimiento cambie de sentido. En
este caso nosotros estamos realizando un trabajo positivo, mientras que la otra
persona esta realizando un trabajo negativo.
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La tipica fuerza que realiza un trabajo negativo es el rozamiento, ya que siempre
tiene sentido contrario al del desplazamiento. Utilizando Ec.(4.1) obtenemos que el
trabajo realizado por el rozamiento es

W, =—-F.Az = —uNAx

donde el término cos @ del producto escalar no aparece ya que el rozamiento siempre
es paralelo al desplazamiento.

En caso de que la fuerza que actiia no sea constante, el calculo del trabajo se
complica significativamente. De forma general, el trabajo realizado por una fuerza
en un trayecto A — B viene dado por

B
WAB:/ F-dr

TA

donde 7 es el vector desplazamiento. Nétese que imponiendo F = cte se obtiene
Ec.(4.1).

4.3. Fuerzas conservativas y no conservativas

En el ejemplo del cuerpo que subia y bajaba por el plano inclinado, quizas hayas
notado que el trabajo realizado por el peso a lo largo del proceso completo (subida
més bajada) es nulo. La razén es que W,(A — B) = —W,(B — A). Podemos
preguntarnos, jocurriria lo mismo en caso de que el cuerpo regresara hasta la altura
inicial siguiendo otro camino? Pensemos, por ejemplo, en un cuerpo que asciende por
un plano inclinado y regresa a la altura inicial tras salir disparado desde el punto de
maxima altura (ver Fig. 4.2).

Figura 4.2. Un cuerpo asciende por un plano inclinado y sale proyectado.

Puedes comprobar que la respuesta es afirmativa y la razén es que el campo
gravitatorio es un campo conservativo y, en consecuencia, el peso es una fuerza
conservativa. Para definir de forma mas elegante el concepto, podemos hacer las
siguientes afirmaciones:
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a. FEl trabajo realizado por una fuerza conservativa al mover un cuerpo entre dos
puntos es independiente del camino sequido.

b. El trabajo realizado por una fuerza conservativa a lo largo de una trayectoria
cerrada es nulo.

Esto se ejemplifica en Fig. 4.3, donde el trabajo realizado por una fuerza con-
servativa al mover un cuerpo a lo largo del camino azul es igual que a lo largo del
camino naranja. Ademds, W(A —- B — A) = 0.

Camino 2

Camino 1

B

Figura 4.3.

Como hemos visto, el peso es una fuerza conservativa. También lo es la fuerza
elastica. El resto de fuerzas con las que nos podemos encontrar en un problema de
mecanica son fuerzas no conservativas, es decir, no cumplen las 2 afirmaciones
anteriores. En general, cualquier fuerza que haga que el sistema gane o pierda energia
es una fuerza no conservativa.

Para comprobar si una fuerza es conservativa, basta con calcular el trabajo
realizado a lo largo de una trayectoria cerrada. Por ejemplo, cuando un cuerpo se
mueve sobre una superficie horizontal con rozamiento de un punto A a un punto B
tendremos W,.(A — B) = —umgAx. Cuando se mueve desde el punto B al punto
A obtendremos de nuevo W,.(B — A) = —umgAx, por lo que W,.(A — B — A) =
—2umgAx # 0. Esto demuestra que la fuerza de rozamiento no es conservativa.

4.4. Conservacion de la energia mecanica

La suma de la energfa cinética y la energia potencial (gravitatoria y eldstica) de
un sistema se denomina energia mecanica, F,,.

E,.=K+U

El teorema de conservacion de la energia mecanica dice que cuando sobre un
sistema unicamente actian fuerzas conservativas, la energia mecanica se conserva, es
decir

E,=ce = AFE,=0
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Por otra parte, si sobre un sistema actian fuerzas no conservativas, el trabajo
realizado por dichas fuerzas, Wy, es igual a la variacion de la energia mecanica.

Wy =AE,

Dicho de otro modo, si el sistema ha ganado o perdido energia, quiere decir que
alguna fuerza no conservativa ha realizado trabajo. Cuando el sistema gana energia
tendremos Wy > 0 y cuando pierde energia Wy < 0.

4.5. Potencia

En ciertas situaciones fisicas no es suficiente con conocer cuanta energia ha ganado
o perdido un cuerpo, sino que necesitamos conocer cuanta energia se ha transferido
en un cierto intervalo de tiempo. Por ejemplo, no basta con saber que el motor de
un coche puede suministrar 50 kJ de energia, pues no es lo mismo que lo haga en
1 segundo que en 1 hora. La magnitud fisica que utilizamos en estos casos es la
potencia, que se define justamente como la energia consumida por unidad de tiempo
o, equivalentemente, el trabajo suministrado por unidad de tiempo. De esta manera,

la potencia P viene dada por

aw
p=_"
dt

donde en el numerador perfectamente podemos considerar energia E en lugar de
trabajo W.

En el caso de que la fuerza que genera el trabajo sea constante, podemos desarrollar
la expresion anterior para obtener otra mas concreta

W d L dr
P=" Y=z F Yy
i~ () %Ij+ a0

donde dF /dt = 0 porque la fuerza es constante.

Las unidades de la potencia son J/s = W (vatio o watt?).

3En honor a James Watt (1736-1819), ingeniero inglés quien inventé la méaquina de vapor, que
resultaria clave en el desarrollo de la primera Revolucién Industrial.



4.6. Formulario

4.6. Formulario

Trabajo realizado por una fuerza constante

W=F-Ax
W, = =AU,
Wgr = —uNAx

Energia mecanica

1 1
Em:Ug+K+Ue:mgh+§m02+§kx2

No actian fuerzas no conservativas

AE,, =0

Actuan fuerzas no conservativas

AE, =Wy (caso general)
AE,, = Wgr=—uNAzx (solo acttia rozamiento)






Capitulo 5
Oscilaciones y Ondas

El movimiento oscilatorio es un movimiento periédico que se produce cuando un
sistema es perturbado de su estado de equilibrio estable. Algunos ejemplos cotidianos
podrian ser la vibracién de las cuerdas de una guitarra, un barco mecido por las
olas o un reloj de péndulo. Como en alguno de los ejemplos anteriores, una fuente
oscilante puede generar ondas mecanicas que se propagan por un cierto medio, que
puede ser solido, liquido o gaseoso.Por ejemplo, las olas se propagan por el mar, las
ondas sismicas se propagan a través de la corteza terrestre y las ondas sonoras se
propagan por cualquier medio material. Existen otro tipo de ondas, denominadas
electromagnéticas, que no necesitan un medio por el que propagarse, es decir, pueden
propagarse por el vacio. Las ondas de radio, la luz, las microondas, la senal Wifi
o los rayos X pertenecen a este tipo de ondas. En este curso estudiaremos ondas
mecanicas, pero no ondas electromagnéticas.

5.1. Movimiento arménico simple

El tipo mas sencillo de movimiento oscilatorio es el movimiento arménico simple
(MAS), el cual se produce cuando la fuerza restauradora (fuerza que busca que el
sistema regrese al equilibrio) es directamente proporcional al desplazamiento con
respecto al equilibrio. A partir de la segunda ley de Newton obtenemos que la
ecuacion general de un movimiento armoénico simple es

2
d°z 9

F=ma @:_w x (5.1)

donde w es una constante y el signo negativo da cuenta de que la fuerza se opone al
desplazamiento, es decir, busca que el sistema regrese al equilibrio.

Este tipo de ecuaciones que relacionan una funcién con sus derivadas se conocen
como ecuaciones diferenciales y su resolucién se escapa de los objetivos del curso!.

'En el capitulo 2, cuando obtuvimos por integracién las ecuaciones del MRUA, estdbamos
resolviendo el caso mas sencillo de ecuacion diferencial.
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En este caso nos basta con saber que la solucion general de esta ecuacion es
xr = Acos (wt + ¢) (5.2)

donde A es la amplitud de oscilacion, es decir, la maxima distancia del equilibrio a
la que se puede encontrar el sistema. w es la frecuencia angular, que es equivalente
a la velocidad angular estudiada en el capitulo 2. ¢ se denomina fase y da cuenta de
que el sistema no necesariamente se encuentra en x = A cuando t = 0.

Un periodo de oscilacion T finaliza cuando el cuerpo oscilante regresa a la
posicién original z(0) = A cos ¢, es decir, cuando x(7T) = Acos (wT + ¢) = Acos ¢.
Esto ocurrird cuando w1 = 27, de tal manera que el periodo de un movimiento
armoénico simple es

T=—
w
Por otra parte, la frecuencia de oscilacion f se define como la inversa del periodo
y, por lo tanto, su significado es el nimero de oscilaciones que se producen por
segundo. Sus unidades son s™! = Hz (hercio o hertz?).

1
I=7

Figura 5.1. Amplitud y periodo de un MAS.
Derivando una vez Ec.(5.2) obtenemos la velocidad de un MAS
v = —wAsin (wt + @)
Derivando de nuevo obtenemos la aceleracion

a = —w?Acos (wt + ¢)

2En honor a Heinrich Hertz (1857-1894), fisico alemén quien demostré la propagacién de las ondas
electromagnéticas predichas por Maxwell y descubrié las ondas de radio y el efecto fotoeléctrico.
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5.1.1. Movimiento de un objeto unido a un muelle

Consideremos un sistema masa-muelle situado sobre una superficie horizontal sin
rozamiento. Cuando el sistema es desplazado de su posiciéon de equilibrio, la masa
describe un movimiento oscilatorio. Utilizando la ley de Hooke y la segunda ley de
Newton obtenemos la ecuacion de movimiento

d*x k

=——x

F:—kx:ma = W m

Esta ecuacién es idéntica a Ec.(5.1) y, en consecuencia, la masa describe un MAS de

frecuencia angular
| k
w=14/—
m
m
T =21/ — 9.3
/T (53

Un hecho quizds contraintuitivo que surge en la oscilacién de un muelle (y en
general en cualquier MAS) es que el periodo de oscilacién es independiente
de la amplitud. Esto puede comprobarse de forma inmediata en Ec.(5.3). Cuando
aumenta la amplitud de oscilacién también aumentan la velocidad y la aceleracion
maximas, pero el periodo se mantiene constante.

y periodo

Resulta interesante notar que las expresiones para la posicién, velocidad y acele-
racion se simplifican notablemente en ciertos puntos de interés. En x = 0 tenemos
que la aceleracion es nula y la velocidad es méxima (v = wA 0 v = —wA segin
si el movimiento es hacia la derecha o hacia la izquierda, respectivamente). En
r = Aox = —A la velocidad es nula y la aceleracién es a = —w?A4 0 a = w?A,
respectivamente. Estos casos se representan de forma gréafica en Fig. 5.2.

Ya que en un MAS no existe rozamiento ni actian otras fuerzas no conservativas,
la energia mecanica del sistema es constante. Por ello podemos obtenerla en cualquier
instante de tiempo o posiciéon x que nos convenga. En el punto x = A el cuerpo
unicamente tiene energia potencial eldstica, por lo que

1
E,, = -kA?
m =5k

Este mismo resultado se puede obtener tomando como referencia el punto z = 0,
donde el cuerpo tinicamente tiene energia cinética.
1 5, 1

1
E, = émv = §mw2A2 = §kA2

donde en el primer paso hemos sustituido v = wA y en el segundo w = /k/m.
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Figura 5.2. Magnitudes cinemadticas y energias en distintos puntos de interés del sistema
masa-muelle. A la izquierda se representa la analogia con un péndulo.

En lugar de un sistema masa-muelle que oscila horizontalmente, podemos pensar
en otro sistema equivalente en el que la masa cuelga verticalmente del muelle y
el sistema es desplazado del equilibrio. La situacién es idéntica, siendo la tnica
diferencia que la posicion de equilibrio 1y cuando no hay masa se ve desplazada por
efecto del peso. Concretamente, la nueva posicién de equilibrio es y; = yo + Ay,
donde Ay sera aquel desplazamiento que permite que la fuerza ejercida por el muelle
sea igual al peso, es decir

kEAy=mg = Ay= % (5.4)

En este sistema la frecuencia angular del movimiento es igual al caso horizontal.
Ahora la amplitud vendra dada por el desplazamiento inicial de la masa con respecto
al equilibrio y;.

El estudio energético es ligeramente distinto al caso horizontal, ya que aqui
tenemos que considerar la energia potencial gravitatoria.
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5.1.2. El péndulo simple

Un péndulo simple consiste en una masa puntual m que esta suspendida de un
punto a través de un hilo inextensible, tal y como se muestra en Fig. 5.3. Cuando el
péndulo es desplazado de su posicion de equilibrio # = 0 describe un movimiento
oscilatorio. Si el rozamiento con el aire es despreciable, de la segunda ley de Newton

obtenemos
d*x 0
m——- = —mgsin
a2 g
Ya que el desplazamiento x se produce a lo largo de un arco de circunferencia,

podemos expresar = [f y, teniendo en cuenta la longitud [ es constante resulta
d*x d*0

a2 de
Utilizando este resultado podemos expresar la ecuacién de movimiento en términos
del angulo

2
0 = —gsinH

dt? l

Figura 5.3. Magnitudes fundamentales en un péndulo simple.

La solucién de esta ecuacién, aparentemente sencilla, es realmente complicada.
Para obtener un resultado trivial podemos considerar el caso en que la amplitud de
las oscilaciones es muy pequena. Si § < 1 podemos aproximar sin 6 ~ 6, obteniendo

29 g

ez 1
donde identificamos la ecuacion de un MAS de periodo

T =27 £
g
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Igual que ocurre en el caso del sistema masa-muelle, el periodo de oscilacion del
péndulo es independiente de la amplitud (siempre que ésta sea pequena).

5.2. Ondas mecanicas

En la seccion anterior hemos estudiado el movimiento oscilatorio de cuerpos en
torno a su posicién de equilibrio. El concepto de onda esta ciertamente relacionado
con el de oscilacién. Una onda mecdnica® es una perturbacién que se propaga en
un medio, transportando energia pero no materia. Para comprender esto vamos a
imaginar una pelota de playa que se encuentra en un mar en calma. Si lanzamos una
piedra al mar, observaremos como ésta genera olas (ondas) que se propagan por la
superficie del agua. Cuando las olas alcanzan la pelota, ésta describird un movimiento
oscilatorio, desplazandose hacia arriba y hacia abajo de forma periédica. Ya que la
pelota estaba en reposo y ahora se mueve con una cierta velocidad, vemos que la onda
ha transmitido energia a la pelota. Sin embargo, si no hay viento u otros factores, la
pelota no se desplazara en la direccién de la onda, es decir, no se acercara o alejara de
la playa. Por lo tanto, vemos que no ha existido desplazamiento neto. Otro ejemplo
ilustrativo consiste en el movimiento de una cuerda dispuesta horizontalmente que,
siendo agarrada por un extremo, se hace oscilar a través de un movimiento periodico y
vertical con la mano. Esto genera una onda que se propaga en la direccién horizontal.
Cualquier punto de la cuerda estara describiendo un movimiento oscilatorio vertical,
si bien no existe movimiento en la direccién horizontal (ver Fig. 5.5).

Figura 5.4. Propagacién de una onda en el mar, generando un movimiento oscilatorio en
una pelota de playa.

Como se puede deducir de los ejemplos anteriores, las ondas mecanicas necesitan
(1) una perturbacién que las genere y (2) un medio por el que propagarse. En el caso
de la pelota de playa, la perturbacion es el cambio en la presién generado por la
calda de la piedra. El medio de propagacién es el agua. En el caso de la cuerda, la
perturbacion es el movimiento oscilatorio de nuestra mano, mientras que el medio de
propagacién es la propia cuerda.

3De aqui en adelante, para referirnos a ondas mecénicas utilizaremos sencillamente el término
[43 7
onda”.
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Figura 5.5. Onda mecédnica propagandose por una cuerda.

Dependiendo de la relacion entre la direccion de la perturbacion y de propa-
gacién distinguimos dos tipos de ondas. En una onda longitudinal la direccion
de propagacién es paralela a la perturbacion. En una onda transversal la di-
reccion de propagacion es perpendicular a la perturbacion. Las ondas mecéanicas
pueden ser transversales o longitudinales, mientras que las ondas electromagnéticas
son siempre transversales. El mejor ejemplo de onda mecénica transversal es el
sistema mano-cuerda que acabamos de mencionar. Mientras que la perturbaciéon
(oscilacién de la mano) se mueve en la direccién vertical, la onda se propaga en
la direcciéon horizontal. En general, la perturbacion consiste en la oscilacion de
las particulas del medio (liquido, sélido o gaseoso). La oscilacién de las particulas
se produce por cambios de presion en el medio. Por ejemplo, cuando emitimos un
sonido la vibracion de nuestras cuerdas vocales hace que las moléculas del aire oscilen.

En Fig. 5.6 se representan dos ejemplos de ondas longitudinales. En el panel
superior se representa una onda propagandose a través de un muelle. La oscilacién
horizontal de la mano genera una onda que se propaga también horizontalmente.
En el panel inferior se ilustra una onda propagandose por el aire debido a una
perturbacion generada por un altavoz.

Figura 5.6. Ejemplos de ondas longitudinales.



50 Capitulo 5. Oscilaciones y Ondas

5.3. Ondas armodnicas

Una vez hemos comprendido qué es una onda mecanica, vamos a estudiar un caso
concreto. Cuando la oscilacion de las particulas del medio describe un MAS, entonces
la onda que se propaga recibe el nombre de onda armédnica. Como ejemplo vamos
a considerar el caso de una onda transversal, si bien las ecuaciones serian idénticas
en el caso longitudinal.

Imaginemos una onda armoénica que se propaga de izquierda a derecha con
velocidad c. Si en dos instantes de tiempo to = 0 y ¢ capturamos el estado de la onda
obtenemos un resultado como el de Fig. 5.7. Es importante estudiar el sistema en
funcion de los dos tipos de movimientos principales: el movimiento de la onda y el
movimiento de las particulas del medio. En el tiempo ¢ la onda habra recorrido una
distancia = = ct. Si nos fijamos en las particulas del medio, por ejemplo la que se
encuentra en x = 0, vemos que se ha desplazado hacia abajo describiendo un MAS.

y
t
|<C_,|

YO

t=0 l

Figura 5.7. Onda arménica transversal capturada en dos instantes de tiempo diferentes.

El punto x en el que el desplazamiento de una particula con respecto a su posicion
normal y = 0 es maxima se denomina cresta de la onda. La distancia entre dos
crestas se denomina longitud de onda y se denota con la letra griega . Ya que es
una medida de distancia, necesariamente se mide en metros. Si esperamos el tiempo
suficiente, veremos que las crestas de la curva azul en Fig. 5.7 coinciden con las
crestas de la curva naranja. En ese instante la onda habrad completado un periodo.
Por lo tanto, se cumple

A=cT

También podemos definir la frecuencia de una onda como el ntimero de crestas
que pasan por un punto dado en una unidad de tiempo. Como vimos anteriormente,
f =1/T. Nétese que tanto el perfodo como la frecuencia de la onda coinciden con el
periodo y la frecuencia de la oscilaciéon armoénica de una particula del medio.
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De forma idéntica al MAS, la amplitud A de la onda es el maximo desplazamiento
con respecto al equilibrio. En Fig. 5.8 se representan algunas de estas magnitudes en
graficas y(z) (onda) e y(t) (particula).

y y
l< N
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t /[ ¢t/
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Figura 5.8. Evolucién espacial y temporal de una onda armoénica transversal.

Para poder describir el problema de forma matematica necesitamos encontrar
una expresién y(x,t). La forma de hacer esto resolviendo una ecuacién diferencial en
derivadas parciales conocida como ecuacion de onda.

Py _ 2%
ot? 0x?

donde Jy/0z denota la derivada parcial de y con respecto a x.

Para evitar la complejidad matematica, vamos a obtener la solucién de forma
heuristica. Ya que una particula del medio describe un MAS, sabemos que la solucién
y(x,t) debe ser una funcién proporcional al seno o al coseno. Podriamos utilizar
cualquiera de las dos, pero vamos a optar por el seno. La razéon es que en general
podemos escoger en qué momento comenzamos a contar el tiempo. Por ello impon-
dremos y(0,0) = 0, de tal maneara que la funcién seno nos ahorra el estar anadiendo
siempre una fase ¢ = 7/2. En el caso del MAS habiamos optado por el coseno ya
que, en general, habfamos considerado z(0) = A.

Vamos a comenzar centrandonos en la onda en un cierto instante de tiempo, por
ejemplo t = 0. De esta manera estariamos estudiando una fotografia de la onda
(Fig. 5.8 izquierda), sin preocuparnos de su movimiento y el de las particulas del
medio. La solucién tendra la forma

y(2',0) = Asin(az’) (5.5)

donde la expresion de a debe ser determinada. Esta ecuacién permitiria a un obser-
vador que se encuentra sobre la onda, moviéndose con ella, conocer la altura de la
onda a una cierta distancia x’. Dicho de otro modo, un observador que se mueve con
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la onda no es consciente de que ésta se mueve, asi que puede explicar la altura de la
onda sin recurrir a la variable temporal.

Ec.(5.5) debe satisfacer que la altura sea nula cuando 2’ = \/2. Por lo tanto
A A A 2
y<§,o>:Asm(%>:0 = %:w = a:%T (5.6)

La solucion para t = 0 serd pues
2
y(2',0) = Asin (Tﬂx') (5.7)

No es buena idea tratar de explicar el movimiento de la onda desde un sistema
de referencia que se mueve con ella, pues estariamos perdiendo informacion. Para
ello, como es habitual, vamos a analizar el problema desde un sistema de referencia
fijo en el origen de coordenadas. Es decir, estamos quietos en x = 0 y vemos la onda
pasar. Consideremos que nos fijamos en punto que se encuentra a una distancia x
con respecto a nuestro sistema de referencia. Un observador que se mueve con la
onda también se fija en el mismo punto, que para él se encuentra en la posicién z’.
. Cuadl es la relacién entre nuestras observaciones? Ya que el observador se mueve
con velocidad ¢ tendremos x = x’ 4 ct, donde ct es la distancia que se ha alejado
de nosotros el segundo observador en el tiempo ¢. Si la onda se moviera hacia la
izquierda, la relacién entre observaciones seria © = x’ — ct. Realizando este cambio
de sistema de referencia, Ec.(5.7) se convierte en

2
y(x,t) = Asin (%(x - ct)) (la onda se mueve hacia la derecha)

2
y(x,t) = Asin (Tﬂ(x + ct)) (la onda se mueve hacia la izquierda)

Sabiendo que w = 27/T y que A = ¢T', comprobamos que 27¢/A = w. Ademads
definimos una nueva cantidad

LY

denominada nimero de onda. Del mismo modo que w se define como el ntimero
de radianes por unidad de tiempo, el nimero de onda se define como el niimero de
radianes por unidad de longitud. Es decir, w es para T lo que k es para . Utilizando
estas expresiones obtenemos la ecuacién general de una onda armonica

y(x,t) = Asin (kx + wt)

donde el signo serd + si la onda viaja hacia la izquierda y — si viaja hacia la derecha.
Si fuera necesario, habria que incluir dentro de la funcién seno una fase ¢.
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5.4. Velocidad de una onda

La velocidad de propagacién de una onda depende de las propiedades del medio,
pero es independiente del movimiento de la perturbacion que la genera. Por ejemplo,
la velocidad del sonido depende de las propiedades del aire, no de nuestras cuerdas
vocales. Por lo tanto, dependiendo de cuél sea el medio de transmision la velocidad
de las ondas variara. A continuacién veremos, dejando de un lado el formalismo ma-
tematico, la expresion de la velocidad de propagacién de una onda en distintos medios.

La velocidad de propagacion de una onda en una cuerda es

T
c=4/—
I

donde T es la tension de la cuerda y u es la densidad lineal (masa por unidad de
longitud). Esto quiere decir que independientemente de cémo hagamos vibrar la
cuerda, un pulso se propagara por ella con la misma velocidad. Cuanto mayor sea la
tension de la cuerda, mayor sera la velocidad.

La velocidad de propagacion de una onda en un gas es

_|yRT
““V M

donde T es la temperatura del gas medida en kelvin® (K), M es la masa molar de
gas (es decir, la masa de 1 mol de gas) y 7 es el coeficiente adiabatico del gas. El
valor de R = 8.3145 J/(mol-K) es constante. El valor de v depende del tipo de gas.

En el caso de liquidos y sélidos la velocidad de propagacion sigue una expresion

muy similar a las anteriores
B
c=y[— (liquido)
p

Y
c=4|— solido
\/ ; ( )

donde p es la densidad (masa por unidad de volumen) del material. B (médulo de
compresibilidad) y Y (médulo de Young) son parametros que dependen del material
y cuantifican su resistencia a ser comprimido (B) o deformado (V).

4En honor a Lord Kelvin (1824-1907), fisico y matemadtico britdnico quien formul6 la primera y
segunda ley de la termodindmica.
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A la luz de las ecuaciones anteriores, podemos concluir que la velocidad de
propagacion de una onda viene dada por la raiz cuadrada de una fraccién donde en
el numerador tenemos una propiedad elastica y en el denominador una propiedad
inercial.

5.5. Ondas sonoras

Las ondas sonoras se propagan a través de cualquier medio con una velocidad que
dependera de las propiedades de éste. En esta seccion estudiaremos el caso de ondas
sonoras propagandose por el aire. Si la fuente que genera las ondas vibra de forma
armonica entonces las variaciones de presién también son armonicas y pueden ser
estudiadas utilizando el aparato matematico del apartado anterior. Sin embargo, en
general las ondas sonoras consisten en la superposiciéon de muchas ondas de distinta
frecuencia. jQué aburrida seria la musica si constara de una tnica onda armoénical
Pese a todo, esto no quiere decir que los conceptos relativos a las ondas armonicas
sean inutiles en casos generales. A principios del siglo XIX, el matematico francés
Joseph Fourier (1768-1830) demostr6 que toda funcién periddica puede expresarse
como la suma finita o infinita de funciones armonicas. Esto quiere decir que dado
un sonido cualquiera, podemos descomponerlo en un conjunto de ondas armonicas
de distinta frecuencia (eso es lo que hace cualquier aparato electrénico que recibe o
emite un sonido). En este curso no vamos a estudiar los métodos de Fourier, pero si
algunas propiedades importantes de las ondas sonoras.

J[+3f+5f

XA ~
%:\/27 X_ X7 N4

S+3(+ 5[+ +9f

AP 4 AP 4
A" A A A"

5/

PaN
\)&%f)u

Fa NP . Vo NP Y
AR — MR — e —

Figura 5.9. Onda cuadrada aproximada a partir de la suma de ondas armdnicas utilizando
una serie de Fourier.
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5.5.1. Intensidad de las ondas sonoras

Las ondas sonoras se propagan con la misma velocidad en todas las direcciones,
por lo que son ondas esféricas. Imaginemos que en ¢ = 0 una onda sonora comienza
a propagarse por el aire. En un instante arbitrario ¢, el frente de onda estara
alcanzando particulas que se encuentran a una cierta distancia r de la fuente. Esto
puede visualizarse como una esfera de radio r centrada en la fuente. Segin avanza el
tiempo, la superficie del frente de onda aumenta. Si bien la potencia de la fuente
(energia transmitida por unidad de tiempo) puede mantenerse constante, es evidente
que la potencia recibida por una unidad de superficie disminuye. Esta es una de las
razones por las cuales nos cuesta escuchar un sonido cuanto més alejados estamos de
la fuente emisora. La intensidad sonora se define como la potencia transmitida
por unidad de superficie (I = P/S). En una onda esférica la superficie es 4wr?, asf
que la intensidad sonora es

P
I —

42

El umbral de audicién humano es la intensidad sonora minima que un humano
promedio es capaz de escuchar. Su valor, conocido como intensidad de referencia,
es Iy = 1072 W/m?. Utilizando esta intensidad se define el nivel de intensidad

sonora (NIS)
1
=101 —
B = 10log (1_0)

Como se detecta en la ecuacion, se trata de una medida de cuan grande es una
intensidad sonora en comparacién con el valor de referencia. Ya que el rango normal
de variacién de la intensidad sonora es inmenso®, resulta conveniente utilizar la escala
logarftmica para asi reducir dicho rango. La unidad del NIS es el dB (decibelio®).

Puede interesarnos disponer de una ecuacion que exprese la pérdida de NIS con

la distancia. Supongamos que medimos el NIS en dos puntos situados a distintas
distancias r; y ro de la fuente, siendo r5 > r;. La diferencia de NIS entre ambos

puntos es
P P r2
— By =101 — 101 = 10log [ 2
B =B 8 (47”’%]0) 8 <4m‘%]0) 8 (7’%)

donde en el tltimo paso hemos utilizado la propiedad loga — logb = log(a/b).

®Los seres humanos pueden percibir sonidos en el rango I € [10712,10] W/m? o, equivalentemente,
B € [0,130] dB. Por debajo de este intervalo los sonidos no son detectados, mientras que intensidades
superior danan el oido.

SEsta unidad debe su nombre al inventor del teléfono, Alexander Graham Bell (1847-1922). El
prefijo deci hace referencia a que 1 dB son 0.1 belios. Igual que el radian, el decibelio no es una
unidad de medida del SI.
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Si ademas utilizamos la propiedad log z* = alog x obtenemos

-
B1— B2 = 2010g—2
1

5.5.2. Efecto Doppler

Quizas alguna vez hayas observado que el sonido que emite la sirena de una
ambulancia cambia al pasar a tu lado. Esto ocurre porque la frecuencia de la onda
sonora cambia en funcién de la velocidad relativa entre la fuente (ambulancia) y el
observador (t1). Cuando la fuente y el observador se acercan la frecuencia aumenta,
mientras que cuando la fuente y el observador se alejan la frecuencia disminuye. Este
fenémeno es un ejemplo de efecto Doppler”.

Para comprender mejor el fenémeno vamos a salir de la ciudad y desplazarnos
hasta una barca que se encuentra anclada en mitad de una ria. Estando en reposo
con respecto al fondo del mar, tomamos nuestro reloj y observamos que una ola
(cresta de la onda) golpea el casco exactamente cada 2 s. Sabemos entonces que la
frecuencia de las olas es de 0.5 Hz. Si encendemos el motor y nos movemos con una
cierta velocidad en sentido contrario a las olas observaremos que ahora chocan contra
el casco en intervalos de tiempo de menores, 1 s por ejemplo. En esta situacion la
frecuencia a aumentado a 1 Hz. Del mismo modo, si nos movemos en el sentido de
las olas veremos que la frecuencia disminuye.

Figura 5.10. Dos observadores estéticos perciben sonidos emitidos por una fuente mdvil.

El efecto Doppler se caracteriza por una variacion en la frecuencia de onda que
percibe un observador. La situacion serd diferente dependiendo de si el que se mueve
es la fuente o el observador. Veamos los casos uno por uno.

"En honor al fisico y matemaético austriaco Christian Doppler (1803-1853). Curiosamente, Doppler
nacié en la misma calle en la que vivié el famoso compositor Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791).
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Observador mdévil, fuente estdtica: imaginemos que un observador (un ciclista
por ejemplo) se aproxima con velocidad v, a una fuente estatica (un coche pitando
en un semaforo). Para el ciclista, la velocidad de la onda serd la velocidad del sonido
mas su propia velocidad, es decir, ¢ = ¢ + v,. Ya que la fuente no se mueve, la
longitud de onda no se ve afectada y la frecuencia f’ que detecta el observador es

C c+ v,

F=3=73

y ya que A = ¢/ f podemos expresar la frecuencia recibida en funcién de la frecuencia
emitida tal que

= (C + UO) f (observador se acerca)

C

Por supuesto, el signo delante de v, serd negativo si el observador se aleja de la fuente
en lugar de alejarse.

Fuente movil, observador estatico: pongamonos ahora en el pellejo de un
conductor que, mientras se encuentra tranquilamente esperando en el semaforo,
escucha como se aproxima un ciclista gritando como un energiimeno. Debido al
movimiento de la fuente, la longitud de onda que recibe el observador se reduce.
Durante un periodo de oscilacién la fuente se habra desplazado una distancia v¢7" =
v/ f. Por lo tanto, la longitud de onda se reducird exactamente en esa cantidad.
Tenemos pues que la longitud de onda que recibe el observador es

’ Uf C—’Uf
N=A—Ar=) x-S =""0HL
/ f

Para el observador, la velocidad de propagacién es la velocidad del sonido ¢, por
lo que podemos expresar la frecuencia recibida como f" = ¢/)\ y finalmente

= < ‘ ) f (fuente se acerca)
C— 0y

Si la fuente se aleja del observador, el signo delante de vy sera positivo.

La féormula general si tanto el observador como la fuente se mueven es

P e 0
f a (C:l:Uf)f

donde los signos variaran segun el caso.

En resumen, cuando se mueve el observador la frecuencia recibida cambia como
consecuencia del cambio en la velocidad de propagacién de la onda con respecto
al observador (A no cambia). Cuando se mueve la fuente, la frecuencia cambia por
razon del cambio en la longitud de onda (¢ no cambia).
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5.6. Formulario

MAS
r =Acos (wt + ¢) Ty, = +A
v =— wAsin (wt + ¢) U = TwA
a = —w?Acos (Wt + ¢) A = £w?A
2r 1
T = — = —
w f

Muelle horizontal

T =2m )2 B, — 1pA?
k 2

Péndulo simple

T =21 £
g

Ondas armonicas

y(z,t) = Asin(kx £ wt + ¢) A=

=[5

=T

Velocidad ondas

T T
c= 1/; (cuerda) c= % (gas)

Intensidad ondas sonoras

I
5= 10log (_) By — By = 20log 2
—70 ™

Efecto Doppler

;[ cE,
F= (cj:vf)f




Capitulo 6
Estatica de Fluidos

Un fluido es un liquido o un gas formado por particulas que se atraen débilmente.
Por ello un fluido se deforma bajo la accién de cualquier fuerza, por pequena que
sea, que tienda a alterar su forma. En el caso de los liquidos, éstos tienden a ocupar
las posiciones mas bajas dentro del recipiente que los contiene. En cambio los gases
tienden a ocupar todo el espacio en el que estan confinados. Otra forma de diferenciar
liquidos y gases es a través de su capacidad para ser comprimidos. Decimos que los
liquidos son fluidos incompresibles, ya que su densidad no varia al aplicar una
presiéon. De forma contraria, los gases son fluidos compresibles, ya que su densidad
puede aumentar o disminuir segun la presion a la que estan sometidos. Esto quiere
decir que si introducimos un liquido en una jeringuilla cerrada, no podremos reducir
ni aumentar su volumen aplicando una fuerza en el émbolo. En el caso del gas si
podremos modificar el volumen.

A partir de las caracteristicas anteriores comprendemos que los liquidos no tienen
una forma definida, pero si un volumen definido. Los gases no tienen ni forma ni
volumen definido. Finalmente, los sélidos tienen tanto una forma como un volumen
perfectamente definido. Podriamos decir pues que un fluido es un material sin volu-
men definido.

En este capitulo y en el siguiente nos centraremos en el estudio de fluidos
incompresibles, es decir, liquidos. En algunos ejercicios apareceran también gases
(principalmente aire), pero en todo caso se considerara que en las condiciones dadas
éstos pueden ser tratados como fluidos incompresibles.

6.1. Principios fundamentales de la hidrostatica

La presién se define como la fuerza por unidad de superficie (F//A) y sus unidades
de medida en el SI son N/m? = Pa (pascal'). Otras unidades de presién habituales
(no SI) son:

'En honor al fisico, matematico y filésofo francés Blaise Pascal (1623-1662).

59
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a) Atmosfera (atm): es la presién que ejerce la atmdsfera terrestre al nivel del mar.
1 atm = 101325 Pa.

b) Bar (bar): 1 bar = 10° Pa

¢) Milimetro de mercurio (mmHg): es la presién ejercida en la base de una columna
de mercurio de 1 mm de altura cuando la aceleracion de la gravedad tiene un
valor g = 9.80665 m/s?.
1 mmHg = 1/760 atm.

d) Torricelli (torr): es practicamente idéntico al mmHg.
1 mmHg ~ 1 torr

La experiencia cotidiana nos dice que la presién de un fluido aumenta con la
profundidad. Es por ello que nos duelen los oidos y nos cuesta respirar si buceamos
hasta una profundidad considerable en el mar. Para buscar una relacién matemética
entre presion y profundidad, vamos a pensar en las fuerzas que actian sobre un
elemento de agua (altura h y seccién transversal A) cuya parte superior se encuentra
a una profundidad d (la parte inferior estard pues a una profundidad d + h). El
esquema de este sistema se presenta en Fig. 6.1. La fuerza que actia en la parte
superior serd FyA, donde F, es la presion a una profundidad d. En la parte inferior
tenemos la presiéon P en dicho punto y el propio peso del elemento de agua. Ya que el
fluido no se mueve, sabemos que existe un equilibrio entre estas tres fuerzas tal que

PA=P,A+mg

RN
ALMg‘ PA

Figura 6.1. Fuerzas actuando sobre un elemento de fluido.

Podemos expresar la masa en términos de la densidad p y volumen V' del elemento
de agua (m = pV = phA). Al sustituir esta expresion en la ecuacién anterior se
cancelan las dreas y se obtiene la ecuacion fundamental de la hidrostatica

P = Py + pgh
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Es importante notar que en esta féormula la altura h no es la profundidad del
punto, sino la diferencia de altura entre los dos puntos en los que estamos comparando
la presion. Esta férmula nos dice que la diferencia de presiones entre dos puntos
(AP = Pg— P,) es proporcional a la densidad del fluido, la aceleracién de la gravedad
y la diferencia de altura entre ellos. En muchas ocasiones tomaremos como punto
de referencia la superficie del fluido, por lo que Fj sera la presion atmosférica P,; y
h sera directamente la profundidad del punto. Por otra parte, cuando abordemos
problemas donde la presién atmosférica afecta por igual a los distintos puntos, no
nos interesard la presion total sino la presién manométrica o presion de gauge,
que es la diferencia entre la presién absoluta y la presion atmosférica (P, = P — Py).
Por ejemplo, la presién de manométrica de un punto en la superficie del mar es nula.
La presiéon manométrica de un punto a una profundidad h es P,, = pgh.

Una de las consecuencias inmediatas de la ecuacion fundamental de la hidrostatica
es que la presién en puntos situados a igual profundidad es idéntica. De aqui se
deduce que, en contra de la intuicion, si comunicamos varios recipientes abiertos y
de distinta forma, el nivel del agua serd el mismo en todos ellos (ver Fig. 6.2).

Figura 6.2. Vasos comunicantes ilustrando el principio fundamental de la hidrostatica.

Pensemos ahora que utilizamos un émbolo para presionar un recipiente con agua
como el de Fig. 6.1. Si la seccion transversal del émbolo y el vaso es A y la fuerza
aplicada es F', entonces se producird un incremento de presiéon AP = F/A. El
principio de Pascal nos dice que el incremento de presién sera el mismo en todos
los puntos del fluido. Dicho de forma elegante: la presion ejercida sobre un fluido
incompresible y en equilibrio dentro de un recipiente de paredes indeformables se
transmite con igual intensidad en todas las direcciones y en todos los puntos del fluido
y a las propias paredes del recipiente.

Una aplicacién importante del principio de Pascal es lo que conocemos como
prensa hidraulica. Dos tubos de distinta seccién transversal A; < A, contienen un
liquido y estan conectados entre si a través de un conducto. En la parte superior
de cada tubo hay un pistén en contacto con la superficie del liquido (ver Fig. 6.3).
Cuando aplicamos una fuerza F} sobre el pistén conectado al tubo de seccion pequena
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Ay, una presion P = F}/A; se transmite por todo el fluido. En el punto de seccién
grande As esta presion se traduce en una fuerza vertical y ascendente

Ay
Fy=PAy, = F1—
2 2 A

Ya que Ay > A;, entonces Fy > F}. Este sencillo mecanismo permite elevar cuerpos
muy pesados utilizando fuerzas pequenas.

A .

( — )

1
i

AX2

Figura 6.3. Esquema de fuerzas en el funcionamiento de una prensa hidraulica.

6.2. Instrumentos de medida de la presion

Al inicio de este capitulo hemos dicho que la presion atmosférica al nivel del mar
es de 101325 Pa. Sin embargo, no nos hemos preguntado acerca de como se puede ob-
tener este valor. En esta seccion describiremos brevemente algunos instrumentos que
nos permiten medir la presién atmosférica y, en general, cualquier presién desconocida.

En el siglo XVII el fisico italiano Evangelista Torricelli (1608-1647) realiz6 uno
de los experimentos mas celebrados de la historia de la fisica. Habiendo introducido
mercurio en un tubo abierto por un extremo y cerrado por el otro, Torricelli invirtié
el tubo sobre una cubeta llena de mercurio. Una vez alcanzado el equilibrio, la altura
del mercurio en el tubo se estabilizé en 760 mm. Con este sencillo experimento,
Torricelli habia obtenido la primera medida de la presiéon atmosférica. Ya que la
presiéon en puntos situados a la misma altura en el seno de un fluido es idéntica,
sabemos que la presién en un punto A situado dentro del tubo debe ser la misma
que la presion en un punto B situado sobre la superficie del mercurio en la cubeta
(ver Fig.6.4). Por lo tanto

Put = pngh

En este experimento reside el origen de las unidades mmHg y torr, ambas aproxi-
madamente 1/760 atm.
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Figura 6.4. Esquema del experimento de Torricelli.

A partir de la genial idea de Torricelli podemos obtener cualquier presién descono-
cida utilizando dispositivo experimental similar. Un manémetro de tubo abierto
nos permite medir la presion de un gas que se encuentra dentro de un recipiente
cerrado. El dispositivo consiste en un tubo en U conectado al final del recipiente que
contiene el gas. Dentro del tubo en U se vierte un liquido de densidad conocida y la

presion se obtiene a partir de la altura observada (ver Fig. 6.5).

P = Py + pgh

Figura 6.5. Manémetro de tubo abierto.
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6.3. Flotacién y principio de Arquimedes

Quizas alguna vez hayas notado que es extremadamente dificil sumergir una
pelota de playa en el mar. Esto ocurre porque el agua ejerce una fuerza notable
sobre la pelota cuando intentamos introducirla en el fluido. Esta fuerza se denomina
empuje (F) y fue descrita por primera vez por Arquimedes de Siracusa (287 a.C
- 212 a.C), quien nacié, vivié y muri6 en Sicilia. El principio de Arquimedes
establece que todo cuerpo parcial o totalmente sumergido en un fluido experimenta
una fuerza ascensional igual al peso del fluido desplazado.

Imaginemos que tenemos un cuerpo de volumen V' completamente sumergido en
un fluido. La fuerza total que experimenta el cuerpo es

F=w—E=m.g—msg=pgV —prgV

F=gV(pc— py)

donde los subindices ¢ y f hacen referencia al cuerpo y al fluido, respectivamente.

Vemos que si F' > 0, es decir, si p. > py, el cuerpo adquirird una cierta aceleracion
y se hundird. En caso de que p. < py el cuerpo adquirird una aceleracion dirigida hacia
arriba. Una vez el cuerpo alcanza la superficie del fluido se producird un equilibrio
entre el peso y el empuje, de tal manera que el cuerpo terminara parcialmente
sumergido. En el equilibrio tenemos

w=F = pgVe=psgVs

donde ahora el empuje es proporcional al volumen sumergido y no al volumen total
del cuerpo. Despejando V; obtenemos

V.=,
P

donde vemos que el volumen sumergido es proporcional a la densidad relativa? del
material. Por ejemplo, si un material tiene una densidad relativa de 0.9, entonces un
90 % de su volumen estara sumergido en agua.

2Cociente entre la densidad del material y la densidad otra sustancia de referencia, tipicamente
el agua (p = 1000 kg/m?).
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6.4. Formulario

Este capitulo contiene pocas ecuaciones, pero muchos conceptos que deben apli-
carse con buen criterio para resolver los ejercicios.

Definiciéon de presion

pP-_
A

Presion hidrostatica

P =P+ pgh

Empuje

E = prgVs






Capitulo 7
Dinamica de Fluidos

En el capitulo anterior hemos estudiado fluidos en reposo. En este capitulo nos
centraremos en la comprensién de las leyes fisicas que gobiernan el movimiento de
los fluidos. El comportamiento de un fluido en movimiento es muy complejo, por
lo que encontrar férmulas analiticas que describan casos generales es tedioso y, en
muchas ocasiones, directamente imposible. Es por ello que haremos una serie de
consideraciones que nos permitiran hacer una aproximacién razonablemente amena
a la dinamica de fluidos.

7.1. Clasificacion de los fluidos

En ausencia de corrientes de aire, cuando se apoya un cigarrillo encendido o una
vela sobre una superficie, se observa que inicialmente el humo asciende siguiendo
una linea recta, pero llegado un punto surgen remolinos y el movimiento del humo
se vuelve desordenado. La densidad del humo es menor que la del aire, por lo que
las particulas que lo componen ascienden de forma acelerada. Inicialmente, cuando
la velocidad es baja, el flujo es laminar y el ascenso del humo es recto y ordenado.
Una vez la velocidad supera un cierto umbral, el flujo pasa a ser turbulento y el
ascenso del humo se vuelve complejo.

De forma mas general, decimos que un flujo es laminar cuando las trayectorias
de las particulas del fluido, llamadas lineas de corriente, nunca se cortan. De esta
manera podemos imaginar un flujo laminar como una serie de laminas paralelas que
fluyen sin molestarse unas a otras, como lo harian las cartas de una baraja. De forma
contraria, en un flujo turbulento las lineas de corriente (y en consecuencia las capas
adyacentes) se cruzan, generando un comportamiento dificil de estudiar. Nétese que
estamos hablando de flujo y no de fluido. Esto se debe a que un mismo fluido puede
generar un flujo laminar o turbulento dependiendo de su velocidad, tal y como pasa
con el humo de la vela.

67
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Laminar Flow

Y

Y
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Turbulent Flow
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Figura 7.1. Los dos tipos de régimen en los que se puede mover un fluido se pueden
observar en una simple vela.

Otra caracteristica importante que nos permite distinguir distintos tipos de fluidos
es la viscosidad. En un fluido real como puede ser el agua, las capas adyacentes de
fluido presentan una cierta friccion entre ellas. Por esta razén el fluido pierde energia
mecénica y, por ejemplo, no podemos bombear petréleo a lo largo de un oleoducto
utilizando una presién arbitrariamente pequena.

La tercera caracteristica més relevante de los fluidos/flujos es su capacidad para
ser comprimidos, pero esto ya lo hemos discutido en el capitulo anterior.

A la vista de las definiciones anteriores, resulta claro que los fluidos mas dificiles
de estudiar seran los fluidos compresibles y viscosos que se mueven en régimen
turbulento. Hasta que se diga lo contrario, estudiaremos fluidos ideales, los cuales
son incompresibles, no viscosos y se mueven en régimen laminar. Ademas, en un
fluido ideal el flujo es estacionario, lo que implica que la velocidad del fluido en
un punto dado se mantiene constante en el tiempo. Por ejemplo, el flujo de agua
cuando una persona se esta duchando es aproximadamente estacionario ya que la
velocidad del agua en un punto del chorro (a la altura de la alcachofa, por ejemplo)
es constante. El flujo dejara de ser estacionario si alguien se pone a fregar en la cocina.

7.2. Ecuacion de continuidad

Vamos a comenzar nuestro analisis de la dindmica de fluidos obteniendo una de
sus ecuaciones clave a través de un razonamiento de lo mas intuitivo. Imaginemos un
flujo a través de una tuberfa cuya seccién transversal se va agrandando (ver Fig. 7.2).
Ya que el fluido es incompresible, la masa de fluido que entra en la tuberia en un
cierto intervalo de tiempo At tendrd que ser idéntica a la masa que sale (m; = msy).
Puesto que la densidad del fluido no ha cambiado, la conservacién de la masa implica
directamente la conservacion del volumen, por lo que podemos decir que el volumen
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que entra y que sale en un cierto intervalo de tiempo es el mismo. Esta cantidad,
volumen por unidad de tiempo, es el caudal () y por razones obvias juega un papel
relevante en la dinamica de fluidos. Si expresamos el volumen en términos del area
de la seccién transversal de la tuberia y la distancia Az que recorre una particula
del fluido en el tiempo At tenemos

‘/1 = ‘/2 = AlAl'l = AQAZ'Q
Si dividimos entre At para obtener el caudal resulta

Al'l
=A
At 2

AZCQ

Ay A -9

Notando que Az /At es la velocidad del fluido, obtenemos la ecuacién de conti-
nuidad

Av = Q = cte

Esta ecuacion no es otra cosa que una ecuacion de conservacion de la masa.
Ecuaciones similares aparecen en electromagnetismo y mecanica cuantica.

Ag

Vo
[
ADCQ

A ( >
| 1
Ax1

Figura 7.2. Flujo a lo largo de una tuberfa de seccién variable.

7.3. Ecuacion de Bernoulli

La segunda ecuacion fundamental de la dindmica de fluidos es una ecuacion de
conservacién de la energia, muy similar de hecho a la estudiada en el capitulo 4.
Vamos a pensar en un fluido que se mueve a lo largo de una tuberia cuya seccién
transversal y altura cambian a lo largo del recorrido. Ademads, vamos a considerar que
en cada extremo actia una presién diferente. Esta es la situacion mas general posible.
Ya que el fluido no es viscoso, la energia total debe conservarse y por lo tanto debe ser
igual en los dos extremos (y, en general, en cualquier punto) de la tuberfa. Esta situa-
cion se representa en Fig. 7.3, donde el movimiento del fluido es de izquierda a derecha.
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Figura 7.3. Presiones y velocidades en los extremos de una tuberia de seccién variable.

Igual que hicimos en el apartado anterior, vamos a pensar en un cierto volumen
de fluido que se mueve a lo largo de la tuberfa. Si existe movimiento quiere decir que
las fuerzas ejercidas por el fluido son mayores en un extremo que en otro. El trabajo
realizado sobre el elemento de fluido en un intervalo de tiempo At es

W = FlA.fL'l — FQAZCQ

donde Az # Axs ya que las secciones transversales son diferentes. Ademas, el
trabajo realizado por F, es negativo, pues se opone al movimiento. Simplemente
expresando la fuerza en términos de la presion, obtenemos el trabajo total realizado
por las presiones

W = PlAlA.fL'l — PQAQAZ[)Q = (P1 — PQ)V

donde hemos dado cuenta de que el volumen se conserva (A;Ax; = AyAzy =V).

Ya que la velocidad del fluido no va a ser igual en ambos extremos (ecuacién de
continuidad), existird una variacién de energia cinética
1 1
AK = —mvi — —muv?
2 2
Al tratarse de un fluido, nos interesa expresar la masa en términos del volumen y
de la densidad, por lo que resulta

1 1 1 1
AK = 5,0\/@3 - Evaf = (épvg — 5pv%> V
Puesto que la altura del fluido también cambia, existird una variacién de energia
potencial.
AU = mgho — mghy

donde de nuevo vamos a expresar la masa en términos de la densidad y el volumen,
obteniendo
AU = (pghy — pghi)V
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Como bien sabemos, el trabajo realizado sobre el sistema es igual a la variacién
de energia mecanica. Por lo tanto

1 1
W=AK+AU = (P—-PR)V = (ﬁpvg - §pvf> V + (pghe — pgh1)V

Los volimenes que aparecen a ambos lados de la igualdad se cancelan y obtenemos
la ecuacién de Bernoulli'

1 1
P+ §PU% + pghy = Py + 5/)1)3 + pghs

O bien, de forma mas general

1
P+ 5,0112 + pgh = cte

Un error habitual a la hora de plantear un problema de dindamica de fluidos
utilizando la ecuacién de Bernoulli es considerar que h es la profundidad del punto y
no su altura. El término pgh es la energia potencial de una particula del fluido, por
lo que h es la altura a la que se encuentra dicha particula. En el tema anterior hemos
visto que la presién aumenta con la profundidad, por lo que h era la profundidad del
punto. El término de la ecuacién de Bernoulli que da cuenta de la presion hidrostatica
es el término P, no el término potencial.

La ecuacion de Bernoulli y la ecuacion de continuidad, junto con los principios de
la hidrostatica, permiten resolver cualquier problema de dindmica de fluidos ideales.

7.4. Fluidos viscosos

De acuerdo con la ecuaciéon de Bernoulli, cuando un fluido se mueve a lo largo de
una tuberia horizontal de seccion transversal constante, la presién del fluido es idénti-
ca en todo punto. En la practica esto no ocurre, sino que observamos una pérdida
de presion a lo largo de la direccion del flujo. Esto se debe a que existe una friccion
interna entre las capas del fluido, asi como entre éste y las paredes de la tuberia.
Esta resistencia al flujo se conoce como viscosidad y es también la responsable de que
la velocidad de los cuerpos que caen (o ascienden) en un fluido no aumente de forma
indefinida. Para encontrar un ejemplo de fluido viscoso no hace falta recurrir a la miel
o a algin aceite extrano, sino que el agua es también un fluido viscoso. Esto quiere
decir que si reprodujéramos experimentalmente muchos de los problemas en los que
se considero que el agua era un fluido ideal, la realidad arrojaria resultados distintos
a los obtenidos. De hecho, los fluidos en general y los liquidos en particular son muy

'En honor a Daniel Bernoulli (1700-1782), fisico y matemético suizo. Es posible que en otras
disciplinas de la fisica y las matemaéticas veas el apellido Bernoulli, aunque quizas se trate de su
padre, sus hermanos o sobrinos. Daniel Bernoulli nacié en los Paises Bajos Espanoles, pero su
familia emigré a Suiza tras la persecucion a los cristianos protestantes.
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dificiles de estudiar de forma analitica. Es por ello que una buena parte de las ecuacio-
nes conocidas al respecto son leyes empiricas obtenidas a través de la experimentacion.

El principal parametro que nos permite caracterizar el comportamiento viscoso
de un fluido newtoniano? es el ntimero de Reynolds. En el caso de una tuberia de
seccién circular, viene dado por
_ pvD

I
donde p es la densidad del fluido, v su velocidad, D el didmetro de la tuberia y u la
viscosidad dindmica del fluido medida en Pa - s.

Re

El nimero de Reynolds permite determinar el cardcter turbulento o laminar de un
flujo. Si Re < 2100 el flujo serd laminar y si Re > 4000 el flujo sera turbulento®. Entre
estos dos valores decimos que el régimen es critico y la mayoria de las ecuaciones
conocidas fallan en sus predicciones.

Figura 7.4. Flujo laminar y turbulento en un grifo.

En lo que resta de seccion vamos a estudiar brevemente algunas leyes bésicas que
resultan de utilidad en casos concretos.

7.4.1. Ley de Hagen-Poiseuille

Consideremos un fluido newtoniano que se mueve en régimen laminar a lo largo de
una tuberia cilindrica horizontal. Si situamos sobre la tuberia una serie de capilares,
observaremos que el nivel que alcanza la columna de liquido en ellos disminuye
segin el fluido avanza (ver Fig. 7.5). La diferencia de altura Ah (pérdida de carga
hidraulica) entre dos capilares cualesquiera nos permite determinar la pérdida de
presion AP entre dichos puntos, ya que AP = pgAh. La ley de Hagen-Poiseuille
establece que la caida de presion viene dada por

ap - S

mréd

2Un fluido newtoniano es un fluido que tiene viscosidad constante.
3Estos intervalos varfan segtn la bibliografia que se consulte.
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donde L es la distancia entre los dos puntos considerados y r es el radio de la tuberia.

)
[
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[

Figura 7.5. Pérdida de carga hidraulica en una tuberfa.

Desde otro punto de vista, la ecuacion interior nos dice cudl es la diferencia de
presiones necesaria para generar un cierto caudal, AP = RQ, donde R = 8uL/(wr")
es un parametro de resistencia al flujo. Existe una fuerte analogia entre esta ecuacion
y la ley de Ohm (AV = RI), donde la diferencia de potencial juega el papel de la
diferencia de presiones y la intensidad de corriente el papel del caudal. Si se conectan
diversas tuberias en serie y/o paralelo, las leyes de asociacion son equivalentes al
caso de un circuito eléctrico.

7.4.2. Fuerza de arrastre y ley de Stokes

En el ano 2012 el paracaidista Felix Baumgartner salté al vacio desde una altura
de 39 km. Utilizando argumentos meramente cinematicos, sabemos que la maxima
velocidad que se debié alcanzar es v = v/2gy &~ 3150 ki /h. Sin embargo, la velocidad
alcanzada fue de “4nicamente” 1322 km /h, es decir, unas 2.3 veces menos de la que
habria alcanzado si se tratase de una bola de volumen despreciable. No podemos
echar la culpa del resultado a la aceleracion de la gravedad, puesto que a la altura
del salto su valor no es significativamente menor que en la superficie terrestre. La
verdadera razon es que el aire ofrece resistencia al movimiento de los objetos a
través de él. De forma similar a la friccién dinamica que aparecia en los problemas de
dindmica, cuando un cuerpo se mueve a través de un medio (liquido o gaseoso) surgen
fuerzas de arrastre que se oponen al movimiento y son tipicamente proporcionales
a la velocidad (a mayor velocidad, mayor fuerza de arrastre). Igual que ocurre
con el movimiento de fluidos en tuberias, cada caso particular tiene una expresion
matematica asociada distinta. De nuevo, la mayoria de ellas se obtienen de forma
empirica y no a través de demostraciones matematicas. Como a los fisicos lo que nos
interesa principalmente es el segundo método (analitico) y no el primero (empirico),
simplemente diremos que en todo caso la fuerza de arrastre viene dada por Fy = kv
o bien F; = kv?. La expresién de k puede ser tan complicada como uno quiera,
mientras que la dependencia es lineal o cuadrética segtn si la velocidad es “pequena”o
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“orande”, respectivamente. Asi pues, cuando el cuerpo comienza su descenso desde
el reposo su aceleraciéon es g, pero inmediatamente aparece una fuerza de arrastre
que se opone al peso, provocando en consecuencia una disminucién de la aceleracién.
En el caso de Felix Baumgartner, donde podemos asumir una fuerza de arrastre
cuadratica, su aceleracion seria

ko

a:g—EU

En esta ecuacion se puede detectar que existird una cierta velocidad para la
cual la fuerza de arrastre iguala al peso y el movimiento pasa a ser un MRU. Esta
velocidad, conocida como velocidad limite o velocidad terminal, seria pues

k m
g= EU? = = 79
Un caso concreto que resulta particularmente sencillo consiste en el movimiento
de particulas esféricas de pequeno tamano en el seno de un fluido viscoso con bajo
nimero de Reynolds*. Bajo estas condiciones la fuerza de arrastre viene dada por la
ley de Stokes
Fy=6muRu

donde R es el radio de la esfera y v su velocidad. Nétese que esta ecuacion es de la
forma F; = kv.

4Pese a que en esta situacién el fluido estd quieto y es el objeto esférico el que se mueve a través
de él, cuando la velocidad es constante la situacion es fisicamente idéntica al caso en que el fluido
se mueve y el objeto esta quieto, por lo que podemos definir igualmente un niimero de Reynolds
asociado.
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7.5. Formulario

Este capitulo contiene pocas ecuaciones, pero muchos conceptos que deben apli-
carse con buen criterio para resolver los ejercicios.

y
=7

Av = Q = cte

1
P+ Epvz + pgh = cte






