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RESUMEN 

La miniaturización de los componentes y dispositivos se ha desarrollado fuertemente en las 

últimas décadas, debido a la mejora de los procesos de fabricación y a las ventajas de la 

reducción de la escala en ciertos ámbitos de aplicación. En esta reducción de la escala, han 

tenido un gran auge los micro y nanosistemas electromecánicos (MEMS y NEMS), con 

presencia creciente en diversos sectores como el industrial, el médico, el farmacéutico, de 

defensa, etc. Los NEMS y MEMS se caracterizan por abarcar desde los nanómetros hasta los 

pocos micrómetros. 

La caracterización a escalas tan reducidas, como la escala atómica, se ha convertido en uno 

de los temas de investigación con más proyección dentro del área de la nanomecánica. La 

razón fundamental se debe a que, en estas escalas, la relación entre el área de la superficie 

y el volumen de las muestras es muy elevada, haciendo que ciertos fenómenos, como el de 

adhesión, cobren una especial relevancia en procesos de interacción entre sólidos. 

Cuando se trata de obtener propiedades de materiales a pequeña escala o sobre un volumen 

muy pequeño de muestra, la técnica de indentación instrumentada se presenta como una 
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alternativa viable. Aunque esta técnica se fundamenta en los ensayos de medida de dureza 

tradicional, la posibilidad de tener un registro continuo de la fuerza y del desplazamiento 

durante el proceso de penetración de un indentador con geometría conocida evita la 

necesidad de medir la huella residual. Esto permite caracterizar un material 

independientemente de la escala a la que se realice el ensayo con tal de disponer de un 

registro continuo de fuerza-desplazamiento. 

A partir de este registro continuo de fuerza-desplazamiento y haciendo uso de la mecánica 

del contacto, basada en el continuo, se pueden extraer propiedades como el módulo elástico. 

El primer modelo de contacto entre dos cuerpos elásticos fue propuesto por Heinrich Hertz 

1882. 

Las teorías más empleadas que consideran la adhesión en el contacto son el modelo de 

Johnson, Kendall y Roberts (JKR), y el modelo de Derjaguin, Muller y Toporov (DMT). Ambos 

modelos son capaces de describir el efecto de la adhesión en el contacto entre superficies a 

través de expresiones cerradas. La aproximación JKR es adecuada para indentaciones con 

indentadores de radio grande, cuando la energía de adhesión es elevada y sobre materiales 

con bajo módulo elástico. Por el contrario, la aproximación DMT es más precisa cuando se 

consideran sólidos rígidos con baja energía de adhesión. Fuera de estas condiciones la 

aplicación de estos dos modelos produce unos errores en la estimación de las propiedades 

mecánicas de hasta el 25%. Es necesario, por consiguiente, garantizar que se cumplen 

dichas condiciones para dar por válidas las predicciones de estos dos modelos. Por ello, 

resulta recomendable aplicar un modelo de contacto adhesivo que sea capaz de transitar 

entre los dos casos límite anteriores. Dicho modelo es el propuesto por Maugis en el año 

1992, en el que supone que la fuerza de interacción molecular actúa dentro de una zona 

anular en el extremo del área de contacto. 

En este trabajo se ha planteado como objetivo el estudio del efecto de la adhesión a escala 

atómica a través de ensayos de indentación. Derivado de este objetivo inicial, se han 

determinado las propiedades mecánicas de metales con estructura cúbica centrada en las 

caras (FCC) y las propiedades de interacción entre el indentador y el material. 

Para la consecución de este objetivo, se ha planteado una serie de simulaciones numéricas 

por dinámica molecular (DM) de indentación esférica sobre aluminio, oro, plata, cobre, 

níquel y platino. Se han analizado tres sistemas: indentador deformable con adhesión, 

indentador deformable sin adhesión e indentador rígido con adhesión.  Para todos ellos se 

ha considerado un indentador de diamante, caracterizado por enlaces C-C de carácter 

covalente. 
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Para cada sistema se han obtenido los correspondientes registros de fuerza-desplazamiento 

generados durante un ciclo de carga y descarga. Se ha desarrollado un proceso iterativo de 

aplicación del modelo aproximado de Maugis sobre las curvas fuerza-desplazamiento de 

DM, que han permitido estimar el módulo elástico del material y la energía de adhesión del 

sistema indentador-muestra. Además, se ha generado un procedimiento de cálculo que 

proporciona la evolución del radio de contacto durante el proceso de descarga. 

Todo ello, ha permitido realizar un análisis detallado del proceso de indentación a escala 

atómica y desarrollar metodologías de cálculo que permitan estimar propiedades a través 

de estos ensayos. 

Del análisis de las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas de los ensayos numéricos de 

indentación, considerando el indentador rígido o deformable, no se han observado 

diferencias significativas. Este resultado es consistente con la elevada rigidez del indentador 

seleccionado para simular estos ensayos. 

Sin embargo, las diferencias son significativas cuando se comparan los registros fuerza-

desplazamiento entre los sistemas con adhesión y sin adhesión. Se ha podido constatar que, 

en aquellos contactos en los que la relación entre la energía de adhesión y el módulo elástico 

(𝜔/𝐸) es elevada, las curvas fuerza-desplazamiento se caracterizar por presentar un ciclo 

de histéresis entre la rama de carga y de descarga. Por el contrario, si el valor de 𝜔/𝐸 es 

pequeño, ambos ciclos son coincidentes. Además, los valores de fuerza de atracción entre 

las superficies de ambos sólidos pueden llegar a constituir el 50% de los registros de fuerza 

de la indentación. 

Dada la importancia de los fenómenos de adhesión en estos sistemas a escala, los resultados 

proporcionados por las simulaciones en las que se tiene en cuenta dicho efecto, han sido 

analizados mediante la aplicación de modelos basados en el continuo. Las predicciones 

dadas por los modelos JKR y DMT no han sido lo suficientemente precisas como para 

describir el contacto entre diamante y metal FCC. Así, en el caso de la aplicación del modelo 

DMT, se obtuvieron errores de hasta el 10% en la estimación de la energía de adhesión. En 

el caso del modelo de contacto JKR, estos errores aumentaron hasta casi el 30%. 

Por esta razón, en este trabajo se ha desarrollado un procedimiento iterativo que permite 

la aplicación de un modelo aproximado de Maugis sobre la rama de descarga de los ensayos 

numéricos de indentación. Este procedimiento ha permitido obtener valores más precisos 

del módulo elástico del metal indentado, así como estimaciones más fiables de la energía de 

adhesión. 
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Aprovechando la versatilidad que proporcionan las simulaciones numéricas, se han 

realizado simulaciones en las que se ha aumentado el radio del indentador o se ha 

incrementado la profundidad de penetración. Se ha podido observar que, al aumentar el 

radio del indentador, el comportamiento del sistema se acerca más a un modelo de contacto 

tipo JKR. Sin embargo, la tendencia obtenida con la profundidad de penetración no ha sido 

tan clara puesto que su efecto era contrarrestado por el incremento en el tamaño de la 

indentación. 

Finalmente, a partir de los resultados obtenidos de todas las simulaciones, se han 

establecido tendencias de carácter empírico entre parámetros característicos del contacto, 

a priori desconocidos, y magnitudes que podrían ser extraídas de un ensayo experimental. 

Con estas relaciones sería posible aplicar la metodología propuesta en este trabajo a partir, 

únicamente, de datos experimentales de ensayos de indentación. 

En definitiva, del trabajo realizado en esta tesis doctoral se puede concluir que el efecto de 

la adhesión a escala atómica no es despreciable en los procesos en los que estén implicados 

materiales metálicos FCC. Además, la aplicación de los modelos de contacto basados en el 

continuo debe hacerse con precaución, debido a los efectos de escala. No obstante, la 

aplicación del modelo de contacto de Maugis, mediante el procedimiento desarrollado en 

esta tesis permite la determinación del módulo elástico y la energía de adhesión, sin asumir 

un comportamiento previo del material.



  

 
 

 

 

 

 

ABSTRACT 

The miniaturization of components and devices has been strongly developed in last 

decades, due to the improvement of manufacturing processes and the advantages of scale 

reduction in certain areas of application. In this reduction of scale, micro and 

nanoelectromechanical systems (MEMS and NEMS) have had a great rise, increasingly used 

in different fields such as industrial, medical, pharmaceutical, defense, etc. NEMS and MEMS 

are characterized by ranging from nanometers to a few micrometers. 

Characterization at scales as small as the atomic scale has become one of the most promising 

research topics within the area of nanomechanics. The fundamental reason is that, at these 
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scales, the relationship between the surface area and the volume of the samples is very high, 

making certain phenomena, such as adhesion, gain special relevance in interaction between 

solids. 

Regarding the obtention of material properties on a small scale or from a very small sample 

volume, the instrumented indentation technique presents itself as a viable alternative. 

Although this technique is based on traditional hardness measurement tests, the possibility 

of having a continuous record of force and displacement during the penetration process of 

an indenter with known geometry allows avoiding the need to measure the residual imprint. 

This enables the characterization of a material regardless of the scale at which the test is 

performed, as long as a continuous force-displacement curve is available. 

From this continuous force-displacement record and using contact theory, based on the 

continuum model, properties such as the elastic modulus can be extracted. The first model 

of contact between two elastic bodies was proposed by Heinrich Hertz in 1882. 

The most used theories that consider adhesion in contact are the Johnson, Kendall and 

Roberts (JKR) model, and the Derjaguin, Muller and Toporov (DMT) model. Both models can 

describe the effect of adhesion in the contact between surfaces through closed expressions. 

Thus, the JKR approach is valid for indentations with high-radius indenters when the 

adhesion energy is high and on materials with low elastic modulus. On the other hand, the 

DMT approach is accurate when considering rigid solids with low adhesion energy. Outside 

of these conditions, applying these two models results in errors in the estimation of 

mechanical properties of up to 25%. Therefore, it is necessary to ensure that these 

conditions are met to validate the predictions of these models. For this reason, it is 

recommended to apply an adhesive contact model that can transition between two limiting 

cases. This model was proposed by Maugis in 1992, in which it assumes that the force of 

molecular interaction acts within an annular zone at the end of the contact area. 

The objective of this work has been to study the effect of atomic-scale adhesion through 

indentation tests. Derived from this initial objective, the mechanical properties of selected 

face-centered cubic (FCC) metals and the interaction properties between the indenter and 

the material have been determined. 

To achieve this objective, a series of numerical simulations by molecular dynamics (MD) of 

spherical indentation on aluminium, gold, silver, copper, nickel and platinum have been 

proposed. Three systems have been analysed: deformable indenter with adhesion, 

deformable indenter without adhesion and rigid indenter with adhesion. For all of them, a 

diamond indenter has been considered, characterized by covalent C-C bonds. 
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For each system, the corresponding force-displacement records generated during a loading 

cycle followed by another unloading cycle have been obtained. An iterative process of 

applying the approximate Maugis model to the DM force-displacement curves has been 

developed, which has allowed the estimation of the elastic modulus of the material and the 

adhesion energy of the indenter-sample system. Furthermore, a calculation procedure has 

been generated that provides the evolution of the contact radius during the discharge cycle. 

All of this has allowed for a detailed analysis of the atomic-scale indentation process and the 

development of calculation methodologies that enable the estimation of properties through 

these tests. 

From the analysis of the force-displacement curves obtained from the numerical 

indentation tests considering the rigid or deformable indenter, no significant differences 

have been observed. This result is consistent with the high rigidity of the indenter selected 

to simulate these tests. 

However, the differences are significant when the force-displacement records are compared 

between systems with adhesion and without adhesion. It has been confirmed that in those 

contacts in which the relationship between the adhesion energy and the elastic modulus 

(ω/E) is high, the force-displacement curves are characterized by presenting a hysteresis 

cycle between the load and download tension branches. On the other hand, if the value of 

ω/E is small, both cycles are coincident. Furthermore, the attractive force values between 

the surfaces of both solids can constitute 50% of the indentation force records. 

Given the importance of adhesion phenomena in these scale systems, the results provided 

by simulations that take this effect into account have been analyzed using continuum-based 

models. The predictions given by the JKR and DMT models have not been accurate enough 

to describe the contact between diamond and FCC metal. Thus, in the case of the application 

of the DMT model, errors of up to 10% were obtained in the estimation of the adhesion 

energy. In the case of the JKR contact model, these errors increased to almost 30%. 

For this reason, in this work an iterative procedure has been developed that allows the 

application of an approximate Maugis model on the discharge branch of numerical 

indentation tests. This procedure has allowed obtaining more accurate values of the elastic 

modulus of the indented metal, as well as reliable estimates of the adhesion energy. 

Taking advantage of the versatility provided by numerical simulations, simulations have 

been conducted in which the radius of the indenter has been increased and where the 

penetration depth has been increased. It has been observed that, by increasing the radius of 

the indenter, the behaviour of the system is closer to a JKR type contact model. However, 
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the trend obtained with the depth of penetration has not been so clear since its effect was 

counteracted by the increase in the size of the indentation. 

Finally, based on the results obtained from all the simulations, empirical trends have been 

established between characteristic parameters of the contact, in advance unknown, and 

magnitudes that could be extracted from an experimental test. With these relationships it 

would be possible to apply the methodology proposed in this work based solely on 

experimental data from indentation tests. 

In short, from the work carried out in this doctoral thesis it can be concluded that the effect 

of adhesion at the atomic scale is not negligible in processes in which FCC metallic materials 

are involved. Furthermore, the application of continuum-based contact models should be 

done with caution due to scale effects. However, the application of the Maugis contact 

model, through the procedure developed in this thesis, allows the determination of the 

elastic modulus and the adhesion energy, without assuming in advance the behaviour of the 

material. 

 

 

 

 

 

  



  

 
 

ACRÓNIMOS Y SÍMBOLOS 

𝑎  Radio de contacto 

𝑎0  Radio de contacto cuando la fuerza es nula 

AFM Microscopio de fuerzas atómicas 

Ag Plata 

Al Aluminio 

Au Oro 

B Módulo de elasticidad volumétrico 

b Parámetro de red 

BG Borodich-Galanov 

BIOMEMS Microsistemas electromecánicos biológicos 

BIONEMS Nanosistemas electromecánicos biológicos 

𝑐  Radio cohesivo 

C Carbono 

𝐶𝑖𝑗   Constante elástica 

Cu Cobre 

COS Carpick-Ogletree-Salmeron 

DLC Diamond Like a Carbon 

DM Dinámica molecular 

DMT Derjaguin-Muller-Toporov 

𝑒  error 

ℰ Energía 

𝐸  Módulo elástico 

𝐸∗  Módulo combinado o efectivo 

EAM Embedded Atom Method 

ERMS Error cuadrático medio 

𝐹  Fuerza 

𝐹𝑎𝑑ℎ  Fuerza de adhesión 

FCC Estructura cúbica centrada en las caras 

𝒢  Tasa de liberación de energía 

G Módulo de elasticidad transversal 

GROMACS Groningen Machine for Chemicals Simulations 
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GW Greenwood-Williamson 

𝐻  Dureza del material 

𝐻0  Dureza del material sin dislocaciones geométricamente necesarias 

ℋ Hamiltoniano 

ℎ0  Distancia de separación del potencial de Dugdale 

JKR Johnson-Kendall-Roberts 

𝐾  Constante elástica del material 

LAMMPS Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator 

LB Lorentz-Berthelot 

LJ Lennard-Jones 

m Masa 

MEMS Microsistemas electromecánicos 

N Número de átomos 

NAMD Not Another Molecular Dynamics 

NEMS Nanosistemas electromecánicos 

Ni Níquel 

NPT Ensamblaje isobárico-isotérmico 

NVE Ensamblaje microcanónico 

NVT Ensamblaje canónico 

𝑝  Momento lineal 

𝑝𝑚  Presión media en la región de contacto 

Pb Plomo 

Pd Paladio 

PT Piétrement-Troyon 

Pt Platino 

Q Constante de fuerza en el comando indent 

𝑅  Radio 

�̅�  Vector de posición 

𝑅∗  Radio combinado o efectivo 

𝑆  Rigidez de contacto 

s Distancia de equilibrio del potencial de Lennard-Jones 

SG Savitzky-Golay 

t Tiempo 
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T Temperatura 

TEM Microscopio electrónico de transmisión 

U Energía potencial 

𝑣  Velocidad 

V Volumen 

𝑧0  Distancia de equilibrio interatómica 

γ Energía superficial 

ε Energía del pozo de potencial de Lennard-Jones 

휀𝑥𝑥  Deformación en la dirección X 

휀𝑦𝑦  Deformación en la dirección Y 

휀𝑧𝑧  Deformación en la dirección Z 

𝛿  Desplazamiento 

𝛿𝑎  Desplazamiento elástico 

λ Parámetro de Maugis 

μ Parámetro de Tabor 

μVT Ensamblaje gran canónico 

ν Coeficiente de Poisson 

Ґ  Rugosidad superficial 

𝜌  Densidad de energía 

𝜌𝑔  Densidad de dislocaciones geométricamente necesarias 

𝜎  Tensión 

𝜎0  Tensión superficial del potencial de Dugdale 

𝛹  Función de onda 

𝜔  Energía de adhesión 

 

 



  

 
 

  



  

 
 

1. PLANTEAMIENTO DEL 

PROBLEMA 

Los fenómenos tribológicos de adhesión, fricción y desgaste aparecen cuando dos sólidos 

entran en contacto. A medida que el tamaño de los dispositivos se reduce a micro y 

nanoescala, la relación superficie-volumen aumenta y las fuerzas de interacción superficial 

son dominantes (Van de Waals, electrostáticas, químicas…). 

En los sistemas nanométricos, estas fuerzas superficiales son comparables con las fuerzas 

que impulsan el movimiento del dispositivo. Uno de los fenómenos característicos 

asociados a la presencia de fuerzas superficiales entre sólidos es la adhesión, que se puede 

definir como la fuerza o la energía necesaria para separar dos superficies que se encuentran 

en contacto. Por consiguiente, la adhesión se convierte en un fenómeno que tiene una 

influencia decisiva en la transmisión del movimiento entre dispositivos a escala micro y 

nanoescala, así como en el proceso de interacción entre ellos. Esta interacción es de carácter 

atómico y condiciona en gran medida la funcionalidad de estos dispositivos.  
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Pese a que la medida de la adhesión entre dos superficies puede resultar muy compleja, 

debido a diversos factores como la temperatura, la humedad, la rugosidad o la limpieza de 

las superficies, es posible estimar su valor a través de ensayos específicos y considerando 

los modelos de la mecánica del contacto.  

Actualmente, uno de los ensayos más empleados para la caracterización de las propiedades 

mecánicas de los metales es la nanoindentación. Mediante la técnica de nanoindentación es 

posible determinar propiedades como el módulo de Young o la dureza, a escala micro y 

nanométrica. En estos ensayos, un indentador de geometría conocida se pone en contacto 

con la superficie del material cuyas propiedades se quieren determinar. Imponiendo un 

desplazamiento sobre el indentador, se obtiene un registro continuo de fuerza-

desplazamiento que permite obtener las propiedades del material independientemente de 

la escala. Se trata, por lo tanto, de un ensayo versátil ya que puede emplearse cuando el 

volumen de material es limitado o para caracterizar capas delgadas o superficies. Se han 

desarrollado diferentes modelos basados en el medio continuo que son capaces de 

proporcionar las propiedades a partir del registro continuo de fuerza-desplazamiento, 

como el modelo elástico de Hertz o el modelo elasto-plástico propuesto por Oliver y Pharr. 

La validez de estos modelos ha sido ampliamente constatada a escala macroscópica, cuando 

el contacto indentador-superficie se produce entre materiales disimilares y donde el efecto 

de la adhesión es despreciable con relación a la magnitud de las solicitaciones impuestas. 

Esto justifica que estos modelos no consideren la adhesión en sus ecuaciones. 

Sin embargo, al reducir el sistema analizado hasta la escala atómica, la adhesión que se 

produce en el contacto cobra cada vez más relevancia, pudiendo incluso modificar las curvas 

obtenidas de fuerza-desplazamiento. Este hecho, implica la necesidad de aplicar modelos 

de contacto que sí consideren este efecto y que, combinados con los modelos de indentación, 

permitan interpretar de forma adecuada los resultados obtenidos. 

Las teorías desarrolladas por Jonhson, Kendall y Roberts (JKR) y Derjaguin, Muller y 

Toporov (DMT) del contacto con adhesión son modelos límite que proporcionan 

expresiones analíticas cerradas, mediante las que se pueden obtener las propiedades 

elásticas del material. Aunque estos modelos ya han sido empleados por algunos autores a 

escala atómica, a priori, el modelo adecuado para cada sistema en contacto es desconocido.  

Esta incertidumbre limita la capacidad para realizar una caracterización mecánica precisa. 

Toda esta problemática ha experimentado un impulso significativo en estas últimas décadas 

debido al gran desarrollo de la nanotecnología. La nanotecnología engloba tanto el 

desarrollo de componentes a escala nanométrica como la investigación a esta escala. 
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Esta miniaturización de los componentes y elementos cada vez se encuentra más extendida 

en diferentes áreas como la industrial, la medicina, de defensa, etc. Cabe destacar entre 

todos los posibles elementos, el gran auge de los micro y nanosistemas electromecánicos 

(MEMS/NEMS). La elección de los materiales para fabricar estos componentes depende de 

las funciones que van a desarrollar durante su ciclo de vida útil. En particular, metales como 

el aluminio, el oro, el cobre, el platino o el níquel son de los más empleados debido a sus 

propiedades mecánicas y tribológicas. 

Por este motivo, se hace necesario el estudio del fenómeno de la adhesión en la 

caracterización mecánica de metales a escala atómica. Esto permitiría realizar una correcta 

interpretación de los registros obtenidos en los ensayos de nanoindentación y obtener 

valores fiables de propiedades, como el módulo de Young o la energía de adhesión. 

  

  



  

 
 

 

 

 

  



  

 
 

2. ESTADO DEL ARTE 

La tendencia a la miniaturización en la tecnología ha dado lugar a continuos avances en los 

procesos de fabricación, hasta permitir el desarrollo de elementos, dispositivos y 

componentes de pocos micrómetros o nanómetros. Estos dispositivos se emplean en diversas 

áreas como la electromecánica, la informática, la medicina, la óptica, la automoción, la energía, 

etc. [1–6]. 

A escala micrométrica, el desarrollo de elementos a baja escala comenzó con los 

microsistemas electromecánicos (MEMS). El campo de los MEMS aúna tanto a los dispositivos 

o componentes, como a su fabricación [7,8].  

A  nivel industrial se pueden encontrar MEMS como sensores de presión, actuadores o 

cabezas de inyección, que permiten tener una mayor eficiencia y resolución frente a 

dispositivos de mayor tamaño [6,9]. En la industria química se suelen encontrar estos 

microsistemas en detectores de infrarrojos y sensores de gas. En el campo de la medicina y la 

industria farmacéutica, los MEMS biológicos o BIOMEMS han adquirido una gran importancia 
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en la medida de la presión sanguínea y en el análisis de las proteínas, del ARN, del ADN, 

implantes de retina, diagnósticos de cáncer, etc. [9,10]. 

A escalas aún menores, los nanosistemas electromecánicos (NEMS) basados en 

nanopartículas, nanotubos, nanofilms, nanoclusters, etc. se utilizan en el ámbito de la 

medicina y la industria farmacéutica para mejorar instrumentos médicos y ajustar 

diagnósticos terapéuticos y tratamientos clínicos [3,10].  

En otros ámbitos de aplicación, como la industria de defensa, los NEMS contribuyen a 

desarrollos en nanoelectrónica, nanomateriales y nanorobótica [3]. 

En todas estas aplicaciones, el diseño de esos sistemas basados en MEMS y NEMS lleva 

asociado la necesidad del estudio de las propiedades mecánicas de los materiales utilizados a 

esta escala y de los fenómenos derivados del contacto entre estos componentes. 

La elección de los materiales para la fabricación de MEMS y NEMS depende de las aplicaciones 

finales. Inicialmente, el desarrollo de los sistemas a microescala se basaba en capas delgadas 

y componentes de circuitos integrados de silicio [4]. Sin embargo, el desarrollo y la 

implantación de estos componentes y elementos en diversos campos ha favorecido el empleo 

de otros materiales más idóneos como polímeros, cerámicos o metales [4,8,9]. 

Los materiales metálicos ofrecen muchas posibilidades [9,11] por sus características como su 

mayor resistencia mecánica y su menor resistencia eléctrica, en comparación con el silicio. 

Entre los usos más habituales de los metales en MEMS y NEMS, destacan los componentes 

electrónicos, los recubrimientos o los componentes estructurales. Por ejemplo, el aluminio, el 

cobre o el oro se emplean en la fabricación de conectores y sistemas electrónicos dependiendo 

de las temperaturas y ambientes de operación. Por otro lado, metales como la plata, el platino 

o el paladio son utilizados en procesos electroquímicos. Otros metales como el níquel o el 

titanio se emplean en capas soldables o transductores [8]. 

Con el desarrollo de la nanotecnología, la investigación de los procesos asociados a esta escala 

se ha visto fuertemente impulsada. Así, la nanomecánica y la nanotribología han 

experimentado un gran auge, con el objetivo de caracterizar y comprender el 

comportamiento de los sistemas nanométricos, que asegure un buen funcionamiento durante 

su vida útil y garantice fiabilidad, durabilidad y sostenibilidad [1,3,12].  

Es conocido que el comportamiento mecánico de los materiales es distinto a microescala que 

a escala macroscópica [5,13]. Esto se debe a diversos factores, pero uno de los más 

importantes es el aumento de la relación entre la superficie y el volumen del componente 

analizado [14]. A esta escala tan reducida, cobran especial relevancia ciertos fenómenos como 
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la adhesión [1,15], caracterizado por la interacción superficial de unas pocas capas de átomos 

que tiene lugar en el contacto entre los nanocomponentes.  

Entre las técnicas experimentales para la determinación de las propiedades mecánicas de los 

materiales, destaca la técnica de nanoindentación. Esta herramienta experimental ha 

permitido realizar grandes avances en la caracterización de materiales a pequeña escala y 

mejorar la comprensión de los fenómenos asociados a la misma. Consiste en hacer que un 

indentador, de geometría conocida, entre en contacto con la superficie que se quiere analizar. 

Cuando el tamaño de la superficie de contacto es muy pequeño en relación con las 

dimensiones y escala del ensayo, pueden tener especial relevancia los fenómenos asociados a 

la interacción entre superficies, por lo que a pequeñas escalas se hace necesario combinar los 

modelos del contacto para incluir la interacción de superficies. 

En el siguiente apartado, se introducen los principales modelos de contacto, resaltando su 

ámbito de aplicación y sus limitaciones. 

 

2.1. Modelos de contacto basados en el continuo 

La mecánica de contacto tiene sus orígenes a finales del siglo XIX, con los trabajos de Hertz y 

Boussinesq [16,17]. Estas teorías iniciales se desarrollaron con el objetivo de dar una solución 

al problema del contacto entre dos sólidos que se mantienen unidos mediante la aplicación 

de fuerzas. Están basadas en un comportamiento elástico y lineal entre dos sólidos.  

A partir de estos modelos, ha surgido todo un campo de estudio sobre la problemática 

asociada al contacto entre sólidos a diferentes escalas, considerando diferentes efectos reales 

como la adhesión y la plasticidad.  

La mecánica de contacto es un campo de estudio muy amplio, en esta sección solo se tratarán 

los modelos de contacto más relevantes para esta tesis doctoral. 

 

2.1.1. Contacto elástico sin adhesión: teoría de contacto de Hertz 

En 1882, Hertz planteó su conocida teoría del contacto, iniciando todo un campo de estudio 

asociado al problema de contacto entre sólidos. En esta teoría inicial, Hertz desarrolló la 

solución del problema de dos esferas elásticas de radios distintos 𝑅1 y 𝑅2, que entran en 

contacto bajo la acción de una fuerza, 𝐹. Para ello, el modelo hertziano asume las siguientes 

hipótesis [16]: 
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- los sólidos que entran en contacto son elásticos y lineales, es decir, se cumple la ley de 

Hooke y la hipótesis de pequeñas deformaciones; 

- el área que se forma en el contacto es circular y tiene unas dimensiones menores que 

las de los sólidos que entran en contacto; 

- no existe rozamiento en la región de contacto entre ambos sólidos, de este modo, sólo 

se transmite una presión normal entre los mismos. 

La solución hertziana permite establecer la relación existente entre la fuerza aplicada, 𝐹, el 

desplazamiento relativo entre los centros de las esferas, 𝛿; y el radio de contacto, 𝑎 (Figura 

1). 

 

Figura 1: Esquema básico del contacto hertziano. 

 

El radio de contacto, 𝑎, que se corresponde con el radio del área de contacto proyectada entre 

ambos sólidos se puede expresar según Hertz por la ecuación (1): 

 
𝑎 = (

𝐹𝑅∗

𝐾
)
1/3

 
(1) 

 

donde 𝑅∗ es el radio efectivo o radio combinado que es función del radio de los dos sólidos en 

contacto, y viene dado por la expresión (2): 

 
𝑅∗ = [

1

𝑅1
+
1

𝑅2
]
−1

 
(2) 
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En la ecuación (2), el signo que afecta a las inversas de los radios es positivo si los centros de 

curvatura de ambos sólidos están en el lado opuesto respecto de la superficie de contacto. En 

caso contrario, el signo es negativo. 

Por otra parte, el parámetro 𝐾 contiene a la constante elástica del material y viene definido 

por la ecuación (3): 

 
𝐾 =

4

3
𝐸∗ 

(3) 

 

siendo 𝐸∗ el módulo elástico efectivo o módulo elástico combinado, que depende de los 

coeficientes de Poisson de la muestra y del indentador, 𝜈 y 𝜈𝑖 , y de los módulos elásticos de la 

muestra y del indentador, 𝐸 y 𝐸𝑖 , respectivamente, según la expresión (4): 

 
𝐸∗ = [

(1 − 𝜈2)

𝐸
+
(1 − 𝜈𝑖

2)

𝐸𝑖
]

−1

 
(4) 

 

El caso particular en el que una de las dos esferas tiene un radio infinito, se corresponde con 

una indentación esférica sobre un semiespacio elástico, como se muestra de forma 

esquemática en la Figura 2. El indentador esférico de radio 𝑅𝑖 , penetra sobre el semiespacio 

elástico bajo la acción de una fuerza normal, 𝐹, produciendo un desplazamiento 𝛿.  

 

Figura 2: Representación esquemática del contacto de una esfera rígida sobre un plano elástico. 

 

Además, el desplazamiento que sufre la superficie elástica en cada paso de la indentación se 

puede escribir en función del radio de contacto, según la expresión (5): 
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𝛿 =

𝑎2

𝑅∗
 

(5) 

 

Hertz validó su teoría empleando un microscopio óptico, para medir los radios de contacto 

entre dos esferas de vidrio. Esta teoría, desarrollada en el siglo XIX, asume que los esfuerzos 

de tracción son nulos en la región de contacto. Es decir, no considera los efectos de adhesión 

entre los sólidos.  

La presión media en el contacto, 𝑝𝑚, definida como la relación entre la fuerza aplicada y el 

área de contacto proyectada, puede escribirse usando las ecuaciones (1) y (5) como: 

 
𝑝𝑚 =

𝐹

𝜋𝑎2
=
𝐾

𝜋
(
𝑎

𝑅∗
) =

𝐾

𝜋
(
𝛿

𝑅∗
)
1/2

 
(6) 

 

Según esta ecuación, la presión media es función de la relación 𝑎/𝑅∗, o bien 𝛿/𝑅∗. Las 

indentaciones esféricas que presentan el mismo valor para estas relaciones, se conocen como 

indentaciones geométricamente similares y se caracterizan por proporcionar un mismo valor 

de presión media de contacto, lo cual resulta de especial interés para la estimación de la 

dureza en el caso del contacto elástico. 

Los equipos experimentales suelen permitir la medida de fuerzas y desplazamientos. La 

relación entre 𝐹 y 𝛿 puede obtenerse para el modelo de Hertz de la indentación esférica 

combinando las ecuaciones (1), (2), (3) y (5): 

 
𝐹 =

4

3
𝐸∗𝑅∗1/2𝛿3/2 

(7) 

 

 

2.1.2. Contacto elástico con adhesión: modelos JKR, DMT y Maugis 

Tras el primer modelo de contacto sin adhesión, la mecánica del contacto siguió su desarrollo 

teniendo en cuenta la adhesión entre sólidos, modificando así la teoría inicial planteada por 

Hertz. 

Como es conocido, el comportamiento de cualquier gas, líquido o sólido viene determinado 

por las interacciones atómicas que rigen ese estado de la materia. Estas interacciones 

atómicas se pueden clasificar en fuertes y débiles, en función de la energía del enlace atómico. 

Las interacciones atómicas fuertes vienen dadas por: 
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- enlaces iónicos resultantes del traspaso de uno o más electrones de un átomo a otro; 

- enlaces covalentes, como consecuencia de compartir electrones entre dos átomos; 

- enlaces metálicos basados en una nube electrónica de electrones de la banda de 

conducción, que se mueven libremente entre átomos. 

Por otro lado, las interacciones débiles se producen debido a: 

- enlaces de hidrógeno que unen moléculas a través de átomos de hidrógeno 

pertenecientes a una de ellas; 

- enlaces de Van Der Waals, propios de las interacciones electromagnéticas de dipolo-

dipolo, que se producen entre átomos o moléculas que no tienen otros enlaces 

formados. 

En líquidos y sólidos, la energía de cohesión está controlada por los enlaces atómicos. Para 

generar una nueva superficie, es necesario romper estos enlaces y cambiar así la 

configuración de los átomos que conforman dicha superficie.  

Además de las fuerzas que mantienen la integridad de un medio pueden aparecer fuerzas de 

atracción entre las superficies de dos cuerpos próximos entre sí [18]. La adhesión es el 

término que identifica la fuerza o energía necesaria para separar dos cuerpos que están en 

contacto. Sin embargo, la determinación de un valor numérico que cuantifique la adhesión es 

una tarea compleja, debido a la existencia de numerosos factores influyentes [19], como la 

orientación cristalográfica de las superficies, la limpieza superficial, la temperatura, etc. [14].  

Tener en cuenta los efectos de la adhesión, implica considerar tensiones de tracción dentro y 

fuera de la región de contacto, lo que da lugar a predicciones del área de contacto superiores 

a las del modelo de Hertz [18]. 

Bradley, en 1932, fue el primer autor en determinar el valor de la fuerza de adhesión entre 

una esfera rígida y un semiespacio rígido [20]. Dos años más tarde, Derjaguin obtuvo la misma 

expresión de la fuerza de adhesión para este problema [21], asumiendo que las interacciones 

entre los sólidos se reducen a las interacciones superficiales de los mismos. Así, la fuerza de 

superficies curvas es localmente la misma que se produce entre superficies planas e infinitas 

[12]. De esta forma, estos dos autores llegaron a la misma expresión de la fuerza de adhesión, 

𝐹𝑎𝑑ℎ , según la ecuación (8): 

 𝐹𝑎𝑑ℎ = 2𝜋𝜔𝑅 (8) 

 



Efectos de la adhesión en ensayos de indentación a escala atómica en metales FCC: una aproximación 
desde la dinámica molecular 
_________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

12 
 

siendo 𝜔 la energía de adhesión por unidad de área que se produce por la interacción 

superficial entre los sólidos que entran en contacto y 𝑅 el radio de la esfera involucrada en el 

contacto.  

Más tarde, en 1958, Johnson realizó una serie de estudios experimentales en los cuales hacía 

entrar en contacto dos superficies, con el objetivo de determinar la adhesión producida entre 

ambos. Sin embargo, no observó tal influencia salvo en materiales con muy poca rigidez como 

el indio o el plomo. 

Posteriormente, Roberts y Kendall realizaron investigaciones sobre esferas de caucho y 

vidrio, respectivamente. En estos estudios, los autores analizaron la región de contacto que 

se producía al presionar una esfera sobre la otra. Demostraron que dicha región era mayor 

que la que predecía el modelo hertziano cuando las cargas aplicadas eran bajas, pero que a 

grandes cargas, las fuerzas de atracción no tenían apenas influencia y el modelo de Hertz era 

razonablemente preciso [22]. 

A partir de estos estudios previos, en 1971, Johnson, Kendall y Roberts plantearon su modelo 

de contacto (JKR) para dos esferas elásticas [22]. Este modelo de contacto elástico tiene en 

cuenta las tensiones de tracción dentro del área de contacto, aunque no considera las fuerzas 

de adhesión fuera del contacto entre los dos sólidos. En la Figura 3 se representa el contacto 

entre una esfera y un semiespacio elástico. 

 

Figura 3: Esquema de la distribución de fuerzas atractivas y repulsivas según el modelo JKR. 

 

El modelo de contacto JKR combina las expresiones del modelo de Hertz con el fenómeno de 

la adhesión, mediante un criterio energético, que se basa en establecer un balance entre el 
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trabajo realizado por la fuerza aplicada, 𝐹, la energía elástica almacenada y la energía de 

adhesión.  

El modelo JKR permite determinar el radio de contacto y el desplazamiento según las 

expresiones (10) y (9), respectivamente: 

 
𝑎 = [

𝑅

𝐾
(√𝐹𝑎𝑑 + √(𝐹 + 𝐹𝑎𝑑ℎ)

2)]
1/3

 
(9) 

 

 

𝛿 =
𝑎2

𝑅
−
4

3
√
𝑎𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑅𝐾

 

(10) 

 

En estas expresiones el término 𝐹𝑎𝑑ℎ , se corresponde con la fuerza de adhesión que se 

produce entre los sólidos que entran en contacto. Se puede determinar experimentalmente 

como la fuerza necesaria para separar ambos sólidos y en el modelo JKR viene dada por la 

siguiente expresión: 

 
𝐹𝑎𝑑ℎ =

3

2
𝜋𝜔𝑅 

(11) 

 

Johnson et al. validaron el modelo JKR con materiales con muy poca rigidez, como el caucho, 

concluyendo que el comportamiento de estos materiales se predecía de forma correcta con 

las expresiones desarrolladas. Sin embargo, los autores expusieron que esto no sucedía 

cuando aplicaban el modelo de contacto a materiales con una rigidez más elevada, como los 

metales, achacando esta discrepancia en los resultados a la rugosidad superficial, ya que las 

deformaciones que se producían entre metales eran muy pequeñas y estaban enmascaradas 

por este fenómeno [22]. 

De manera casi contemporánea, en 1975, Derjaguin, Muller y Toporov, desarrollaron su 

modelo de contacto (DMT) para determinar el comportamiento de dos esferas elásticas, a 

partir de los estudios previos que habían realizado estos mismos autores [23]. El modelo DMT 

establece que las fuerzas de adhesión actúan solamente fuera de la región de contacto y las 

fuerzas de repulsión son las responsables de la deformación [24]. En la Figura 4 se muestra 

el caso particular del contacto entre una esfera y un semiespacio elástico:  
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Figura 4: Esquema de la distribución de fuerzas atractivas y repulsivas según el modelo DMT. 

 

El modelo DMT también asume las ecuaciones del modelo hertziano, pero considera la 

adhesión teniendo en cuenta la expresión (8), que ya había sido determinada. De esta forma, 

la relación entre el radio de contacto y el desplazamiento se puede describir según las 

ecuaciones (13) y (12): 

 
𝑎 = [

𝑅

𝐾
(𝐹 + 𝐹𝑎𝑑ℎ)]

1/3

 
(12) 

 

 
𝛿 =

𝑎2

𝑅
 

(13) 

 

Como se puede observar, las expresiones de los modelos JKR y DMT son modificaciones de las 

expresiones del contacto hertziano, que tienen en cuenta los fenómenos de adhesión y que 

hacen predicciones diferentes de los valores de fuerza de adhesión. En 1977, Tabor [25] 

propuso un parámetro, definido en la ecuación (14) para determinar la teoría más apropiada 

para cada contacto: 

 
𝜇 = (

𝑅𝜔2

(𝐸∗)2𝑧0
3)

1/3

 
(14) 

 

donde 𝑧0 es la distancia de equilibrio interatómico y el resto de las magnitudes han sido 

previamente definidas. El parámetro de Tabor se puede interpretar como la relación entre las 

deformaciones elásticas y el rango de acción de las fuerzas de adhesión [26]. 



Capítulo 2: Estado del arte 
 

_________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 

15 
 

Este planteamiento establece que los modelos de contacto DMT y JKR se corresponden con 

dos casos límite. Si los sólidos que entran en contacto son de baja rigidez, tienen grandes 

radios de curvatura y energías de adhesión elevadas, 𝜇 → ∞ y el modelo de contacto que 

describe mejor el problema sería el modelo JKR. Por el contrario, si los materiales son de 

elevada rigidez, con radios de curvatura pequeños y baja energía de adhesión, 𝜇 → 0 y el 

modelo más adecuado para describir esta interacción sería la teoría DMT [27,28]. 

Más tarde, en 1992, Maugis planteó un modelo de contacto basado en una ley de tipo Dugdale 

para la fuerza de adhesión [29]. De acuerdo con este modelo, la superficie es infinitamente 

rígida en compresión y la fuerza de tracción por unidad de área es constante y de valor 𝜎0 

hasta que la separación alcanza un valor ℎ0, a partir de la cual, la tensión de separación es 

nula. Los valores de 𝜎0 y ℎ0 se ajustan para que su producto coincida con la energía de 

adhesión por unidad de área 𝜔. Esto se consigue, para un potencial LJ, eligiendo un valor de 

𝜎0 para el que se cumple que ℎ0 = 0.97𝑧0. En la Figura 5 se representa la curva fuerza-

separación para la modelo de Dugdale y se compara con la correspondiente a un modelo de 

Lennard-Jones, un potencial que se utiliza habitualmente para describir interacciones 

superficiales y que se describe en detalle en el apartado “2.3.1. Fundamentos de la dinámica 

molecular”. 

 

 

Figura 5: Modelo cohesivo de Dugdale y comparación con el modelo de Lennard-Jones. 

 

Como se aprecia en la figura, el área sombreada (en azul para el modelo de Dugdale y en 

morado para el de Lennard-Jones) coincide con la energía de adhesión por unidad de área 𝜔. 
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La zona de contacto en el modelo de Maugis está caracterizada por dos radios: el radio de 

contacto 𝑎, que delimita la región donde se mantiene el contacto entre los sólidos, siguiendo 

una distribución de presión de Hertz; y el radio 𝑐 que marca el límite de acción de las fuerzas 

de adhesión, sobre el que actúa la tensión de adhesión. En el anillo entre 𝑎 y 𝑐 (𝑎 < 𝑟 < 𝑐) las 

superficies se separan ligeramente una distancia que varía desde 0 hasta ℎ0. La Figura 6 

esquematiza la zona de contacto en el modelo de Maugis. 

 

 

Figura 6: Esquema de la zona de contacto en el modelo de Maugis-Dugdale. 

 

Con las hipótesis anteriores, el modelo de Maugis permite relacionar la fuerza y el 

desplazamiento con el radio de contacto a partir de las siguientes expresiones: 

 �̅� = �̅�3 − 𝜆�̅�2 (√𝑚2 − 1 +𝑚2 tan−1√𝑚2 − 1) (15) 

 

 
𝛿̅ = �̅�2 −

4𝜆�̅�

3
√𝑚2 − 1 

(16) 

 

donde el término 𝑚 se corresponde con el cociente entre el radio de la zona cohesiva de la 

región de contacto, 𝑐, y el radio de contacto, 𝑎. Cuando 𝑚 = 𝑐 𝑎⁄  → 1 el radio de la zona 

cohesiva y el radio de contacto son prácticamente iguales y se obtiene el modelo de contacto 

JKR. Sin embargo, cuando 𝑚 = 𝑐 𝑎⁄  → ∞ el radio de la zona cohesiva es mucho mayor que el 

radio de contacto, obteniéndose la solución del contacto proporcionada por el modelo DMT. 

Además, 𝜆 es un parámetro adimensional introducido por Maugis, que se define según la 

ecuación (17): 
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𝜆 = 2𝜎0 (

𝑅

𝜋𝐾2𝜔
)
1/3

 
(17) 

 

Este parámetro se puede relacionar con el propuesto por Tabor según la expresión (18): 

 𝜆 = 1.16𝜇 (18) 

 

El parámetro 𝜆 puede tomar cualquier valor entre 0.1 y 5, que son los valores límite que 

conducen a las teorías DMT y JKR, respectivamente. 

Nótese que en las expresiones (15) y (16) aparecen las variables del radio de contacto �̅�, la 

fuerza �̅�, y el desplazamiento 𝛿̅, en forma adimensional o normalizada. Estos parámetros se 

relacionan con los parámetros no normalizados según las ecuaciones (19), (20) y (21), 

respectivamente. 

 
�̅� = 𝑎 (

4

3𝜋𝜔𝑅2
)
1/3 

 
(19) 

 

 
�̅� =

𝐹

𝜋𝜔𝑅
 

(20) 

 

 
𝛿̅ = 𝛿 (

𝐾2

𝜋2𝜔2𝑅
)

1/3 

 
(21) 

 

A partir del modelo de contacto sin adhesión de Hertz y los posteriores modelos de contacto 

con adhesión, Johnson y Greenwood [30] construyeron un mapa de adhesión (Figura 7) en el 

que se representa la fuerza normalizada �̅� frente al parámetro 𝜆 y se localizan las zonas de 

aplicabilidad de cada modelo. El límite de la zona de contacto de Hertz viene determinado por 

una relación entre la fuerza de adhesión y fuerza aplicada de 0.05. El resto de los límites de 

las distintas teorías de contacto con adhesión se determinan a partir de la relación entre el 

desplazamiento elástico 𝛿𝑎 y el rango de acción de las fuerzas de adhesión ℎ0 (𝛿𝑎 ℎ0⁄ < 0.05 

para el modelo DMT y 𝛿𝑎 ℎ0⁄ > 20 para el modelo JKR). 
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Figura 7: Mapa de adhesión de los modelos de contacto en función de λ (Johnson y Greenwood, 1997). 

 

Como se puede observar, los modelos JKR y DMT proporcionan expresiones cerradas para 

dar una solución al problema de contacto entre sólidos elásticos. Frente a estas teorías, el 

modelo de Maugis ofrece una solución a este mismo problema en la región de transición entre 

las teorías límite, sin asumir previamente el alcance de las fuerzas de adhesión. Sin embargo, 

la aplicación directa de este modelo sobre los resultados experimentales obtenidos en 

cualquier ensayo de nanoindentación se torna muy compleja [31], dado que hay parámetros 

de difícil determinación experimental.  

Carpick, Ogletree y Salmeron [32] plantearon una aproximación empírica (COS) al modelo 

Maugis. La aproximación COS determina la relación entre el radio de contacto y la fuerza 

(valores normalizados), generalizando las expresiones de los modelos JKR y DMT para definir 

el radio de contacto. Esta expresión es la que se muestra en la ecuación (22): 

 

�̅�

�̅�0(𝛼)
=

(

 
 
 
𝛼 + √1 +

�̅�
�̅�𝑎𝑑(𝛼)

1 + 𝛼

)

 
 
 

2/3

 

(22) 

 

En esta expresión, �̅�0(𝛼) es el radio de contacto cuando la fuerza aplicada es nula, �̅�𝑎𝑑(𝛼) es la 

fuerza de adhesión normalizada en función de 𝛼 y 𝛼 es un parámetro adimensional cuyo valor 

está comprendido entre 0 y 1 que determina el grado de cercanía a las teorías límite de DMT 
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(𝛼 = 0) y JKR (𝛼 = 1). Este valor de 𝛼 se relaciona con el parámetro 𝜆, definido en la ecuación 

(16), según la expresión empírica: 

 𝜆 = −0.924 ln (1 − 1.02𝛼) (23) 

 

La aproximación COS proporciona unos resultados muy próximos al modelo propuesto de 

Maugis-Dugdale [32], simplificando el proceso necesario para determinar el comportamiento 

mecánico de los sólidos que entran en contacto. 

Un año más tarde, Piétrement y Troyon desarrollaron también una aproximación (PT) al 

modelo de Maugis basándose en la contribución de Carpick et al. [32], pero centrándose en la 

relación entre el desplazamiento y la fuerza aplicada en el caso de contacto [31]. Para ello, la 

aproximación PT generaliza las expresiones del desplazamiento que definen los modelos JKR 

y DMT, y determina la expresión (24): 

 

𝛿̅ =
�̅�0(𝛼)
2

𝑅

[
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
𝛼 + √1 +

�̅�
�̅�𝑎𝑑(𝛼)

1 + 𝛼

)

 
 
 

4
3

− 𝑆(𝛼)

(

 
 
 
𝛼 + √1 +

�̅�
�̅�𝑎𝑑(𝛼)

1 + 𝛼

)

 
 
 

2𝛽(𝛼)
3

]
 
 
 
 
 
 
 

 (24) 

 

En este caso, 𝛼 se relaciona con la variable 𝜆, según la expresión (25): 

 𝜆 = −0.913 ln(1 − 1.018𝛼) (25) 

 

En la expresión (24), los términos de la fuerza de adhesión y radio de contacto a carga nula 

normalizados y los parámetros 𝑆(𝛼) y 𝛽(𝛼) dependen directamente del valor de 𝛼. Estos 

parámetros se pueden determinar a través de las expresiones empíricas (26), (27), (28) y 

(29): 

 �̅�0(𝛼) = −0.451𝛼
4 + 1.417𝛼3 − 1.365𝛼2 + 0.950𝛼 − 1.264 (26) 

 

 �̅�𝑎𝑑(𝛼) = 0.267𝛼
2 − 0.767𝛼 + 2.000 (27) 

 

 𝑆(𝛼) = −2.160𝛼
0.019 + 2.7531𝛼0.064 + 0.073𝛼1.919 (28) 
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 𝛽(𝛼) = 0.516𝛼
4 − 0.683𝛼3 + 0.235𝛼2 + 0.429𝛼 (29) 

 

Estas dos aproximaciones, PT y COS, permiten determinar la solución al problema de contacto 

entre dos sólidos elásticos con un error pequeño en comparación con la solución que 

proporciona el modelo de Maugis. La utilización de una u otra dependerá de la disponibilidad 

de datos en cada caso particular. 

 

2.1.3. Otros modelos de contacto 

Además de los modelos expuestos en la sección “2.1.2. Contacto elástico con adhesión: 

modelos JKR, DMT y Maugis”, existen numerosas contribuciones de otros autores en las que 

se proponen modelos alternativos para caracterizar el contacto y los fenómenos tribológicos. 

Debido a la problemática asociada a la aplicación del modelo de Maugis a ensayos 

experimentales, Greenwood y Johnson desarrollaron un método alternativo a este modelo 

[33]. El modelo doble-Hertz desarrollado por estos autores, considera las presiones del 

contacto de Hertz y las combina con la tensión de adhesión que se produce en la región de 

contacto, dando lugar a una distribución doble de Hertz. En este modelo, la fuerza aplicada y 

el desplazamiento se definen según las ecuaciones (30) y (31): 

 
𝐹 =

4

3

𝐸∗

𝑅
 [𝑎3 − 𝑘(𝑐3 − 𝑎3)] 

(30) 

 

 
𝛿 =

𝑎2

𝑅
− 𝑘 (

𝑐2

𝑅
−
𝑎2

𝑅
) 

(31) 

 

donde 𝑘 se selecciona para mantener fijos los valores de la tensión 𝜎0 y de la energía 

superficial 𝛾. 

El modelo de doble-Hertz determina la distribución de presión en función del punto 

analizado, teniendo en cuenta si este punto se encuentra en la región del radio de contacto o 

en la región entre el radio de contacto y el radio cohesivo. En este estudio, Greenwood y 

Johnson validaron su modelo numéricamente y concluyeron que los resultados 

proporcionados por este modelo y el modelo de Maugis son muy similares, aunque es más 

apropiado el modelo de doble-Hertz cuando el contacto entre sólidos es seco. La principal 

ventaja de este modelo propuesto es la sencillez de las expresiones utilizadas y las 
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posibilidades de extender los modelos de contacto con adhesión a problemas donde el 

comportamiento de los materiales sea viscoelástico [33]. 

El modelo de doble-Hertz fue extendido por Jin et al. para determinar la zona cohesiva del 

contacto adhesivo [34]. Con este fin, modificaron las expresiones del modelo de doble-Hertz 

y realizaron simulaciones numéricas variando el parámetro de Tabor que incluía las zonas 

límites de los modelos JKR y DMT. En este estudio, los autores también concluyeron que el 

parámetro de Tabor es independiente de la fuerza de adhesión para los sólidos de Gibson, es 

decir, materiales isótropos e incompresibles. 

Por otro lado, Borodich y Galanov desarrollaron un método indirecto de análisis (BG) de los 

datos experimentales en el rango elástico de una indentación esférica [35,36]. El método BG 

analiza problemas de contacto regularizando todos los datos experimentales, incluso aquellos 

que están mal planteados, obteniendo incertidumbres experimentales. En este estudio, los 

autores consideran diferentes efectos que influyen en el contacto entre el indentador esférico 

y la muestra, como la rugosidad de las superficies en contacto, la química de la superficie 

analizada, el desgaste del sensor de detección de la profundidad de indentación, etc. 

Sin embargo, para poder utilizar el método BG, es necesario seleccionar un modelo de 

contacto previo que determine el comportamiento del material para definir una ecuación 

analítica. Los modelos que se pueden seleccionar son el método JKR y DMT, ya que sus 

expresiones son cerradas. Sin embargo, la aplicación del método de Borodich y Galanov no es 

posible en teorías de transición entre contactos como el modelo de Maugis-Dugdale. Por lo 

tanto, el método BG resulta de gran utilidad para analizar los ensayos experimentales de 

indentación esférica cuando se tratan con materiales cuyo comportamiento se puede 

aproximar con los modelos límite JKR o DMT, pero no es adecuado cuando el mejor modelo 

de contacto que describe esta interacción no se conoce previamente. 

En los casos anteriores, los modelos de contacto y las diferentes aproximaciones dan una 

solución al contacto entre una esfera y un plano liso elástico, sin tener en cuenta los defectos 

superficiales de los materiales a analizar. Sin embargo, las superficies se encuentran 

compuestas de pequeñas irregularidades que afectan al contacto entre el indentador y la 

superficie, pese al tratamiento superficial que tengan. Esta rugosidad superficial, que ya había 

sido evidenciada por diversos autores, afecta a los resultados de los modelos de contacto, 

dado que, en esta región entre el indentador y el plano elástico, se producen múltiples 

contactos de cada una de las asperezas que conforman el perfil de rugosidad y el indentador. 

En este sentido, se han desarrollado diferentes modelos de contacto para tener en cuenta el 

efecto de las asperezas. 
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Greenwood y Williamson [37] fueron los primeros autores en plantear un modelo (GW) de 

múltiples contactos. A cada superficie rugosa, se le puede asignar una superficie lisa situada 

en el plano medio de las asperezas. La altura de las asperezas se determina desde un plano de 

referencia como indica la Figura 8: 

 

 

Figura 8: Representación esquemática de una superficie rugosa según Greenwood y Williams y su modelo 
equivalente de asperezas. 

 

En el modelo GW, los autores establecieron que todas las irregularidades de la superficie son 

esferas con el mismo radio, pero tienen diferentes alturas que se pueden expresar mediante 

una distribución estadística. El contacto entre la superficie rugosa y el indentador se produce 

cuando la altura de estas irregularidades superficiales, 𝑛, supera el valor de la distancia entre 

el plano de referencia y la superficie lisa coincidente con el plano medio de las asperezas, ℎ. 

El desplazamiento se describe según la expresión (32): 

 𝛿 = 𝑛 − ℎ (32) 

 

El número de asperezas que se encuentran en el contacto, 𝑁, se puede describir a través de la 

densidad de las irregularidades 휂, el área nominal 𝐴, y la función de la distribución de alturas 

de las asperezas 𝜑(𝑛), según la expresión (33): 

 
𝑁 = 휂𝐴∫ 𝜑(𝑛)𝑑𝑛

∞

ℎ

 
(33) 

 

Teniendo en cuenta las expresiones (32) y (33), el modelo GW emplea las expresiones del 

contacto elástico de Hertz para determinar la fuerza total en el contacto teniendo en cuenta 

el número de asperezas, según la expresión (34): 

Plano de referencia 
de la superficie 
rugosa

Superficie lisa ≡ Plano 
medio de la superficie 
rugosa

R
hn≓
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𝐹 =

4

3
휂𝐴𝐸∗√𝑅∫ (𝑛 − ℎ)3/2𝜑(𝑛)𝑑𝑛

∞

ℎ

 
(34) 

 

A partir de este primer modelo de múltiples contactos, otros autores han contribuido también 

con modelos estadísticos para determinar el comportamiento del contacto cuando se 

considera esta rugosidad superficial [38].  

Otros autores han estudiado la contribución de la deformación plástica en el contacto de las 

superficies rugosas. Song et al. [39] realizaron simulaciones numéricas con el objetivo de 

estudiar el efecto la deformación de una aspereza sobre el resto de la distribución de 

irregularidades de la superficie. En este estudio, los autores emplean el modelo GW 

modificado, para incluir la plasticidad en el modelo.  

En otros casos, se ha estudiado el contacto para diferentes distribuciones de alturas de 

asperezas. Borodich et al. [40] realizaron ensayos de rayado a micro y nano escala, sobre 

superficies con distribución de asperezas gaussianas y fractales. Estos autores determinaron 

que este tipo de distribuciones de alturas, no predicen los valores experimentales obtenidos. 

Por este motivo, estos modelos no consiguen determinar de manera correcta las propiedades 

del material ensayado. 

Por otro lado, el efecto de la rugosidad también ha sido desarrollado teniendo en cuenta los 

efectos de la adhesión. Fuller y Tabor [41] realizaron estudios con esferas de caucho y una 

superficie de polimetilmetacrilato rugosa. Desarrollaron su modelo de contacto para 

superficies rugosas asumiendo, igual que el modelo GW, que la superficie está compuesta de 

irregularidades con el mismo radio y distintas alturas que se describen mediante una 

distribución gaussiana. Sin embargo, Fuller y Tabor aplicaron el modelo JKR a cada aspereza 

individual, dando lugar a unos resultados bastante aproximados entre el modelo y la 

experimentación. Posteriormente, Ciavarella et al. [42] realizaron simulaciones para 

determinar el efecto de la distribución gaussiana en la rugosidad utilizando el modelo de 

Fuller y Tabor. En este estudio, los autores determinaron que las pequeñas desviaciones de 

este modelo ideal producen efectos de la adhesión en el contacto muy relevantes.   

Greenwood también analizó el modelo de Fuller y Tabor de adhesión en superficies rugosas 

[43], determinando las limitaciones del modelo en función del parámetro de Tabor, 

concluyendo que el modelo no predice adecuadamente los resultados experimentales para 

valores del parámetro inferiores a 100. 
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En función del tipo de material, también se han empleado los modelos de contacto de Bradley, 

DMT y JKR considerando los múltiples contactos cuando se tienen superficies rugosas y se ha 

determinado su validez mediante estudios numéricos donde se imponen las propiedades 

macroscópicas de los materiales [44–46].  

En este sentido, Perni y Prokopovich [47] plantearon una distribución de asperezas que no 

eran perfectamente semiesféricas en una superficie rugosa. Los ensayos experimentales se 

realizaron sobre un tejido biológico y PVC. Por este motivo, los autores aplicaron el modelo 

JKR para determinar el comportamiento de estas muestras, concluyendo que la distribución 

de asperezas planteada conseguía proporcionar unos resultados muy parecidos a los 

experimentales. 

Violano y Afferrante [46] también emplearon los modelos de contacto para determinar el 

comportamiento de superficies rugosas, mediante simulaciones numéricas. En este caso, el 

desarrollo del modelo de contacto DMT se realizó asumiendo que no hay interacción de 

adhesión en la región de contacto. Además, los autores emplearon también la aproximación 

de Maugis al modelo DMT, aplicándolo en cada aspereza de la superficie rugosa. Violano y 

Afferrante modificaron las expresiones del contacto teniendo en cuenta la distribución de las 

alturas de las asperezas e introdujeron una fuerza de adhesión dependiente del espacio que 

ocupa la rugosidad. En este estudio, se concluyó que el modelo DMT modificado para 

superficies rugosas tiene una gran concordancia con los valores que se encuentran en 

literatura. Sin embargo, la aproximación de Maugis al modelo DMT tiene cada vez más 

discrepancias cuando el parámetro de Tabor se acerca a la unidad.  

Parece, por lo tanto, que la validez de los modelos de contacto modificados que consideran el 

efecto de las asperezas depende en gran medida de la geometría y configuración de la 

distribución de las irregularidades. Además, la concordancia de estos modelos con los 

ensayos experimentales viene condicionada por la elección previa del modelo correcto de 

adhesión entre las superficies de contacto. Circunstancia que no siempre se puede garantizar.  
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2.2. Tratamiento del contacto a escala atómica: 
indentación entre dos sólidos 

 

2.2.1. La técnica de nanoindentación 

Actualmente, la técnica de nanoindentación es la herramienta más utilizada para determinar 

las propiedades mecánicas de los materiales a escalas de micro o nanómetros. Esta 

herramienta es una de las pocas alternativas que existen cuando el volumen del material es 

muy reducido, dado que las cargas aplicadas están en el orden de miliNewtons (10−3) hasta 

nanoNewtons (10−9). El procedimiento estándar de extracción de resultados de los ensayos 

de indentación permite obtener el módulo elástico y la dureza del material ensayado [48–50]. 

La técnica de nanoindentación tiene sus orígenes en la indentación instrumentada, en la que 

se dispone de un indentador de geometría conocida, generalmente esférico o piramidal, que 

penetra el material a estudiar. Estos ensayos se caracterizan por registrar de manera continua 

los valores de fuerza y desplazamiento que experimenta el indentador durante el ciclo de 

carga y descarga. Durante el proceso de carga, el indentador entra en contacto con la muestra 

y alcanza un valor máximo de penetración. Durante el ciclo de descarga, se retira 

progresivamente el indentador de la muestra. De esta forma, se obtienen curvas fuerza-

desplazamiento, de donde se pueden obtener las propiedades del material ensayado 

aplicando los modelos de contacto del continuo. 

Tradicionalmente, el problema entre dos sólidos que entran en contacto ha sido tratado con 

la teoría del contacto elástico de Hertz, que permite establecer una relación entre la fuerza 

aplicada, el desplazamiento y el radio de contacto que se forma entre ambas superficies [51–

55]. Considerando la expresión (7) de la sección “2.1.1. Contacto elástico sin adhesión: teoría 

de contacto de Hertz”, es posible describir el desplazamiento en función de la fuerza aplicada 

en un proceso de indentación esférica, lo que permite expresar de forma matemática el ciclo 

de indentación esférico en un caso de contacto elástico (Figura 9). En este caso, tanto el ciclo 

de carga como el ciclo de descarga muestran el mismo recorrido, dado que no se producen 

deformaciones permanentes en la muestra ensayada. 

Tal y como establece la ecuación (7) la relación entre la fuerza y el desplazamiento aplicado 

no depende del tamaño de la huella. Esto hace que la técnica de indentación instrumentada 

se pueda aplicar a cualquier escala. Por ello, el modelo de contacto hertziano también se ha 

empleado para determinar las propiedades mecánicas a escala nanométrica y a escala 

atómica, constituyendo lo que se conoce como técnica de nanoindentación [52–54,56–59]. En 
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todos estos trabajos, los modelos empleados contemplan únicamente el contacto elástico del 

material, que viene caracterizado por una misma curva fuerza-desplazamiento para el ciclo 

de carga y de descarga. 

 

Figura 9: Representación teórica de un ciclo de indentación elástica. 

 

Sin embargo, cuando las indentaciones alcanzan penetraciones relevantes, el material puede 

plastificar. Cuando se alcanza la condición de plastificación la rama de carga y la de descarga 

de la curva fuerza-desplazamiento no coinciden, presentando una forma como la que se 

muestra esquemáticamente en la Figura 10. Es decir, la rama de carga del proceso es elasto-

plástica, por lo que no se pueden aplicar los modelos del contacto elástico en este ciclo [60]. 

No obstante, se ha podido constatar que, en un proceso de recarga, la nueva curva sigue el 

camino trazado por la descarga del ciclo anterior. Por consiguiente, puede asumirse que el 

proceso de descarga se produce de forma elástica, pudiendo aplicar las ecuaciones del 

contacto elástico.  

 

Figura 10: Representación teórico de un ciclo de indentación completo. 
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Dado que el proceso de recarga se realiza sobre una huella residual producida por la 

plastificación del ciclo anterior, es necesario modificar las expresiones del contacto elástico, 

haciéndolas dependientes de un radio combinado, 𝑅∗, en lugar del radio del indentador, 𝑅𝑖 . 

Determinar este parámetro es complejo debido a que depende de la huella residual de la 

indentación de acuerdo con la ecuación (5). Esto dificulta el uso de la ecuación (7) para poder 

estimar el valor del módulo elástico del material indentado a partir del registro de fuerza-

desplazamiento. Oliver y Pharr desarrollaron un método que permite obtener las 

propiedades elásticas del material sin necesidad de calcular el radio combinado [61]. El 

método se fundamenta en la descarga lineal que se obtiene en los ensayos de indentación 

instrumentada con un indentador cilíndrico plano en el que el área de contacto permanece 

constante. En estos ensayos, la pendiente de la descarga, 𝑆, (Figura 11) se relaciona con el 

módulo elástico combinado a través del radio de contacto constante, 𝑎: 

 𝑆 = 2𝐸∗𝑎 (35) 

  

 

Figura 11: Representación teórica de un ciclo de indentación completo, teniendo en cuenta la pendiente en la rama 
de descarga del proceso. 

 

Aplicando esta idea a los ensayos realizados con un indentador con otra geometría, es posible 

emplear la misma relación en la que 𝑆 se determina a partir de la pendiente de la rama de 

descarga en el punto de carga máxima, representando la rigidez de contacto como: 

 
𝑆 =

𝑑𝐹

𝑑𝛿
= 2𝐸∗𝑎 =

2

√𝜋
𝐸∗√𝐴 

(36) 

 

siendo 𝐸∗el módulo efectivo combinado y 𝐴 el área de contacto proyectada. Esta área de 

contacto depende de la geometría del indentador y de la profundidad de penetración, y suele 
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determinarse a partir de un proceso de calibración sobre un material patrón de módulo 

elástico conocido. Este proceso de calibración permite generar una función que relaciona el 

área de contacto en función de la penetración. De esta manera, es posible estimar el módulo 

elástico conociendo el área de contacto, 𝐴, y la rigidez de contacto, 𝑆, según la expresión (37): 

 
𝐸∗ =

√𝜋

2

𝑆

𝐴
 

(37) 

 

Adicionalmente, los ensayos de nanoindentación permiten determinar la dureza del material, 

𝐻, definida como la resistencia que ofrece un material a ser penetrado o presentar 

deformaciones permanentes [62]. La dureza de un material se puede determinar 

considerando la presión media en la región de contacto a carga máxima: 

 
𝐻 =

𝐹𝑚𝑎𝑥
𝐴

 
(38) 

  

Nótese que el área de contacto se determina a partir de la geometría del indentador, 

asumiendo que no sufre una deformación severa en el proceso de indentación y que no se 

producen fenómenos de apilamiento (pile up) o hundimiento (sink in) en torno a la punta. 

El apilamiento (pile-up) o hundimiento (sink-in) del material indentado en la región de 

contacto con el indentador, son fenómenos producidos por la deformación plástica del 

material durante el proceso de indentación [63]. El grado de acumulación de material o falta 

de este en las inmediaciones del indentador dependen de la relación entre el módulo elástico, 

𝐸, y el límite elástico, 𝑌,  del material. De esta forma, cuando el cociente 𝐸/𝑌 es elevado, cabe 

esperar que se produzcan fenómenos de apilamiento. Por el contrario, cuando el cociente 𝐸/𝑌 

es bajo, las deformaciones plásticas quedan confinadas dentro del área de contacto.  

Estos fenómenos afectan de forma muy significativa a la estimación del radio de contacto 

pudiéndose alcanzar hasta variaciones del 60% [64]. 

Como se deduce de los párrafos anteriores, esta herramienta experimental permite extraer 

mucha información del material como el módulo elástico, la dureza, o incluso, el índice de 

endurecimiento o la tenacidad de fractura. Para determinar todas estas propiedades del 

material ensayado es necesario aplicar los modelos de comportamiento basados en la teoría 

del continuo. Sin embargo, el análisis de estos datos debe ser cuidadoso ya que, en escalas 

muy pequeñas las características microestructurales del material como la distribución de 
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dislocaciones o la estructura de grano, tienen dimensiones comparables a los rangos de las 

mediciones efectuadas [50]. 

 

2.2.2. Singularidades de la indentación a escala atómica 

La técnica de nanoindentación ha permitido un gran avance en la caracterización de 

materiales a escalas muy reducidas, como se ha comentado en el apartado anterior. Sin 

embargo, las predicciones de los modelos del continuo suelen tener ciertas desviaciones 

respecto de los resultados experimentales cuando se trasladan a ensayos de nanoindentación 

a escala atómica. Principalmente, estas discrepancias se pueden clasificar en dos tipos: los 

errores asociados a la experimentación y los fenómenos que se manifiestan a escala atómica, 

que de manera general en los ensayos macroscópicos no suelen ser relevantes. 

Dentro de las fuentes de error asociados a las mediciones experimentales, la principal causa 

de desviaciones en los resultados se suele producir por la dificultad en la estimación directa 

del área de contacto [50], por las imperfecciones de las superficies reales y por la complejidad 

del contacto inicial. Cuando los valores de desplazamiento son muy bajos, la tolerancia con la 

que se define este valor inicial puede proporcionar una gran fuente de error. Otros aspectos 

que influyen en las medidas experimentales de indentación a nanoescala son las desviaciones 

entre la geometría ideal del indentador y la geometría real o los efectos debidos a la 

deformación plástica como el apilamiento (pile up) o hundimiento (sink in) del material 

indentado alrededor de la región de contacto. Aunque estos dos fenómenos no son específicos 

de la escala atómica, son más influyentes en este rango. 

Por otro lado, es necesario tener en cuenta los factores asociados al comportamiento real de 

los materiales, independientemente del grado de precisión experimental. Es conocido, por 

ejemplo, que los efectos de la anisotropía y la heterogeneidad de los materiales afecta de 

manera directa a la determinación de sus propiedades mecánicas, debido a la orientación 

cristalográfica y a los defectos asociados a los materiales, respectivamente. Estos fenómenos 

que han sido estudiados y ampliamente validados a escala macroscópica, también se 

producen a escala microscópica.  

Adicionalmente, existen efectos propios de la escala de ensayo [13,65]. Uno de los fenómenos 

que más se ha observado es el efecto del tamaño de la indentación, convirtiéndose en un factor 

determinante en la estimación de la dureza de los materiales. Numerosas contribuciones ya 

habían evidenciado que cuando se reduce el tamaño de la indentación, la dureza medida se 

ve incrementada, especialmente a escala micrométrica, en comparación con los valores 
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obtenidos de los ensayos macroscópicos. Este endurecimiento del material se debe a la 

nucleación de las dislocaciones que se generan en la región plástica, provenientes de los 

propios defectos del material y las que provoca la geometría del indentador durante el 

proceso de indentación. Estas dislocaciones generadas en el material para acomodar la 

deformación inducida por el indentador durante el proceso de penetración, se denominan 

dislocaciones geométricamente necesarias y no tienen efecto relevante a escalas mayores. 

Nix y Gao [66] demostraron que los efectos del tamaño de indentación en metales cristalinos 

se puede modelizar matemáticamente utilizando este concepto de dislocaciones 

geométricamente necesarias. Para ello, los autores definen la densidad de dislocaciones 

geométricamente necesarias cuando el indentador es cónico, según la expresión (39): 

 
𝜌𝑔 =

3

2𝑏𝛿
𝑡𝑎𝑛2휃 

(39) 

 

En la ecuación (39) 𝛿 es la penetración, 𝑏 es el vector de Burgers y 휃 es el ángulo del 

indentador cónico. 

El modelo de Nix y Gao proporciona la dureza del material para una penetración, 𝛿, dada, 

teniendo en cuenta la dureza límite que tendría el material para una penetración infinita, 

según la expresión (40): 

 
𝐻

𝐻0
= √1 +

𝛿∗

𝛿
 

(40) 

 

donde 𝐻 es la dureza del material, 𝐻0 es la dureza que se obtendría sin tener efecto de las 

dislocaciones geométricamente necesarias y 𝛿∗ es el desplazamiento teniendo en cuenta la 

dependencia de la profundidad de penetración con la dureza y la distribución de 

dislocaciones, 𝜌𝑔. 

El modelo de Nix y Gao se validó realizando indentaciones sobre monocristales de cobre y 

cobre policristalino, y asumiendo que estos materiales obedecen una ley tensión-deformación 

plástica de tipo Hollomon. Otros autores también han reportado un efecto similar sobre 

indentaciones esféricas [67]. 

Otro de los fenómenos que cobran especial relevancia a escala atómica es la rugosidad 

superficial de los sólidos que entran en contacto. Como ya se desarrolló en la sección “2.1.3. 

Otros modelos de contacto”, fueron muchos los autores que contemplaron que la presencia 
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de irregularidades en la superficie a ensayar afecta de manera directa a la medición del radio 

de contacto obtenido, provocando desviaciones en los resultados de las propiedades 

mecánicas finales. 

La rugosidad superficial de un material se puede caracterizar por un parámetro, Ґ, según la 

ecuación (41): 

 
Ґ =

ℎ𝑠𝑅𝑖

𝑎𝑠
2  

(41) 

 

Siendo ℎ𝑠 la altura máxima de la distribución de las asperezas de la superficie rugosa, 𝑅𝑖  el 

radio del indentador y 𝑎𝑠 el radio de contacto en una superficie lisa. Como se puede observar 

en esta expresión, este parámetro que define la rugosidad superficial de un sólido es 

directamente proporcional al radio del indentador y, a su vez, es inversamente proporcional 

al cuadrado del radio de contacto que tendría esa misma superficie sin asperezas. Por lo tanto, 

cuanto mayor es la relación 𝑅𝑖/𝑎𝑠
2, mayor es el parámetro Ґ. A escala atómica, este efecto 

cobra una especial relevancia teniendo en cuenta los órdenes de magnitud de las fuerzas y de 

las dimensiones del contacto. 

Tanto el efecto del tamaño de la indentación como la rugosidad superficial son fenómenos 

que tienen un efecto determinante en la medida de las propiedades mecánicas.  

Además, a esta escala, los efectos que producen las fuerzas de interacción atómicas o 

moleculares cobran un papel muy relevante, dando lugar a los fenómenos de adhesión y 

fricción entre materiales [26,47]. El fenómeno de la adhesión modifica los registros de las 

curvas fuerza-desplazamiento obtenidas en un ensayo de indentación, como se muestra en la 

Figura 12, contribuyendo a que, incluso en algunas ocasiones, se forme un ciclo de histéresis 

entre las ramas de carga y descarga. Cuando el indentador se aproxima a la superficie a 

ensayar, los átomos de la muestra metálica se ven atraídos por los átomos del indentador, 

registrándose fuerzas con valor negativo. Durante el proceso de descarga, se produce también 

este registro de fuerzas negativas que se corresponde con la fuerza necesaria para separar los 

átomos que han entrado en contacto debido a este proceso. Los valores de las máximas 

fuerzas de atracción registradas durante la rama de carga, 𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

, y durante la rama de 

descarga, 𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

, son medidas experimentales que caracterizan la adhesión. 
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Figura 12: Representación teórica de un ciclo de indentación completo con los efectos de la adhesión. 

 

La magnitud de la fuerza de adhesión puede registrarse mediante ensayos de 

nanoindentación empleando equipos capaces de medir fuerzas del orden de los nN y 

desplazamientos de Å. Los microscopios de fuerzas atómicas (AFM), son capaces de registrar 

estas fuerzas de magnitudes tan pequeñas y han supuesto un impulso importante en el 

estudio de los fenómenos de adhesión. A partir de los registros de fuerza y desplazamiento, 

pueden aplicarse los modelos del continuo, como el modelo JKR o el DMT, para obtener las 

propiedades del sistema en contacto, en particular, la energía de adhesión. 

Existen numerosos artículos que caracterizan materiales como polímeros o geles mediante 

ensayos de nanoindentación con AFM [15,68,69]. Estos estudios suelen aplicar el modelo de 

JKR para determinar las propiedades mecánicas del material ensayado, obteniendo un grado 

muy alto de acuerdo entre la predicción del modelo y los resultados experimentales. Esto es 

así, debido al tipo de materiales ensayados, caracterizados por valores de rigidez muy bajos 

y una gran energía de adhesión. 

Sin embargo, el estudio de la adhesión de metales a escala micrométrica o a nanoescala no es 

está tan desarrollado como con otros materiales. Pashley et al. realizaron estudios sobre la 

adhesión y la dureza sobre capas monocristalinas de níquel mediante ensayos de 

microindentación [70]. Estos ensayos se realizaron con un indentador de tipo Berkovich de 

tungsteno en capas de níquel con orientación cristalográfica (111) y con dos monocapas de 

óxido. Los autores destacan la dificultad de la caracterización del comportamiento de los 

metales, ya que la deformación es principalmente plástica y los procesos asociados a este 

fenómeno son altamente irreversibles, debido a la alta energía que tienen los enlaces 

metálicos.  
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Morales-Rivas et al. [71] estudiaron las propiedades mecánicas y los mecanismos de 

deformación de la nanoestructura de bainita con un AFM. En este estudio se observaron los 

efectos de la adhesión entre el sustrato indentado y la punta de AFM, pero el estudio del 

comportamiento de este metal se simplificó aplicando el modelo de Hertz. Bigl et al. [72] 

analizaron el efecto de los residuos de elementos inorgánicos en la deformación plástica local 

de dos capas delgadas de cobre, pero se ignoró el efecto de la adhesión en los resultados 

obtenidos. 

Existen otros trabajos donde se considera el efecto de la adhesión en el contacto de superficies 

rugosas, o en el análisis de la fricción en la nanoindentación [73]. Lin et al. [74] estudiaron el 

efecto de la rugosidad superficial en la adhesión de capas delgadas de cobre con diferentes 

espesores. En este estudio se obtuvieron las curvas fuerza-desplazamiento del ciclo de 

indentación con un AFM. Para determinar el efecto de la rugosidad, se desarrollaron análisis 

numéricos y teóricos del contacto basados en el modelo JKR.  

Birleanu et al. [75] analizaron el efecto del espesor en el comportamiento mecánico y 

nanotribológico de las capas delgadas de Cr, Ni, Ti y Pt, mediante ensayos de nanoindentación 

en AFM utilizando una punta tipo Berkovich. En este estudio, se determinaron los valores de 

la energía de adhesión según las expresiones proporcionadas por los modelos JKR y DMT.  

Cabe destacar que los estudios experimentales a una escala atómica real son verdaderamente 

complejos, debido a las limitaciones experimentales. Jacobs y Carpick [76] obtuvieron 

medidas del área de contacto en un ensayo de indentación de AFM sobre un sustrato de silicio 

dentro de un microscopio electrónico de transmisión (TEM). Los datos del área de contacto 

que obtuvieron Jacobs y Carpick tenían una gran incertidumbre asociada y, en esencia, 

proporcionaban una imagen en 2D de la superficie de contacto. Sin embargo, estos resultados 

fueron empleados por Chen [77], que los comparó con modelos de contacto basados en 

mecánica cuántica y simulaciones de dinámica molecular. En este trabajo se puso de 

manifiesto la dificultad para explicar con modelos del continuo la diferencia entre las ramas 

de carga y descarga en una indentación a escala atómica. Además, en este trabajo 

determinaron que, pese a que los modelos del continuo asumen un valor constante de la 

energía de adhesión en el contacto, los resultados obtenidos indicaban un cambio de este 

valor con la presión y las reacciones químicas producidas en el contacto.  
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2.3. Herramientas de simulación atomística: dinámica 
molecular 

Frente a la problemática antes descrita, el constante desarrollo de las tecnologías de 

computación ha favorecido el incremento del uso de las herramientas numéricas para el 

análisis del comportamiento de distintos sistemas y materiales. Estas herramientas permiten 

estudiar el comportamiento que tendrían materiales y elementos en diversos escenarios, 

incluso en aquellos que no son fácilmente reproducibles de forma experimental por las 

condiciones a las que se encuentran sometidos [78–80]. 

A escala atómica, el comportamiento de un sistema de moléculas o átomos no relativistas 

puede describirse con la mecánica cuántica, resolviendo la correspondiente ecuación de 

Schrödinger dependiente del tiempo [81]:  

 
ℋ̂𝛹 = 𝑖ħ

𝜕𝛹

𝜕𝑡
 

(42) 

 

Donde ℋ̂ es el operador hamiltoniano, Ψ es la función de onda que contiene toda la 

información del sistema atómico, 𝑖 es la unidad de los números imaginarios y ħ es la constante 

de Dirac, que se corresponde con la constante de Planck, ℎ, dividida por 2𝜋.  

Si la función de onda del sistema atómico no varía con el tiempo, el sistema planteado está en 

estado estacionario y, por lo tanto, se puede aplicar la ecuación de Schrödinger independiente 

del tiempo, que depende de la energía del sistema, ℰ: 

 ℋ̂𝛹 = ℰ𝛹 (43) 

 

Como es bien conocido, la resolución exacta de la ecuación de Schrödinger solo es posible 

para unos pocos casos muy simples. Esto se debe a que la función de onda es compleja y la 

solución obtenida depende de las condiciones de contorno impuestas para resolver el 

sistema, lo que hace que la solución de la ecuación no sea única y, por lo tanto, no exista una 

función de onda determinada que sea capaz de describir el sistema atómico [82,83]. Como se 

puede deducir, el análisis cuántico de sistemas atómicos es muy costoso y en muchos casos la 

capacidad de resolverlos depende del tamaño del sistema de átomos.  

Por este motivo, se han desarrollado diversas metodologías que permiten obtener una 

solución aproximada para estos sistemas. Una de estas aproximaciones es la propuesta por 

Born-Oppenheimer. Esta aproximación asume que el ajuste de la posición de los electrones 
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en un átomo como respuesta a cambios del núcleo es casi instantánea, debido a que la masa 

de estos es mucho menor que la masa del núcleo atómico. De esta forma, la aplicación de la 

aproximación de Born-Oppenheimer al movimiento de las partículas de un sistema permite 

separar la contribución electrónica y nuclear. De esta manera, la función de onda solución de 

la ecuación (43) está constituida por dos contribuciones: una contribución debida a la 

distribución electrónica del sistema; y otra contribución asociada al movimiento de la parte 

nuclear de los átomos [82,84,85]. Ambas contribuciones quedan determinadas por su 

correspondiente energía característica o potencial. 

Asumiendo la aproximación de Born-Oppenheimer, se pueden analizar los sistemas atómicos 

empleando potenciales empíricos, que determinan la energía del sistema. El estudio de 

sistemas atómicos mediante la aplicación de potenciales se aborda desde la mecánica 

molecular. Estos potenciales responden a ecuaciones que pueden tomar diversas formas, 

aunque, en general, se pueden dividir en la energía asociada a las interacciones de enlaces 

fuertes y las interacciones de enlace débiles entre átomos [82,84]. Estos potenciales atómicos 

se obtienen de manera empírica o mediante los principios fundamentales (ab initio) y, aunque 

su función no tiene una forma definida, existen diversos términos que suelen estar presentes 

en ellos.  

En general, los enlaces fuertes describen la energía de los átomos o moléculas que conforman 

una misma región y son los responsables de la cohesión del medio. Esta energía incluye la 

contribución de la energía de los propios enlaces atómicos, el cambio de energía que se 

produce cuando el enlace se aleja de su posición de equilibrio, el cambio de energía cuando el 

átomo o molécula rota alrededor de este enlace y la energía asociada a los cambios fuera de 

plano en el que se encuentran estos enlaces.  

Por otro lado, los enlaces débiles describen la energía entre átomos o moléculas de distintas 

regiones. En este caso, los términos que suelen formar parte de este tipo de interacciones 

débiles tienen más variabilidad, incluyendo entre otros los asociados a la energía 

electrostática, la energía de atracción y repulsión entre distintas especies atómicas o la 

energía de polarización.  

Cabe destacar en este punto que, la obtención empírica de estos potenciales es muy compleja, 

incluso la definición de la expresión matemática que describe cada término. En función del 

caso que se pretende resolver, no siempre se consideran todos los términos o incluso resulta 

necesario añadir nuevos parámetros que describan de manera eficaz el comportamiento del 

sistema atómico de estudio. 
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Uno de los objetivos de este estudio atómico es inferir las propiedades macroscópicas. 

Aunque, debido a las limitaciones computacionales, no es posible modelizar un sistema 

macroscópico con las herramientas de simulación atómica, se puede establecer una relación 

entre ambas escalas [86], a partir de consideraciones y aproximaciones que permitan hacer 

uso de las teorías del continuo. En este sentido, se hace necesario introducir el concepto de 

ensamblaje [83,86]. Un sistema atómico tiene una serie de interacciones microscópicas y un 

conjunto de propiedades macroscópicas como el volumen, la energía, el número de partículas, 

etc. Cada sistema individual se analiza asumiendo una serie de condiciones iniciales distintas, 

que evolucionan a un sistema con un estado microscópico único. El ensamblaje de un sistema 

consiste en promediar todos los posibles microestados del sistema analizado y, a partir de 

ahí, poder obtener las propiedades macroscópicas promedio. Es decir, este tipo de 

ensamblajes deben satisfacer la hipótesis de ergodicidad del teorema de Birkhoff, según la 

cual todos los microestados de un sistema deben ser igualmente accesibles en un tiempo 

prolongado para que la medida sea invariante, permitiendo así determinar las propiedades 

macroscópicas del conjunto. 

Los ensamblajes ergódicos son conocidos como ensamblajes de equilibrio y se suelen emplear 

para determinar propiedades globales del sistema como la temperatura, la presión, la energía, 

etc. En función de las variables macroscópicas, los ensamblajes se clasifican en: 

- ensamblaje canónico (NVT): se conserva el número de átomos del sistema, el volumen 

y la temperatura; 

- ensamblaje microcanónico (NVE): en este tipo de ensamblajes se mantiene el número 

de átomos del sistema, el volumen y la energía total del mismo; 

- ensamblaje isobárico-isotérmico (NPT): se conserva el número de átomos, la presión 

y la temperatura del sistema atómico; 

- ensamblaje gran canónico (μVT): se mantiene el potencial químico, el volumen y la 

temperatura del sistema. 

Es importante destacar, que todas estas aproximaciones e hipótesis permiten el estudio de 

los sistemas atómicos con un gran número de átomos o moléculas proporcionando unos 

resultados muy fiables y de una forma mucho más sencilla que el análisis cuántico de los 

mismos [82,84,86,87]. 

Habitualmente, para tratar con grandes sistemas de partículas a escala atómica, se suele 

emplear métodos computacionales que implementan el método de Monte Carlo o la dinámica 

molecular. La principal diferencia entre ambos métodos es que la dinámica molecular tiene 

en cuenta la contribución de la energía cinética del sistema atómico estudiado y el método de 
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Monte Carlo determina la energía del sistema directamente a partir de la función de la energía 

potencial del mismo [84].   

 

2.3.1. Fundamentos de la dinámica molecular 

La dinámica molecular (DM) es un método numérico que se basa en la mecánica molecular 

para determinar el comportamiento y evolución de un sistema de átomos o moléculas. Esta 

herramienta de cálculo es de las más empleadas para modelizar el comportamiento de 

materiales a escala atómica [88].  La unidad básica que se considerada es el átomo, es decir, 

no se tienen en cuenta los electrones ni su contribución, por ello es necesario el uso de 

potenciales empíricos que determinen la contribución electrónica al movimiento de los 

átomos del sistema [78]. 

Para determinar las expresiones en las que se basa la dinámica molecular para el sistema 

atómico, se puede emplear la formulación clásica hamiltoniana, suponiendo que el 

hamiltoniano, ℋ, puede escribirse como la suma de la energía cinética y la energía potencial 

de las partículas que lo componen. Para un sistema de 𝑁 partículas, la energía total se expresa 

mediante la ecuación (44): 

 
ℋ(�̅�, �̅�) =∑(

1

2𝑚𝑖
�̅�𝑖
2 + 𝑈(�̅�𝑖))

𝑁

𝑖=1

 
(44) 

 

siendo �̅�𝑖  el momento lineal de cada partícula individual 𝑖, 𝑚 la masa y 𝑈 la energía potencial 

de cada partícula, cuya posición viene determinada por el vector de posición �̅�𝑖 . Se asume que 

la energía potencial no depende de la velocidad y puede describirse mediante la contribución 

de los potenciales determinados empíricamente o mediante otros métodos basados en los 

principios fundamentales. 

A partir de la expresión de ℋ dada por la ecuación (44), las ecuaciones de Hamilton describen 

el movimiento y evolución del sistema:  

 
�̇̅�𝑖 = −

𝜕ℋ

𝜕�̅�𝑖
 

(45) 

 

 
�̇̅�𝑖 =

𝜕ℋ

𝜕�̅�𝑖
 

(46) 
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La ecuación (45) es la ecuación del movimiento para cada una de las partículas que componen 

el sistema, y la ecuación (46) indica la relación entre velocidad y momento lineal en el sistema. 

La formulación hamiltoniana permite vincular las ecuaciones del movimiento a métodos más 

fundamentales (ecuaciones (42) y (43)) aunque, en realidad, al usar la expresión clásica de ℋ 

dada por la ecuación (44) la ecuación del movimiento (45) es equivalente a la segunda ley de 

Newton, formulada en sistemas de referencia inerciales para partículas de masa constante 

𝑚𝑖: 

 �̅�𝑖 = 𝑚𝑖 �̈̅�𝑖 (47) 

 

donde 

 
�̅�𝑖 = −

𝜕𝑈

𝜕�̅�𝑖
 

(48) 

 

La dinámica molecular resuelve la ecuación de Newton para cada una de las partículas que 

componen el sistema, determinando las posiciones en cada instante considerado según la 

ecuación (48). La solución numérica a estas expresiones se obtiene implementando métodos 

de diferencias finitas, sustituyendo los diferenciales de posición y de tiempo, 𝑑�̅� y 𝑑𝑡, por los 

incrementos ∆�̅� y ∆𝑡, respectivamente. Para un intervalo de tiempo (𝑡 + ∆𝑡), la posición se 

puede determinar a través del desarrollo en serie de Taylor: 

 
�̅�(𝑡 + ∆𝑡) = �̅�(𝑡) + �̇̅�(𝑡)∆𝑡 +

1

2!
�̈̅�(𝑡)∆𝑡2 

(49) 

 

Similarmente para el instante de tiempo (𝑡 − ∆𝑡) se obtiene la expresión (50): 

 
�̅�(𝑡 − ∆𝑡) = �̅�(𝑡) − �̇̅�(𝑡)∆𝑡 +

1

2!
�̈̅�(𝑡)∆𝑡2 

(50) 

 

Sumando las ecuaciones (49) y (50), se obtiene una expresión para las posiciones en el 

instante de tiempo (𝑡 + ∆𝑡) en función de las posiciones y aceleraciones de las partículas en 

instantes anteriores: 

 �̅�(𝑡 + ∆𝑡) = 2�̅�(𝑡) − �̅�(𝑡 − ∆𝑡) + �̈̅�(𝑡)∆𝑡2 (51) 
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La expresión para determinar la velocidad de las partículas se obtiene restando las ecuaciones 

(49) y (50): 

 
𝑣(𝑡) = �̇̅�(𝑡) =

1

2∆𝑡
(�̅�(𝑡 + ∆𝑡) − �̅�(𝑡 − ∆𝑡)) 

(52) 

 

Con las ecuaciones (51) y (52) se pueden obtener las ecuaciones del movimiento para el 

sistema de átomos estudiado. Sin embargo, las velocidades para el tiempo 𝑡 solo se pueden 

determinar cuando se han calculado las posiciones para el instante (𝑡 + ∆𝑡), obligando a 

imponer otra fórmula cuando 𝑡 = 0.  

El algoritmo de las velocidades de Verlet [89] evita este problema y permite obtener una 

solución muy próxima a la anterior. En este método se determina, en primer lugar, la 

velocidad para la mitad del intervalo de tiempo a analizar y la posición para el intervalo 

completo, según las expresiones (53) y (54): 

 
�̅� (𝑡 +

∆𝑡

2
) = �̅�(𝑡) +

∆𝑡

2
(�̈̅�(𝑡)) 

(53) 

 

 
�̅�(𝑡 + ∆𝑡) = �̅�(𝑡) + ∆�̅� (𝑡 +

∆𝑡

2
) ∆𝑡 

(54) 

Se determina la aceleración durante el intervalo de tiempo a estudiar (𝑡 + ∆𝑡), empleando el 

potencial que actúa sobre los átomos del sitema, según la expresión (55): 

 
�̈̅�(𝑡 + ∆𝑡) =

𝐹(𝑡 + ∆𝑡)

𝑚
= −

1

𝑚
∇𝑈(�̅�) 

(55) 

 

Una vez se han calculado estas expresiones, se determina la velocidad para el intervalo 

completo, teniendo en cuenta la aceleración obtenida en el paso anterior y en el intervalo 

siguiente: 

 
�̅�(𝑡 + ∆𝑡) = �̅� (𝑡 +

∆𝑡

2
) +

∆𝑡

2
�̈̅�(𝑡 + ∆𝑡) 

(56) 

 

Por consiguiente, la secuencia del algoritmo de velocidades de Verlet es el siguiente: 

1) Se calcula �̅� (𝑡 +
∆𝑡

2
) = �̅�(𝑡) +

∆𝑡

2
(�̈̅�(𝑡)) (ecuación (53)) 

2) Se calcula �̅�(𝑡 + ∆𝑡) = �̅�(𝑡) + ∆�̅� (𝑡 +
∆𝑡

2
) ∆𝑡 (ecuación (54)) 
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3) Se determina �̈̅�(𝑡 + ∆𝑡) de la interacción con el potencial utilizando �̅�(𝑡 + ∆𝑡) 

(ecuación (55)) 

4) Se calcula �̅�(𝑡 + ∆𝑡) = �̅� (𝑡 +
∆𝑡

2
) +

∆𝑡

2
�̈̅�(𝑡 + ∆𝑡) (ecuación (56)) 

Con estas expresiones, se asignan unos valores iniciales para la posición y la velocidad de los 

átomos y se ejecuta el algoritmo de forma iterativa hasta alcanzar el tiempo total de 

simulación. 

Nótese que el incremento de tiempo, ∆𝑡, elegido en una simulación numérica tiene mucha 

importancia porque influye en la precisión del cálculo. La utilización de ∆𝑡 muy pequeños 

aumenta el coste computacional y obliga a limitar el tiempo total de simulación. Los 

incrementos temporales que se suelen escoger en DM son menores que el periodo de 

vibración de los átomos o moléculas que se modelizan [82]. 

Para obtener la información completa del sistema atómico estudiado, es necesario disponer 

de los potenciales atómicos que describan fielmente las interacciones entre los átomos del 

sistema. A continuación, se abordan los potenciales más relevantes de aplicación en 

materiales que se han utilizado en este trabajo. 

Las interacciones entre átomos metálicos se suelen representar mediante el potencial EAM 

(embedded-atom method) desarrollado por Foiles et al. [90]. Este potencial considera las 

contribuciones del potencial de interacción entre los núcleos de los átomos y la energía que 

tiene en cuenta el efecto de la densidad electrónica y que representa la cantidad de energía 

requerida para colocar un átomo dentro del gas de electrones. De esta forma, se puede 

calcular la energía total del sistema según la expresión (57): 

 
ℰ𝑡𝑜𝑡 =∑𝐹𝑖(𝜌ℎ𝑖) +

1

2
∑ ∑ 𝜙𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗)

(𝑗≠𝑖)𝑖

 
(57) 

 

Donde 𝜌ℎ𝑖  es la densidad electrónica del átomo 𝑖, 𝐹𝑖(𝜌ℎ𝑖) es la energía del átomo embebido en 

la densidad de la nube de electrones, 𝜌, y 𝜙𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗) es la repulsión entre los núcleos de los 

átomos 𝑖 y 𝑗 que se encuentran a una distancia 𝑟𝑖𝑗 , y que se expresa mediante la ley de 

Coulomb. Estos términos, a su vez, se describen según las expresiones (58), (59) y (60): 

 𝜌ℎ𝑖 = ∑ 𝜌𝑗
𝑏(𝑟𝑖𝑗)

(𝑗≠𝑖)

 (58) 
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𝜙𝑖𝑗(𝑟) =

𝑍𝑖(𝑟)𝑍𝑗(𝑟)

𝑟
 

(59) 

 

 𝜌(𝑟) = 𝑛𝑠𝜌𝑠(𝑟) + 𝑛𝑑𝜌𝑑(𝑟) (60) 

 

donde 𝜌𝑗
𝑏  es la contribución de la densidad electrónica del átomo b considerado; 𝑛𝑠 y 𝑛𝑑 es el 

número de electrones de las capas s y d, respectivamente; y 𝜌𝑠 y 𝜌𝑑  son las densidades 

asociadas con las funciones de onda de s y d, respectivamente. 

Además, en estas expresiones, 𝑍 se corresponde con la carga de los átomos que entran en 

contacto y 𝑛 se corresponde con el número de la capa electrónica que se esté considerando. 

La carga de los átomos se describe en el potencial EAM según la expresión (61): 

 𝑍(𝑟) = 𝑍0(1 + 𝛽𝑅
𝜏)𝑒−𝛼𝑅 (61) 

 

En la ecuación (61), 𝑍0 viene determinado por el número de electrones exteriores del átomo 

considerado.  

Adicionalmente, la energía del átomo embebido, 𝐹𝑖(𝜌ℎ𝑖), se puede determinar mediante la 

ecuación de expansión o compresión de metales, cuando la densidad electrónica se aleja del 

equilibrio. Este término depende de la energía de sublimación, que se puede expresar según 

la ecuación (62): 

 ℰ(𝑏) = −ℰ𝑠𝑢𝑏(1 + 𝑏
∗)𝑒−𝑏

∗
 (62) 

 

En este caso, ℰ𝑠𝑢𝑏  es el valor absoluto de la energía de sublimación a 0 K y 0 bar, y 𝑏 es una 

medida de la desviación del parámetro de red respecto del equilibrio, que se puede expresar 

según la ecuación (63):  

 

𝑏∗ =

𝑏
𝑏0
− 1

(
ℰ𝑠𝑢𝑏
9𝐵𝛺

)
1/2

 

(63) 

 

Donde  𝑏∗ es el parámetro de red del metal de la fase condensada, 𝑏0 es el parámetro de red 

en equilibrio, 𝐵 es el módulo volumétrico del material y 𝛺 el volumen por átomo en equilibrio. 
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Es potencial permite, por ejemplo, describir las interacciones del oro, la plata, el cobre, el 

platino, el paladio y el níquel, previa determinación de los términos 𝛼, 𝛽 y 𝜏 que se encuentran 

en la ecuación (61). 

Por otro lado, cuando se quiere modelizar la energía que rige los enlaces en sistemas 

covalentes, uno de los potenciales atómicos más empleados es el potencial de Tersoff [91,92]. 

En este caso, la energía total del sistema formado por los átomos con esta interacción se puede 

calcular según la expresión (64): 

 
ℰ𝑇𝑓 =

1

2
∑𝑉𝑖𝑗
𝑖≠𝑗

 
(64) 

 

siendo el término 𝑉𝑖𝑗  la energía asociada a cada enlace entre los átomos 𝑖 y 𝑗, que se describe 

según la ecuación (65): 

 𝑉𝑖𝑗 = 𝑓𝐶(𝑟𝑖𝑗)[𝑓𝑅(𝑟𝑖𝑗) + 𝑏𝑖𝑗𝑓𝐴(𝑟𝑖𝑗)] (65) 

 

En este caso, 𝑖 y 𝑗 son los átomos del sistema, 𝑟𝑖𝑗  es la longitud del enlace entre los átomos 

considerados, 𝑓𝐶  es una función de corte que limita las interacciones del sistema, 𝑓𝑅 se 

corresponde con un potencial de repulsión y 𝑓𝐴 representa el potencial de atracción asociado 

al enlace, como se expresan en las ecuaciones (67), (68) y (66), respectivamente:  

 

𝑓𝐶(𝑟𝑖𝑗) =

{
 
 

 
 

1,                                   𝑟𝑖𝑗 < 𝑅𝑖𝑗

1

2
+
1

2
cos [

𝜋(𝑟𝑖𝑗 − 𝑅𝑖𝑗)

𝑆𝑖𝑗 − 𝑅𝑖𝑗
],   𝑅𝑖𝑗 < 𝑟𝑖𝑗 < 𝑆𝑖𝑗

0,                                    𝑟𝑖𝑗 > 𝑆𝑖𝑗

 

(66) 

 

 𝑓𝑅(𝑟𝑖𝑗) = 𝐴𝑖𝑗exp (−𝑡𝑖𝑗𝑟𝑖𝑗) (67) 

 

 𝑓𝐴(𝑟𝑖𝑗) = −𝐵𝑖𝑗exp (−𝑚𝑖𝑗𝑟𝑖𝑗) (68) 

 

donde 𝑅𝑖𝑗 y 𝑆𝑖𝑗 son distancias que se eligen para incluir solo al primer átomo vecino al átomo 

𝑖 , de las principales estructuras de interés. Estos términos se expresan mediante las 

ecuaciones (69) y (70): 

 𝑅𝑖𝑗 = (𝑅𝑖𝑅𝑗)
1/2 (69) 
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 𝑆𝑖𝑗 = (𝑆𝑖𝑆𝑗)
1/2 (70) 

 

Por otro lado, el término 𝑏𝑖𝑗 que aparece en la expresión (65) es una medida del orden de los 

enlaces considerados. Este término se corresponde con una función decreciente como se 

muestra en la expresión (71): 

 𝑏𝑖𝑗 = 𝜒𝑖𝑗(1 + 𝛽𝑖
𝑛𝑖휁𝑖𝑗

𝑛𝑖)−1/2𝑛𝑖  (71) 

 

En este caso, el parámetro 휁𝑖𝑗 se expresa mediante la ecuación (72): 

 휁𝑖𝑗 = ∑ 𝑓𝐶(𝑟𝑖𝑘)𝑔(휃𝑖𝑗𝑘)

(𝑘≠𝑖)

 (72) 

 

Siendo 휃𝑖𝑗𝑘 el ángulo formado por el enlace entre los átomos 𝑖𝑗 e 𝑖𝑘. 

 
𝑔(휃𝑖𝑗𝑘) = 1 +

𝑐𝑖
2

𝑑𝑖
2 −

𝑐𝑖
2

[𝑑𝑖
2 + (ℎ𝑖 − cos 휃𝑖𝑗𝑘)

2]
 

(73) 

 

El resto de los parámetros de ajuste 𝐴𝑖𝑗  , 𝐵𝑖𝑗 , 𝑡𝑖𝑗  y 𝑚𝑖𝑗  que aparecen en estas expresiones se 

describen mediante las expresiones (74), (75), (76) y (77): 

 𝐴𝑖𝑗 = (𝐴𝑖𝐴𝑗)
1/2 (74) 

 

 𝐵𝑖𝑗 = (𝐵𝑖𝐵𝑗)
1/2 (75) 

 

 
𝑡𝑖𝑗 =

𝑡𝑖 + 𝑡𝑗

2
 

(76) 

 

 
𝑚𝑖𝑗 =

𝑚𝑖 +𝑚𝑗

2
 

(77) 

 

Por último, para tratar las interacciones débiles entre átomos, existen diversos potenciales 

que representan la energía de atracción y repulsión entre átomos que pertenecen a distintas 
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superficies. Uno de los potenciales más empleados para estas interacciones es el de Lennard-

Jones (LJ) [93]. La energía de interacción total de un sistema se puede calcular mediante el 

potencial LJ atendiendo a la expresión (78): 

 
ℰ𝐿𝐽(𝑟) = 4휀 [(

𝑠

𝑟
)
12

− (
𝑠

𝑟
)
6

] 
(78) 

 

Siendo 휀 la energía del pozo de potencial, 𝑠 la distancia a la cual el potencial es cero y 𝑟 la 

distancia entre los átomos que se consideran. La representación de la función de la energía de 

un potencial de Lennard-Jones genérico es la que se muestra en la Figura 13. 

 

 

Figura 13: Potencial de Lennard-Jones general y derivada de la función del potencial. 

 

La distancia a la cual la energía es mínima, 𝑠0, se corresponde con la distancia de equilibrio 

entre átomos. A partir de esta distancia, la energía de adhesión disminuye gradualmente 

medida que aumenta la distancia ellos, alcanzando asintóticamente el valor de energía nulo 

para una distancia infinita. Por este motivo, en las simulaciones de DM se impone un radio de 

corte que limita la distancia a partir de la cual no se consideran las interacciones débiles entre 

los átomos. Este parámetro se suele denominar radio de corte y, habitualmente, se fija entre 

2,5𝑠 y 3,2𝑠 [83,94].  

A priori, el valor de los parámetros del potencial LJ de interacción 휀 y 𝑠, son desconocidos. Sus 

valores se suelen calcular mediante relaciones como la regla de las mezclas de Lorentz-
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Berthelot [95,96] (LB). De esta forma, es posible calcular la energía de interacción y la 

distancia según las expresiones (79) y (80), respectivamente: 

 휀𝑖𝑗 = √휀𝑖𝑖휀𝑗𝑗  (79) 

 

 
𝑠𝑖𝑗 =

𝑠𝑖𝑖 + 𝑠𝑗𝑗

2
 

(80) 

 

Donde 휀𝑖𝑖  y 휀𝑗𝑗  se corresponde con la profundidad del pozo de potencial de los átomos 𝑖 y 𝑗, 𝑠𝑖𝑖 

y 𝑠𝑗𝑗 es la distancia a partir de la cual el potencial se hace cero para los átomos 𝑖 y 𝑗, 

respectivamente.  

 

2.3.2. Programas de simulación por dinámica molecular 

En la actualidad, se pueden encontrar numerosos programas de cálculo que implementan la 

herramienta de la dinámica molecular para determinar el comportamiento de sistemas 

atómicos o moleculares. En esta breve sección se mencionan algunos de los más empleados 

hoy en día. 

Existen programas comerciales como Materials Studio, GROMOS, MacroModel, etc. Estos 

programas se caracterizan por estar contenidos en un único entorno interactivo con 

interfaces de usuario, que facilitan el uso de dichas herramientas. La elección del programa 

depende, fundamentalmente, del campo de investigación para el que se va a emplear. Por 

ejemplo, Materials Studio o MacroModel permite el análisis de sistemas atómicos de 

materiales sólidos, líquidos o gaseosos. Otros programas como GROMOS se suelen emplear en 

el análisis de sistemas biomoleculares. Sin embargo, la principal desventaja que presentan 

estas herramientas numéricas es su elevado coste, ya que se distribuyen bajo licencias no 

gratuitas, y que son programas cerrados, limitando su capacidad para simular sistemas y/o 

situaciones no convencionales. 

Frente a estos programas comerciales, existen bastantes programas libres y de código abierto, 

desarrollados generalmente por universidades y grupos de investigación dedicados al estudio 

de este campo, que se han establecido en muchos ámbitos. 

El programa de cálculo Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator (LAMMPS) 

es un código abierto desarrollado en el Laboratorio Nacional de Sandia por Plimpton et al. 

[97,98], pero al que han contribuido otros muchos autores. La gran ventaja que ofrece esta 
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herramienta es su versatilidad ya que permite la simulación de sistemas sólidos, líquidos o 

gaseosos empleando diferentes métodos como la dinámica molecular, el método de Monte 

Carlo, o los principios fundamentales, con una gran potencia de cálculo. 

LAMMPS permite las simulaciones de diversos materiales como metales, óxidos de metales, 

cerámicos, aleaciones, polímeros, moléculas orgánicas, DNA, etc. La implementación de esta 

diversidad de materiales es posible debido a las contribuciones de diferentes autores que han 

obtenidos los potenciales interatómicos empíricos.  

Una de las principales desventajas de LAMMPS es la ausencia de un entorno gráfico de 

interacción, por lo que no dispone de módulos asociados al preproceso y al postproceso de la 

simulación. Los sistemas se pueden crear definiendo su geometría o importando archivos que 

contengan las posiciones de los átomos. Esta opción es muy interesante cuando las 

geometrías son más complicadas, al carecer de un módulo propio específico para ello. 

Además, LAMMPS permite obtener archivos de salida con toda la información requerida del 

sistema atómico, pero su análisis y visualización es externo a LAMMPS y es necesario recurrir 

a programas específicos para este fin. 

Otros programas como el Groningen Machine for Chemicals Simulations (GROMACS) se 

emplean, principalmente, para la caracterización del comportamiento de sistemas 

moleculares bioquímicos como proteínas, lípidos o ácidos nucleicos, aunque permite la 

implementación de otros materiales como polímeros. GROMACS fue desarrollado 

originalmente en la Universidad de Groningen por Bekker et al. [99]. Este programa, también 

es de código abierto y permite implementar la dinámica molecular, el método Monte-Carlo y 

los principios fundamentales. 

Otro programa de dinámica molecular de uso relativamente extendido es el Not Another 

Molecular Dynamics (NAMD), desarrollado por el grupo Theoretical and Computational 

Biophysics en la Universidad de Illinois [100]. NAMD permite la modelización y el análisis de 

grandes sistemas biomoleculares. Igual que los programas antes mencionados, es un código 

abierto y utiliza un programa externo de visualización. 

En el estudio de los sistemas moleculares o biomoleculares, también cabe destacar la 

utilización del programa AMBER. Este código abierto se desarrolló en 1970 por Kollman en la 

Universidad de California. Permite también la resolución de problemas por dinámica 

molecular, por el método de Monte-Carlo y por los principios fundamentales. 

Con el objetivo de poder modelizar sistemas concretos como cadenas de polímeros o 

geometrías más complicadas como nanotubos, existen otros programas externos que 
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proporcionan archivos que contienen la información del sistema atómico o molecular en un 

formato compatible con los programas de DM como LAMMPS o GROMACS. Algunos de estos 

módulos de creación de moléculas o átomos son Avogradro, Atomsk, OCTA, Packmol, etc. En 

general, estas herramientas computacionales son de código abierto también. Por ejemplo, los 

programas como Avogadro o Packmol permiten diseñar y editar moléculas, definir geometrías 

muy concretas y con mayor grado de complejidad, con una constante visualización del sistema 

que se está desarrollando. Otros módulos de construcción como Atomsk [101] están más 

especializados en el campo de ciencias de los materiales y permiten definir sistemas 

policristalinos, polímeros, cerámicos, etc. 

Para el análisis de los resultados finales del cálculo de DM se pueden utilizar diferentes 

programas que se alimenten de los formatos de salida particulares. La visualización de los 

sistemas atómicos durante el proceso simulado se suele representar en programas 

específicos de visualización como OVITO [102], AtomEye [103] o Visual Molecular Dynamics 

(VMD). Por ejemplo, VMD es un programa de visualización de moléculas, en particular de 

biopolímeros, como proteínas o ácidos nucleicos [104]. Este programa se utiliza para la 

visualización de los resultados proporcionados por NAMD. OVITO o AtomEye son programas 

de visualización más generales, cuyo requisito es que los archivos tengan un formato 

compatible. 

OVITO es una de las herramientas de visualización y postproceso más empleados en los 

estudios de DM, ya que además de representar de manera visual el sistema atómico en los 

pasos impuestos, contiene una serie de módulos de cálculo que permiten analizar diferentes 

fenómenos asociados a los sistemas moleculares o atómicos como son las dislocaciones, las 

estructuras atómicas de los sistemas, los campos de tensiones, etc. 

 

2.3.3. Aplicaciones de la dinámica molecular a los ensayos de 
indentación a escala atómica 

Como se puede deducir de los apartados anteriores, las herramientas de cálculo de dinámica 

molecular permiten la modelización de numerosos casos a escala atómica. Particularmente, 

en el ámbito de ingeniería y ciencia de materiales, estas simulaciones han permitido un gran 

desarrollo en el estudio de la nanotribología y el comportamiento mecánico de elementos 

nanométricos. Entre los numerosos estudios existentes, cabe destacar las crecientes 

contribuciones al estudio del proceso de indentación a escala atómica, empleadas para 

caracterizar capas delgadas, nanotubos, nanopartículas, etc. [105–107]. 
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En estas últimas décadas, efectos como la orientación cristalográfica de los metales FCC o el 

espesor de capa sobre las propiedades mecánicas obtenidos de ensayos de nanoindentación, 

han sido analizados por diversos autores a través de simulaciones por DM. Por ejemplo, 

Hansson analizó el efecto de la orientación cristalográfica y el espesor de capa en sustratos 

de cobre mediante simulaciones de nanoindentación esférica por DM [108]. En este estudio, 

las propiedades obtenidas a partir de la curva de carga del ensayo se determinaron a partir 

del modelo de contacto de Hertz, resultando unos valores iguales a las de un ensayo 

macroscópico. Zhao et al. también estudiaron la influencia de las orientaciones 

cristalográficas (100) y (111) y del espesor en capas alternas de níquel y plata, sobre las 

propiedades mecánicas del conjunto [109]. Por otro lado, Li et al. [110] realizaron 

simulaciones sobre sustratos de oro y de aleaciones con oro, con distintas orientaciones 

cristalográficas. En este caso, los autores distinguen los procesos de nucleación de defectos y 

los procesos de endurecimiento de los sustratos a partir de las curvas dureza-fuerza 

obtenidas de la aplicación del modelo hertziano a los resultados de DM. 

Otros fenómenos como la aparición de dislocaciones durante el ciclo de indentación sobre 

metales también ha sido un tema bastante analizado sobre distintos metales [111,112]. 

Huang et al. estudiaron la formación de dislocaciones en un sustrato de níquel mezclado con 

capas de grafeno [113]. En este estudio, se determinó que la adición de capas de grafeno frena 

la propagación de las dislocaciones. Además, la resistencia y la dureza del compuesto de 

níquel-grafeno disminuye en función de la longitud de la capa de grafeno que contenga. 

Shinde et al. también analizaron las dislocaciones y la dureza en una capa de níquel sobre un 

sustrato de cobre [114]. Los autores determinaron la influencia del tamaño del indentador, la 

velocidad de indentación y el espesor del recubrimiento de níquel sobre estos parámetros. 

Aplicando el modelo de contacto de Hertz sobre los resultados obtenidos, se observó un 

aumento de la dureza en un 36% en las simulaciones en las que se había aumentado la 

velocidad hasta 150 m/s respecto a las simulaciones a 50 m/s. Este aumento de la dureza 

también se observó cuando la capa de níquel tenía un espesor mayor. Por el contrario, la 

dureza del conjunto decae cuanto mayor era el radio del indentador.  

Por otro lado, Chen et al. llevaron a cabo simulaciones de indentación de DM para determinar 

el efecto del tamaño de partículas de aluminio y del tamaño del indentador sobre las 

propiedades mecánicas. Los autores analizaron los resultados en función del cociente entre 

el radio del indentador y el de la partícula, para ambos parámetros variables. En este estudio 

realizado se determinó que las partículas con menor radio no tienen el mismo 

comportamiento mecánico que las partículas grandes incluso en las mismas situaciones de 
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indentación. Además, las partículas con radios pequeños presentaron más deformación 

plástica durante este proceso [115].  

Otros fenómenos como la influencia del tamaño de grano también ha sido analizado con DM 

sobre distintos tipos de materiales como cuarzo [116] o metales como el níquel [117]. 

Concretamente, Tucker y Foiles [117] determinaron la influencia del tamaño de grano en la 

deformación obtenida en la simulación del proceso de nanoindentación sobre níquel, 

variando la velocidad de la indentación de 0.5 a 5 m/s. En este caso, se determinó que esta 

variación de la velocidad no afectaba a las propiedades obtenidas del níquel.  

Abdeslam realizó simulaciones de dinámica molecular de un ensayo de indentación esférica 

sobre un sustrato de cobre que contiene una inclusión de plata. El comportamiento mecánico 

de este sistema demostró que la dureza y la resistencia es menor cuanto mayor es la inclusión 

de plata [118]. 

Luu et al. compararon los resultados obtenidos al simular los efectos de una capa de óxido de 

aluminio que se forma sobre el sustrato de aluminio en un proceso de indentación esférica, 

con tres potenciales distintos para simular las interacciones atómicas [107]. Adicionalmente, 

en este estudio, los autores variaron la velocidad del indentador de 0.5 a 200 m/s. Los autores 

concluyen que tanto el potencial EAM, como el ReaxFF y el COMB3 predicen de manera 

correcta el comportamiento mecánico de este metal, pero analizan las diferencias 

encontradas en las grietas y dislocaciones que se forman con cada potencial. Además, la 

influencia de la velocidad de indentación comienza a ser significativa a partir de los 25 m/s, 

por debajo de esta velocidad los resultados obtenidos no muestran variaciones significativas.  

Otros autores han tratado también el efecto de la orientación cristalográfica de los sustratos 

modelizados por DM [119]. Huang et al. [120] estudiaron este problema con un ensayo de 

nanoindentación sobre cobre con una punta de tipo Berkovich. Las simulaciones realizadas 

con orientaciones (100), (110) y (111) revelaron que la fuerza registrada era mayor en el caso 

de la orientación (111) y que la densidad de dislocaciones que se genera en la región de 

indentación son menores para la orientación (100).  

Komanduri et al. también estudiaron la orientación cristalográfica en el proceso de 

indentación y rayado sobre aluminio, para determinar el efecto de la anisotropía sobre los 

valores de dureza [121]. En este estudio, los autores concluyeron que a escala atómica los 

valores de dureza son de un orden de magnitud superior que a macroescala. Además, 

observaron que, a bajas profundidades de penetración la deformación plástica del material 

está gobernada por el límite elástico del material (debido al efecto de escala) y que la 

anisotropía produce unas desviaciones en la dureza del 29%. Por otro lado, Fang et al. 
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también estudiaron los efectos de la orientación cristalográfica en sustratos de aluminio 

utilizando una punta de tipo Berkovich [122]. En este caso, se analizó el efecto del ángulo del 

indentador, la velocidad impuesta y las dislocaciones que se forman según la orientación 

cristalográfica. 

Hu et al. [123] estudiaron la anisotropía en sustratos de níquel con orientaciones 

cristalográficas (001), (011) y (111) en un ensayo de indentación esférica. Adicionalmente, 

analizaron la formación de dislocaciones y la evolución de la dureza y el módulo de Young. 

Estos autores reportaron valores de 190.5, 240.7 y 289.1 GPa para el módulo elástico del Ni 

para las orientaciones cristalográficas (001), (011) y (111), respectivamente, aplicando el 

modelo de contacto hertziano. 

Xu et al. [124] analizaron el efecto de la velocidad de indentación en muestras de titanio-

aluminio indentadas por diamante. En este estudio, los autores variaron la velocidad de 

indentación de 1 a 15 m/s, determinando que no se observaban cambios significativos en los 

módulos elásticos obtenidos al aplicar el método de Oliver y Pharr. 

Además, Nair et al. [125] también analizaron el efecto de la velocidad del indentador en capas 

de níquel con una orientación cristalográfica (111). En este caso, el indentador era simulado 

como una región que repele los átomos del sustrato metálico y su velocidad variaba entre 2.5 

m/s y 10 m/s. Los autores concluyeron que la velocidad del indentador no afectaba a los 

resultados obtenidos. 

Como se puede observar de los ejemplos expuestos de estudios realizados con DM, esta 

herramienta permite la modelización de muchos sistemas y configuraciones, y analizar 

diversos fenómenos que afectan al proceso de indentación o al comportamiento de los 

materiales en este proceso. Sin embargo, todas estas contribuciones mencionadas tienen en 

común la modelización que se ha realizado del indentador para estos ensayos a escala 

atómica. En todos ellos, se ha considerado un indentador infinitamente rígido, que consiste 

en una región de geometría definida, pero carente de átomos, que repele los átomos de la 

superficie de los sustratos a medida que el indentador penetra sobre los materiales. En este 

caso particular, no se contemplan los fenómenos de adhesión, dado que esta región sólo ejerce 

una fuerza de repulsión con un alcance definido. Por este motivo, los modelos aplicados son 

los correspondiente al contacto hertziano o las ecuaciones de Oliver y Pharr.  

Aunque a escala macroscópica los fenómenos de la adhesión no son relevantes, a una escala 

menor, como la micro, nano o atómica, tal y como se ha expuesto en la sección “2.2.2. 
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Singularidades de la indentación a escala atómica” no son despreciables, debido al aumento 

de la relación entre la superficie y el volumen.  

Por este motivo, el análisis de los efectos de la adhesión sobre metales a escala nanométrica 

también se ha desarrollado durante las últimas décadas mediante simulaciones numéricas de 

dinámica molecular. En estos estudios, se representa el indentador con una cierta geometría 

mediante un grupo de átomos y se impone un potencial de interacción débil de tipo Lennard-

Jones o Morse entre estas partículas y los átomos del sustrato. 

El efecto del tamaño de grano en sustratos de cobre policristalino, se ha analizado en ensayos 

de indentación esférica considerando potenciales de Lennard-Jones o Morse en la interacción 

entre ambos sólidos [126–128]. Huang et al. [126] determinaron que los tamaños de grano 

menores a 5 nm provocan una caída en la tensión equivalente, pero las tensiones inducidas 

se vuelven más relevantes. Por otro lado, Li et al. [128] analizaron la relación entre el tamaño 

de grano sobre las propiedades mecánicas y los mecanismos de deformación, aplicando las 

expresiones de Oliver y Pharr sobre los resultados obtenidos. 

Hansson estudió la influencia de la rugosidad superficial en un proceso de indentación sobre 

cobre [108]. En este estudio se determinaron las propiedades elásticas y plásticas de este 

material considerando un potencial EAM para los átomos de cobre del sustrato y una 

interacción de Morse entre el indentador y la muestra. Las curvas fuerza-desplazamiento 

obtenidas mediante estas simulaciones muestran los fenómenos de adhesión durante el 

proceso de carga y de descarga del material. 

Fang y Wu realizaron simulaciones de DM de ensayos de indentación sobre capas de níquel, 

aluminio y aluminio-níquel, con el objetivo de estudiar el efecto de la deformación, el contacto 

y la adhesión [129]. En este estudio se muestra el “salto” que se produce de los átomos del 

sustrato hacia los átomos del indentador y la pérdida de algunos que se quedan adheridos al 

diamante, debido a las fuerzas de atracción. En la comparativa de los resultados obtenidos, 

los autores emplearon el modelo de Hertz asumiendo las propiedades macroscópicas de los 

metales simulados. Los autores concluyeron que las fuerzas son ligeramente inferiores que 

las obtenidas por DM. 

Otros autores han contribuido con simulaciones numéricas de DM de ensayos de 

indentaciones esféricas sobre sustratos de oro, de oro y cobre con una capa de níquel como 

recubrimiento, de hierro, aleaciones de cobre-níquel, plata y níquel [130–135], debido a su 

interés industrial. 
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Sin embargo, aunque en estos estudios se tiene en cuenta la interacción entre los átomos del 

indentador con el sustrato ensayado, en general, se aplican los modelos de contacto sin 

adhesión para determinar las propiedades mecánicas de los sistemas, dando lugar a 

desviaciones entre las simulaciones realizadas y las predicciones de estos modelos.  

Frente a esta problemática, también se pueden encontrar publicaciones en las que se aplican 

modelos de contacto con adhesión en los casos de nanoindentación, aunque su número es 

bastante reducido. Por ejemplo, Shen y Sun realizaron simulaciones de dinámica molecular 

de indentación esférica sobre un sustrato de cobre, variando la orientación cristalográfica del 

indentador. Los autores aplicaron el modelo de contacto JKR sobre los resultados numéricos, 

determinando que el radio de contacto obtenido era mucho mayor que los que predice este 

modelo basado en el continuo [136].  

Por otro lado, Li et al. [137] analizaron también el efecto de la adhesión en el proceso de 

indentación de una esfera rígida sobre un sustrato de cobre considerando la anisotropía en el 

material y la adhesión. En este estudio se compararon las curvas numéricas de fuerza-

desplazamiento con los modelos de Hertz, JKR y DMT, y se concluyó que ninguno de estos 

modelos del continuo predice de forma totalmente correcta el comportamiento del sustrato 

de cobre. El radio de contacto calculado a partir de las simulaciones de DM se desviaba de las 

predicciones de las teorías del continuo, siendo mayores los resultados de DM que las 

predicciones del modelo JKR en la región atractiva.  

Como se puede observar, la validez de la simulación de los ensayos de simulación esférica a 

escala atómica para predecir de la manera más precisa posible el comportamiento de los 

metales modelizados, reside en la correcta aplicación de los modelos basados en la teoría del 

continuo. Muchos estudios consideran la interacción entre el indentador y el sustrato, pero 

determinan las propiedades mecánicas del sustrato a través de modelos del continuo que no 

tienen en cuenta los fenómenos de adhesión que a esta escala tienen una gran relevancia. 

Otros estudios, aunque menos numerosos, sí tienen en cuenta los modelos de contacto con 

adhesión JKR o DMT, pero concluyen que estos modelos no predicen de forma adecuada el 

material modelizado, aun así, se aplican también en situaciones de transición, donde la validez 

está comprometida. 

Esta breve revisión pone de manifiesto la necesidad de revisar las condiciones bajo las cuales, 

los modelos JKR y DMT, pueden aplicarse con éxito en resultados de simulaciones numéricas 

por DM de procesos de nanoindentación, especialmente sobre materiales metálicos; y 

también estudiar la posibilidad de emplear modelos de adhesión más generales que puedan 



Capítulo 2: Estado del arte 
 

_________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 

53 
 

aplicarse a cualquier proceso de adhesión con metales, más allá de los casos límite descritos 

por los modelos de JKR y DMT. 

Como ya se ha mencionado anteriormente, la técnica de nanoindentación constituye una 

estrategia de ensayo a través de la cual se pueden obtener las propiedades mecánicas de un 

material a escala nanométrica e incluso atómica. Sin embargo, a estas escalas, los datos 

recogidos de estos ensayos están fuertemente influenciados por los efectos de adhesión. Para 

poder obtener unos valores representativos de las propiedades mecánicas de los materiales, 

a través de esta técnica de ensayo, es necesario cuantificar de manera fiable los fenómenos de 

adhesión. Para ello es imprescindible aplicar aquellos modelos que sean capaces de describir 

dicho fenómeno de manera precisa.   

 



  

 
 

  



  

 
 

3. OBJETIVOS 

En un contacto entre sólidos, la relación entre las fuerzas aplicadas y los desplazamientos 

producidos son consecuencia tanto del comportamiento mecánico de los materiales 

implicados, como de las interacciones superficiales entre los sólidos en la región de 

contacto. A escalas macroscópicas la respuesta mecánica de los materiales domina frente a 

las interacciones superficiales, pero a medida que la escala se reduce, la interacción 

superficial empieza a tomar mayor importancia, hasta el punto de ser absolutamente 

imprescindible su consideración a escalas nanométricas o atómicas. En un ensayo mecánico 

de nanoindentación, sea éste experimental o virtual, el resultado obtenido es un registro de 

la fuerza aplicada frente al desplazamiento producido. Para dar un paso más e identificar 

propiedades que definan el comportamiento mecánico de los materiales implicados 

(modulo elástico, resistencia, etc.) y las características del contacto (energía de adhesión, 

fricción, etc.) es necesario establecer qué modelos de material y qué modelos de contacto 

son los más adecuados. La justificación de la utilización de un modelo u otro se basa en 

condiciones que implican el uso de las mismas propiedades que constituyen el objeto de 

ensayo y son en principio desconocidas. 
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En este contexto puede formularse el objetivo principal de esta tesis doctoral que consiste 

en estudiar el efecto de las fuerzas de adhesión en el proceso de indentación de una punta 

esférica de diamante con dimensiones del orden de las distancias interatómicas sobre 

metales con estructura cristalina cúbica centrada en las caras (FCC). 

Para conseguir este objetivo principal se han planteado los siguientes objetivos parciales: 

- realizar simulaciones con dinámica molecular de ensayos de indentación esférica de 

diamante sobre metales con estructura cristalina FCC; 

- analizar comparativamente las curvas fuerza-desplazamiento en ensayos de 

indentación en los que se consideran o no los efectos de las fuerzas de adhesión; 

- aplicar los modelos de contacto basados en la mecánica del continuo, que 

consideran los fenómenos de adhesión, a los resultados de las simulaciones con 

dinámica molecular de un proceso de indentación a escalas del orden de las 

distancias interatómicas; 

- seleccionar el modelo de contacto que mejor pueda aplicarse a un proceso de 

indentación de una esfera de diamante sobre un material metálico con estructura 

cristalina FCC y determinar las propiedades mecánicas del material estudiado y la 

energía de adhesión del contacto; 

- evaluar la validez de los modelos de contacto basados en la mecánica del continuo 

para describir indentaciones esféricas diamante-metal FCC con dimensiones del 

orden de las distancias interatómicas. 

 

 

  



  

 
 

4. METODOLOGÍA 

En este capítulo de se describe el procedimiento seguido para analizar el efecto de la 

adhesión en la indentación esférica con diamante sobre muestras metálicas FCC a escala 

atómica. 

El capítulo está dividido en tres apartados, utilizando el primero de ellos para dar los 

detalles del proceso de simulación con dinámica molecular. Se define el problema 

especificando las dimensiones de la indentación, los materiales estudiados, las zonas 

definidas en el modelo numérico y los potenciales utilizados. Adicionalmente, se resume el 

proceso de validación utilizado y el análisis de la influencia de la velocidad de indentación 

impuesta, un parámetro a tener en cuenta, como ha quedado puesto de manifiesto en el 

capítulo 2 dedicado al estado del arte.  

El segundo apartado está dedicado a la definición de los sistemas simulados que, 

básicamente han sido tres en función de la modelización del indentador: indentador 

deformable con adhesión, indentador deformable sin adhesión e indentador rígido con 

adhesión. 
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Finalmente, el tercer apartado de este capítulo de metodología se dedica a explicar el 

procedimiento de obtención de las propiedades objetivo, es decir, el módulo elástico y la 

energía de adhesión. Se trata de un procedimiento híbrido basado en la aplicación del 

modelo de contacto de Maugis a las curvas fuerza desplazamiento que proporciona la 

simulación con dinámica molecular. Además, se incluye una manera de determinar el radio 

de contacto que puede también ser utilizado como elemento de comparación. 

 

4.1. Simulación de un ensayo de indentación por 
dinámica molecular 

En esta tesis doctoral se ha realizado un estudio numérico de dinámica molecular del 

problema de una indentación esférica sobre muestras metálicas FCC, con orientación 

cristalográfica (100). Este estudio a escala atómica se ha realizado con un indentador de 

diamante que penetra un determinado desplazamiento sobre distintos metales de interés 

tecnológico. 

Todas las simulaciones se han realizado con el programa de cálculo Large-scale Atomic 

Molecular Massively Parallel Simulator (LAMMPS), desarrollado por el Laboratorio Nacional 

de Sandia [98]. Las principales ventajas de este programa de código abierto ya se han 

expuesto en la sección “2.3.2. Programas de simulación por dinámica molecular”. 

 

4.1.1. Definición del problema 

En las simulaciones de DM realizadas se han analizado los materiales metálicos FCC que se 

muestran en la Tabla 1 con sus respectivos parámetros de red:  

Tabla 1: Parámetros de red de los metales FCC estudiados en las simulaciones 

Material Aluminio Cobre Níquel Oro Paladio Plata Platino Plomo 

Parámetro 

de red (Å) 
3.99 3.62 3.52 4.08 3.89 4.09 3.92 4.95 

 

Teniendo en cuenta el sistema atómico que se quiere resolver mediante DM y las unidades 

asociadas a los potenciales atómicos, tamaño de la simulación, parámetros de red, etc. se 

han empleado en todos estos cálculos las unidades metal, cuyas principales magnitudes son 

las que se enumeran a continuación: 
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- masa: gramos/mol (g/mol); 

- distancia: Angstroms (Å); 

- tiempo: picosegundos (ps); 

- energía: electronvoltios (eV); 

- velocidad: Angstroms/picosegundo (Å/ps); 

- fuerza: eV/Angstrom (eV/Å); 

- temperatura: Kelvin (K); 

- presión: bar; 

En general, en todos los estudios numéricos se han utilizado cajas de simulación con 

condiciones de periodicidad en los ejes X y Z, con el objetivo de simular muestras infinitas. 

Estas condiciones de periodicidad permiten modelizar sistemas como si se tratase de 

materiales masivos rodeando la caja de simulación de infinitas celdas imaginarias. De lo 

contrario no se podría simular este problema ya que sería necesario generar una muestra 

con un número mínimo de átomos superior a 1023 [78,88]. En el eje Y no se han impuesto 

condiciones de periodicidad, dado que es el eje que coincide con la dirección de la 

indentación. 

Cada muestra se encuentra compuesta por dos grupos diferentes de átomos, como se 

muestra en la Figura 14. El primer grupo se ha denominado “átomos fijos” y contiene unas 

pocas capas de átomos en la dirección Y. Los átomos fijos permanecen inmóviles durante el 

proceso de indentación impidiendo el movimiento de sólido rígido de la muestra. 

El segundo grupo de átomos que contiene el resto de los átomos de la muestra metálica son 

los denominados “átomos newtonianos”. Este grupo de átomos se mueve libremente 

durante todo el proceso de indentación siguiendo las leyes de movimiento de Newton, pero 

respetando las condiciones de periodicidad. Es en esta zona donde se desarrolla todo el 

proceso de indentación. 

El indentador esférico está compuesto por átomos de carbono con estructura diamante, 

cuyo parámetro de red es de 3.57 Å. Inicialmente, el indentador se sitúa en una posición que 

garantice una separación superior a 10 Å entre los átomos de carbono y los primeros 

átomos de la muestra metálica, evitando así interacciones interatómicas entre ellos antes 

del proceso de indentación. 
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Figura 14: Sistema general de una indentación esférica de diamante sobre una muestra metálica modelizado en 
LAMMPS. 

 

Durante las simulaciones se ha utilizado un incremento temporal de 1 fs, asegurando que el 

tiempo de integración es menor que el periodo de vibración de los átomos metálicos y del 

diamante, lo que garantiza un buen resultado en la integración de las ecuaciones de 

movimiento mediante el algoritmo de Verlet [82]. 

 

4.1.2. Equilibrio y proceso de indentación 

Una vez se han definido la geometría del problema y los parámetros básicos de la 

simulación, se ha llevado a cabo el equilibrado del sistema atómico, lo que permitirá definir 

la posición inicial de los átomos del sistema.  

En primer lugar, se realiza una minimización de la energía potencial del todo el sistema a 0 

K, mediante el método del gradiente conjugado, esta minimización devuelve la posición de 

los átomos del conjunto en su estado de mínima energía. El método del gradiente conjugado 

determina un mínimo local de la energía del sistema en el primer paso de cálculo, a partir 

de esta información y del nuevo gradiente obtenido de las fuerzas entre los átomos del 

sistema, vuelve a calcular el mínimo local de la energía.  

Cuando se tienen las posiciones iniciales del sistema atómico a la temperatura de cero 

absoluto, se incrementa la temperatura del sistema hasta 300 K, con el objetivo de simular 

Y

X

Z

Indentador
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Muestra 
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un ensayo de indentación a temperatura ambiente. El proceso de equilibrado del sistema se 

ha realizado con un ensamblaje canónico (NVT) a 300 K, imponiendo así, que no varía el 

número de átomos (N), no se altera el volumen (V) y la temperatura promedio (T) del 

sistema se mantiene constante, durante 60 ps. Para ello se ha empleado el termostato de 

Nose-Hoover [138,139], un algoritmo que permite determinar el ensamblaje NVT, para 

determinar las posiciones de los átomos en cada instante de tiempo hasta que se alcanza al 

equilibrio garantizando que las propiedades macroscópicas no dependen del tiempo 

impuesto. 

Como se ha comentado en la sección anterior, el indentador se sitúa a una distancia 

suficientemente alejada de la superficie de la muestra para evitar interacciones en el 

proceso inicial de equilibrio. Además, esta condición también se debe cumplir en el instante 

previo al inicio del proceso de indentación. Por este motivo, se mueve el grupo de átomos 

del indentador a lo largo del eje Y a una velocidad de 100 m/s hasta que queda a una 

distancia próxima a la superficie, pero aún sin interacción con ella. En ese instante, se inicia 

el proceso de indentación. En todos los casos modelizados, se mueve el indentador en la 

dirección Y con una velocidad constante de 20 m/s mientras se somete el sistema a un 

ensamblaje NVE. Esta velocidad se consigue imponiendo un desplazamiento constante en 

cada incremento de tiempo de la simulación. Cuando el indentador alcanza el 

desplazamiento considerado, se inicia el proceso de descarga del ciclo de indentación, en el 

cual se retira el grupo de átomos de diamante con la misma velocidad que en la rama de 

carga, hasta que llega a la posición inicial de la que partía. 

Para determinar la influencia de la velocidad de indentación en este proceso, se han llevado 

a cabo simulaciones donde se ha variado la velocidad del indentador durante el ciclo de 

carga y descarga, imponiendo velocidades de 2, 5, 10 y 20 m/s.   

 

4.1.3. Potenciales de los materiales metálicos 

Como se comentó en el primer capítulo de “Estado del arte”, las herramientas de simulación 

numérica de dinámica molecular se alimentan de potenciales empíricos para resolver las 

ecuaciones del movimiento. Para modelizar la interacción entre los átomos metálicos de las 

muestras de oro, plata, cobre, platino, paladio y níquel se ha utilizado el potencial 

interatómico EAM (embedded-atom method) desarrollado por Foiles et al. [140]. En la 

Tabla 2 se muestran los parámetros empleados por estos autores para estas interacciones 

y que también se han utilizado en esta tesis doctoral con el programa LAMMPS: 
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Tabla 2: Parámetros para el potencial EAM para el Au, Ag, Cu, Pd, Pt y Ni [140]. 

Parámetro Au Ag Cu Pd Pt Ni 

𝒁𝟎 11 11 11 10 10 10 

𝜶 1.4475 2.1395 1.7227 1.2950 1.2663 1.8633 

𝜷 0.1269 1.3529 0.1609 0.0595 0.1305 0.8957 

𝝉 2 2 2 1 1 1 

𝒏𝒔 1.0809 1.6760 1.0000 0.8478 1.0571 1.5166 

 

Por otro lado, el potencial escogido para definir el comportamiento del aluminio es el 

desarrollado por Jacobsen et al. [141]. Este potencial considera también la energía de los 

átomos embebidos en una nube de electrones y determina los parámetros necesarios para 

representar los enlaces que se producen entre átomos de aluminio.  

Adicionalmente, el potencial que representa la energía entre los átomos de plomo se ha 

modelizado con el potencial desarrollado por Wang et al. [142]. Éste es una aproximación 

basada en el potencial EAM, pero con las modificaciones necesarias para describir de forma 

más precisa el comportamiento del plomo. Todos estos potenciales están implementados 

en el programa LAMMPS. 

Con el objetivo de validar los potenciales empleados, se determinan previamente las 

propiedades elásticas de los materiales mediante simulaciones de DM de un ensayo de 

tracción. En estas simulaciones, se ha implementado una caja de átomos cúbica con una 

longitud de 50 veces el parámetro de red de cada material, con periodicidad en todas 

direcciones. Las orientaciones cristalográficas de los átomos en estas simulaciones son 

(100) y (111). 

El proceso de tracción se ha llevado a cabo según el método descrito por Rassoulinejad-

Mousavi et al. [143]. En primer lugar, se minimiza la energía potencial del sistema a 0 K. 

Cuando los átomos están en la posición de mínima energía, se incrementa la temperatura 

del sistema y se aplica un ensamblaje canónico (NVT) a 500 K durante 10 ps. Tras este 

proceso, se aplica un ensamblaje isotérmico e isobárico (NPT) durante 25 ps a 500 K. Luego 

se enfría el sistema reduciendo su temperatura a 300 K con un ensamblaje NVT durante 30 

ps y por último se aplica un ensamblaje NPT a 300 K durante 25 ps. Entre cada etapa se 

reescala el momento lineal del sistema, antes de imponer el siguiente ensamblaje. Una vez 

se ha realizado el proceso de minimización, se procede a traccionar la muestra metálica con 

una velocidad de deformación de 10-3 ps-1, como se muestra de manera esquemática en la 

Figura 15. 
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Figura 15: Representación de los ensayos de tracción realizados sobre las muestras metálicas FCC. 

 

Con este proceso, se obtiene la tensión en la caja de átomos en función de la deformación 

impuesta. Como es conocido, la matriz de las constantes elásticas para una estructura tipo 

FCC se escribe según la expresión (81): 

 

𝐶̿ =

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶12
𝐶12 𝐶11 𝐶12
𝐶12 𝐶12 𝐶11

0    0    0
0    0    0
0   0    0

0    0    0
0    0    0
0    0    0

𝐶44 0 0
0 𝐶44 0
0 0 𝐶44]

 
 
 
 
 

 

(81) 

 

La relación entre la tensión y la deformación para un material elástico lineal con estructura 

cúbica se escribe según la ecuación (82): 

 𝜎𝑖𝑗 =∑𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙
𝑘𝑙

 (82) 

 

Atendiendo a la expresión (82), la tensión en cada dirección del sistema de referencia XYZ 

se corresponde con las siguientes ecuaciones: 

 𝜎𝑥𝑥 = 𝐶11휀𝑥𝑥 + 𝐶12(휀𝑦𝑦 + 휀𝑧𝑧) (83) 

 

 𝜎𝑦𝑦 = 𝐶11휀𝑦𝑦 + 𝐶12(휀𝑥𝑥 + 휀𝑧𝑧) (84) 
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 𝜎𝑧𝑧 = 𝐶11휀𝑧𝑧 + 𝐶12(휀𝑥𝑥 + 휀𝑦𝑦) (85) 

 

 𝜎𝑥𝑦 = 𝐶44휀𝑥𝑦 (86) 

 

Por lo tanto, se pueden obtener las constantes elásticas para cada material a través de los 

registros tensión-deformación obtenidos de las simulaciones. 

Con estos valores de las constantes elásticas de cada material FCC, se pueden calcular las 

principales propiedades elásticas empleando los métodos de Voight (isodeformación) y 

Reuss (isotensión). El valor límite superior se corresponde con el valor proporcionado por 

el método de Voight en el cual se asume que la deformación es uniforme y continua. En el 

límite inferior de los valores se encuentra el que proporciona el método de Reuss donde se 

asumen que las tensiones son continuas. De esta forma, el módulo de elasticidad 

volumétrico, 𝐵, del material se calcula de acuerdo con la ecuación (87): 

 
𝐵 = 𝐵𝑉 = 𝐵𝑅 =

𝐶11 + 2𝐶12
3

 
(87) 

 

coincidiendo los valores deducidos con los modelos de Voight y Reuss, 𝐵𝑉  y 𝐵𝑅 , 

respectivamente.  

Los valores del módulo de elasticidad transversal, 𝐺𝑉  y 𝐺𝑅 , según estos los modelos de 

Voight y Reuss se corresponden respectivamente con: 

 
𝐺𝑉 =

𝐶11 − 𝐶12 + 3𝐶44
5

 
(88) 

 

 
𝐺𝑅 =

5𝐶44(𝐶11 − 𝐶12)

4𝐶44 + 3(𝐶11 − 𝐶12)
 

(89) 

 

El módulo de elasticidad se determina en ambos casos según la expresión: 

 
𝐸 =

9𝐺𝐵

3𝐵 + 𝐺
 

(90) 
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Por último, el coeficiente de Poisson se corresponde también para ambos casos con: 

 
𝜈 =

3𝐵 − 2𝐺

2(3𝐵 + 𝐺)
 

(91) 

 

Cuando se tienen estas propiedades elásticas en función de cada uno de los métodos, se 

determina el valor final como el promedio de los límites de Voight y Reuss: 

 
𝐺 =

𝐺𝑉 + 𝐺𝑅
2

 
(92) 

 

 
𝐸 =

𝐸𝑉 + 𝐸𝑅
2

 
(93) 

 

 
𝜈 =

𝜈𝑉 + 𝜈𝑅
2

 
(94) 

 

4.1.4. Potencial para el indentador 

El potencial empleado para las interacciones entre los átomos de carbono en el indentador 

es el potencial de Tersoff para sistemas multicomponentes. En este caso los parámetros 

impuestos para la interacción carbono-carbono son los que se muestran en la Tabla 3 [92]: 

Tabla 3: Parámetros de la interacción carbón-carbón [92]. 

Parámetro Valor 

𝑨 (eV) 1.3936 x 103 

𝑩 (eV) 3.467 x 102 

𝒕 (Å-1) 3.4879 

𝒎 (Å-1) 2.2119 

𝜷 1.5724 x 10-7 

𝒏 7.2751 x 10-1 

𝒄 3.8049 x 104 

𝒅 4.384 

𝒉 -5.7058 x 10-1 

𝑹 (Å) 1.8 

𝑺 (Å) 2.1 
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Esta interacción solo es relevante en los casos donde se permite el movimiento a los átomos 

del indentador. Si se considera al indentador como un sólido rígido, esta interacción no 

afecta en las simulaciones numéricas. 

 

4.1.5. Potenciales de interacción  

Por último, las interacciones entre la muestra metálica y el indentador de carbono se han 

implementado con el potencial de Lennard-Jones, también descrito en el estado del arte. Los 

parámetros de interacción de LJ entre los átomos de las muestras metálicas utilizados son 

los proporcionados por Erkoç [144], que definen las interacciones entre átomos de la misma 

especie. Adicionalmente, estos parámetros de LJ en el caso del carbono son los 

desarrollados por Che et al. [145]. Debido a la dificultad para obtener los parámetros de 

interacción entre las muestras metálicas y el indentador de carbono, se ha empleado la regla 

de las mezclas de Lorentz-Berthelot, descritas por las ecuaciones (79) y (80), empleando 

estos parámetros de bibliografía para los metales y el diamante. De esta forma se han 

obtenido los valores de las interacciones metal-diamante de la Tabla 4, que se van a utilizar 

en este estudio de DM: 

Tabla 4: Parámetros de interacción de Lennard-Jones utilizados en los contactos metal-diamante. 

Muestra Indentador 𝜺𝑳𝑱 (eV) 𝒔𝑳𝑱 (Å) 𝑹𝒄𝒐𝒓𝒕𝒆 (Å) 

Aluminio Diamante 0.034 3.37 9.8 

Cobre Diamante 0.034 2.87 7.4 

Níquel Diamante 0.038 2.84 7.2 

Oro Diamante 0.035 3.02 8.0 

Paladio Diamante 0.035 3.16 8.0 

Plata Diamante 0.035 3.02 7.8 

Platino Diamante 0.044 2.97 9.0 

Plomo Diamante 0.027 3.30 9.0 

 

Las reglas de las mezclas se han utilizado previamente para simular las interacciones entre 

átomos de la superficie de distintos sólidos, proporcionando resultados aceptables 

[129,146],  aunque hay cierta controversia en su aplicabilidad para reflejar de manera 

precisa las interacciones entre átomos diferentes [147].  
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4.2. Sistemas simulados 

Para estudiar el efecto de la adhesión a escala atómica entre los metales FCC y el indentador 

de diamante se han utilizado tres modelos distintos, que se diferencian en cómo se ha 

modelizado el indentador esférico y cómo se ha considerado la interacción entre las 

superficies de contacto del indentador y de la muestra. 

Habitualmente, las contribuciones que se encuentran en la literatura científica sobre 

indentación a escala atómica utilizando herramientas de dinámica molecular, consideran al 

indentador como un sólido rígido [131,137,148–151]. Aunque el diamante tiene una rigidez 

mucho mayor que cualquiera de los metales estudiados en estas simulaciones, al tratar al 

indentador como un sólido rígido, se impone que la distancia entre los átomos no pueda 

variar. De esta forma, no se permite el movimiento relativo entre los átomos de esta región.  

En este trabajo se ha analizado el proceso de indentación considerando tres modelos que se 

detallan a continuación. 

 

4.2.1. Indentador esférico deformable con adhesión 

En primer lugar, se ha simulado un indentador deformable que interactúa con los átomos 

metálicos de la probeta plana, teniendo en cuenta el fenómeno de adhesión provocado por 

las interacciones superficiales que se describen con un potencial de tipo Lennard-Jones. Este 

sistema es el más complejo de los tres propuestos dado que tiene en cuenta la posible 

deformación del indentador y la adhesión entre indentador y muestra durante el proceso 

de indentación. Con estas características se han simulado tres sistemas diferentes en los que 

el radio del indentador ha ido cambiando, de forma que pueda analizarse la influencia del 

tamaño de la indentación. 

En el primer sistema que se ha implementado en LAMMPS, las muestras metálicas tienen 

unas dimensiones de 160 Å en las direcciones X y Z y de 90 Å en la dirección Y. Los átomos 

fijos de la probeta tienen una altura de 5 Å en el eje Y y el resto son átomos newtonianos, 

que se mueven según la ley de movimiento de Newton, como indica la Figura 16. 

El indentador de diamante es una esfera de 20 Å de radio que, inicialmente, se encuentra a 

más de 10 Å de la superficie metálica, para evitar las interacciones entre ambos sólidos en 

el proceso de minimización y equilibrado del sistema. Este indentador se ha modelizado de 

forma que cuando se inicia el proceso de indentación, los primeros 5 Å de la esfera son 

aquellos a los que se les impone el movimiento durante todo el proceso y el resto de los 
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átomos de la esfera trabaja con un ensamblaje NVE, moviéndose según la segunda ley de 

Newton (Figura 16). La profundidad de penetración máxima que alcanza el indentador en 

todas estas simulaciones es de 4 Å. De esta forma se garantiza que los resultados puedan 

compararse con los modelos de contacto basados mayoritariamente en análisis de pequeñas 

deformaciones. 

 

Figura 16: Representación del sistema de una muestra metálica de 160x90x160 Å con un indentador de diamante 
deformable de 20 Å de radio. 

 

Esta batería de simulaciones se ha realizado considerando muestras de aluminio, cobre, 

níquel, oro, plata y platino. El potencial interatómico que define la interacción entre átomos 

dentro de la muestra metálica es el potencial EAM, el potencial que rige la interacción entre 

átomos de carbono dentro del indentador de diamante es de tipo Tersoff y, finalmente, las 

interacciones débiles entre ambos sólidos se han modelizado a través del potencial de 

Lennard-Jones con los parámetros que se muestran en la Tabla 4. 

Con el objetivo de determinar la influencia de la profundidad de penetración en el ensayo 

de nanoindentación a escala atómica, se ha planteado un segundo sistema con las mismas 

interacciones, pero con un indentador de 40 Å de radio. En este caso, la muestra metálica 

tiene unas dimensiones de 160 Å en todas sus direcciones y el indentador ha penetrado 4, 

8 y 12 Å garantizando que, en ningún caso, la penetración se supere el 10% de la altura total 

de la muestra. Como en el primer sistema, los átomos fijos de la muestra constituyen una 

capa de 5 Å en la dirección del eje Y, siendo el resto átomos newtonianos. 
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En cuanto al indentador, se impone un desplazamiento constante durante el proceso de 

indentación en el casquete esférico superior de 10 Å. El resto de los átomos del indentador 

se mueven libremente según la ley de movimiento bajo un ensamblaje NVE. El sistema 

descrito es el que se muestra en la Figura 17: 

 

Figura 17: Representación del sistema de una muestra metálica de 160x160x160 Å con un indentador deformable 
de diamante de 40 Å de radio. 

 

Las simulaciones con radios mayores se han realizado solo sobre muestras de oro y níquel 

(metales con las rigideces extremas de la familia de materiales estudiados). 

Adicionalmente, para determinar la influencia del radio del indentador en este proceso de 

indentación esférica a escala atómica, se ha planteado un tercer sistema con los mismos 

parámetros de interacción antes descritos y, de nuevo, solo analizando muestras de oro y 

níquel. 

Esta tercera geometría considera una muestra con las dimensiones en las direcciones X y Z 

de 200 Å y una altura de 190 Å en la dirección Y. En este caso, los átomos fijos de la muestra 

constituyen las capas de átomos hasta llegar a una altura de 10 Å y el resto de los átomos 

donde se produce la indentación son los denominados átomos newtonianos. La profundidad 

de penetración alcanzada en estas simulaciones es de 4 Å. 
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El indentador esférico de diamante simulado en estos cálculos numéricos tiene un radio de 

200 Å. Por limitaciones computacionales, solo se ha representado una porción de dicha 

esfera, como se muestra en la Figura 18: 

 

Figura 18: Representación del sistema de una muestra metálica de 200x190x200Å con un indentador deformable 
de diamante de 200Å de radio. 

 

4.2.2. Indentador esférico deformable sin adhesión 

Para evaluar la importancia relativa de los efectos de la adhesión, se han realizado una serie 

de simulaciones de indentación por DM con el indentador deformable, pero sin tener en 

cuenta los fenómenos de adhesión entre la muestra e indentador. 

En este caso, se ha planteado el mismo sistema inicial que en el apartado anterior con 

muestras de 160x90x160 Å en el sistema de referencia XYZ, que son indentadas por una 

esfera de diamante de 20 Å de radio. Igual que en el apartado anterior, los átomos fijos de 

la muestra constituyen el bloque de 5 Å de altura respecto del origen del sistema y el resto 

de los átomos de la muestra metálica se mueven de acuerdo con la ley de movimiento de 

Newton. La interacción de los átomos metálicos se rige a través del potencial EAM. 

Durante todo el proceso de indentación, el desplazamiento se impone en la región superior 

de la esfera, que se corresponde con el casquete esférico de 5 Å de altura, permitiendo al 

resto de los átomos de carbono que se muevan según la ecuación de movimiento bajo un 
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ensamblaje NVE. La interacción de estos átomos de carbono dentro del indentador se ha 

modelizado, de nuevo, mediante el potencial de Tersoff.  

Sin embargo, en esta serie de simulaciones no se considera el efecto de la adhesión entre 

indentador y muestra. Para este propósito, el potencial que gobierna la interacción entre los 

átomos de estos sólidos es del tipo Lennard-Jones, pero con una energía del pozo de 

potencial muy próxima a cero, concretamente, de 10−4𝑒𝑉. Es necesario imponer este 

potencial de interacción débil entre los átomos que entran en contacto pues, de lo contrario, 

se produciría una interpenetración entre los sólidos en el proceso de indentación. 

Cabe destacar que LAMMPS tiene implementado el comando “fix indent”. Este comando 

permite implementar una región de geometría conocida, carente de átomos, que actúa como 

un repulsor de los átomos con los que entra en contacto. En el caso de una indentación 

esférica, la fuerza de repulsión que se ejerce con este algoritmo se expresa mediante la 

ecuación (95): 

 𝐹(𝑟) = −𝑄(𝑟 − 𝑅)2 (95) 

 

En esta expresión, 𝑄 es una constante de fuerza especificada, 𝑟 es la distancia del átomo 

hasta el centro del indentador modelizado según este comando y 𝑅 es el radio del 

indentador.  

Con esta herramienta de LAMMPS, se puede estudiar el proceso de indentación esférica sin 

tener en cuenta la deformación del indentador ni la adhesión entre el indentador y la 

muestra. Aunque este comando puede resultar muy útil en función del problema a resolver, 

en este estudio no se ha empleado debido a que no se puede determinar el radio de contacto 

en el proceso de indentación, dado que es solo una región que repele a los átomos. La 

utilización de este comando debería equivaler a un modelo de indentador rígido sin 

adhesión. 

 

4.2.3. Indentador esférico rígido con adhesión 

Por último, se han simulado indentaciones esféricas de diamante sobre muestras metálicas 

en las que se considera al indentador un sólido rígido. En esta batería de simulaciones se ha 

modelizado la geometría común a los dos apartados anteriores, es decir, aquella cuyas 

muestras tienen unas dimensiones de 160x90x160 Å según el sistema de referencia XYZ. 

Las regiones que contienen a los átomos fijos y a los átomos newtonianos de la muestra son 
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iguales que en los apartados anteriores y el potencial que determina la interacción entre 

átomos metálicos es el EAM. 

El indentador esférico de diamante tiene un radio de 20 Å. Sin embargo, en este caso no se 

distingue ninguna región dentro de los átomos del indentador. Durante todo el proceso el 

indentador se considera rígido en su totalidad, imponiendo un valor de desplazamiento 

constante en cada paso temporal de la simulación a todo el indentador. De esta forma, la 

distancia entre los átomos del indentador permanece constante durante todo el proceso. 

Los parámetros del potencial LJ empleados para simular todas las interacciones metal-

diamante se muestran en la Tabla 4. Adicionalmente, este proceso de indentación esférica 

se ha realizado para la aleación de cobre-níquel con un 40% de cobre en su composición. 

En la Tabla 5 se resumen todos los casos de indentación esférica que se han simulado por 

DM en función de la geometría de la muestra y del tipo de modelización del indentador 

empleado: 

Tabla 5: Resumen de las simulaciones realizadas en DM con indentador deformable con adhesión, indentador 
deformable sin adhesión e indentador rígido con adhesión. 

Modelo de indentador deformable con adhesión 

Radio (Å) Profundidad (Å) Material de la muestra 

20 4 Ag, Al, Au, Cu Ni, Pt 

40 4, 8 y 12 Au, Ni 

200 4 Au, Ni 

Modelo de indentador deformable sin adhesión 

Radio (Å) Profundidad (Å) Material de la muestra 

20 4 Ag, Al, Au, Cu Ni, Pt 

Modelo de indentador rígido con adhesión 

Radio (Å) Profundidad (Å) Material de la muestra 

20 4 Ag, Al, Au, Cu, Cu-Ni, Ni, Pb, Pd, Pt 
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4.3. Procedimiento de obtención de los resultados 

Como se ha comentado en el capítulo dedicado al Estado del arte, en los ensayos de 

indentación a baja escala los fenómenos de adhesión cobran especial relevancia y la 

aplicación directa de los modelos de contacto basados en el continuo se vuelve un poco más 

compleja. 

Las teorías límite del contacto JKR y DMT, proporcionan predicciones del comportamiento 

de materiales metálicos a escala atómica que no se terminan de ajustar a los resultados 

experimentales o numéricos. Además, aunque el modelo de Maugis ofrece una transición 

entre ambos, no proporciona ecuaciones cerradas que faciliten la aplicación directa a los 

resultados obtenidos en un ensayo. 

Por este motivo, se describe a continuación un modelo híbrido que combina los resultados 

obtenidos por dinámica molecular y la aproximación PT al modelo de Maugis, con el objetivo 

de determinar las propiedades mecánicas de los metales FCC analizados, es decir, el módulo 

de elasticidad y la energía de adhesión. 

 

4.3.1. Descripción del procedimiento de cálculo  

En todas las expresiones de los modelos de contacto expuestas en la sección “2.1. Modelos 

de contacto basados en el continuo”, se puede observar que aparece el radio efectivo o 

combinado resultante del proceso de indentación. Este parámetro coincide con el radio del 

indentador si el ciclo de indentación es totalmente elástico, y las ramas de carga y descarga 

coinciden. Sin embargo, cuando el material ensayado presenta histéresis, el radio 

combinado es diferente del indentador. 

Atendiendo a las ecuaciones (8) y (11) asociadas a los modelos DMT y JKR, respectivamente, 

la fuerza de adhesión es proporcional a la energía de adhesión y al radio efectivo o 

combinado. La constante de proporcionalidad es distinta para cada modelo, pero las 

expresiones son formalmente iguales.  

Teniendo en cuenta el ciclo de adhesión completo como se mostraba en la Figura 12 de la 

sección “2.2.2. Singularidades de la indentación a escala atómica”, en un ensayo de 

indentación a escala atómica, se pueden registrar dos mínimos correspondientes a las 

fuerzas de adhesión máximas: una en la rama de carga, 𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

, y otra en la rama de descarga, 

𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

, del proceso. Durante la carga se asume un comportamiento elástico en la región 

donde se detecta la fuerza de adhesión 𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

 y, por lo tanto, el radio efectivo es el radio del 
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indentador, 𝑅𝑖 . En la descarga hay histéresis y el radio efectivo ha cambiado a 𝑅∗. De esta 

forma, se pueden escribir las siguientes expresiones: 

 𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

= 𝐶𝜔𝑅𝑖 (96) 

 

 𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

= 𝐶𝜔𝑅∗ (97) 

 

donde 𝐶 es una constante numérica que depende del modelo de contacto. Despejando de las 

expresiones (96) y (97) la energía de adhesión e igualando este término, se puede obtener 

una expresión que no depende de la constante 𝐶, obteniendo el radio efectivo 𝑅∗, 

conociendo el valor de las fuerzas de adhesión durante las ramas de carga y descarga y el 

radio del indentador: 

 
𝑅∗ =

𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎

𝐹𝑎𝑑ℎ
𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑅𝑖  

(98) 

 

Si el material ensayado presenta histéresis durante el proceso de indentación a escala 

atómica, se puede determinar dicho radio combinado, a través de la ecuación (98). De lo 

contrario, si el ciclo de indentación es totalmente elástico, el radio combinado será igual que 

el radio del indentador, y ambas fuerzas de adhesión deberían coincidir. 

Por otro lado, para aplicar el modelo de contacto de Maugis mediante la aproximación PT, 

se propone definir un parámetro adicional, 𝜒, que constituye el cociente entre la energía de 

adhesión y el módulo de elasticidad efectivo, según se muestra en la ecuación (99): 

 𝜒 =
𝜔

𝐸∗
 (99) 

 

Ambas propiedades son en principio desconocidas y no se fijan a priori, siendo por lo tanto 

𝜒 un parámetro desconocido. 

Con las definiciones del parámetro 𝜒 y de la constante geométrica 𝐾, se pueden reescribir 

las expresiones (14), (19), (20) y (21), que determinan el parámetro de Tabor y los valores 

normalizados del radio de contacto, de la fuerza y del desplazamiento: 

 

𝜇 = (
𝑅∗𝜒2

𝑧0
2 )

1
3

 

(100) 
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�̅� = 𝑎 (
4

3𝜋𝜒𝑅∗2
)

1
3

 

(101) 

 

 
�̅� =

𝐹

𝜋𝜒𝐸∗𝑅∗
 

(102) 

 

 

𝛿̅ = 𝛿 (
16

9𝜋2𝜒2𝑅∗
)

1
3

 

(103) 

 

De esta forma, se escriben las expresiones del modelo de Maugis-Dugdale en función de un 

único parámetro, salvo en la expresión (102), donde aparece el módulo elástico efectivo. 

Con estas expresiones, se puede establecer un procedimiento híbrido entre el modelo de 

Maugis y los resultados de dinámica molecular, como se detalla en el siguiente apartado. 

 

4.3.2. Algoritmo iterativo del modelo de Maugis sobre la 
simulación por dinámica molecular 

Una vez se han reescrito las expresiones normalizadas del modelo de Maugis y del 

parámetro de Tabor, se ha planteado un procedimiento híbrido que combina la información 

de las simulaciones de DM y la aproximación PT del modelo de Maugis, que permite analizar 

el comportamiento de los materiales que entran en contacto en una indentación esférica. 

Como punto de partida del procedimiento de cálculo, es necesario tomar los siguientes 

datos de las simulaciones numéricas: el valor de 𝑧0 del potencial de LJ entre el metal y el 

diamante; la curva fuerza-desplazamiento y los valores mínimos de la fuerza de adhesión 

en el ciclo de carga y descarga. 

Por otro lado, asumiendo el modelo de Maugis-Dugdale, se asigna un valor de 𝜆 entre 0.01 

y 5 (DMT y JKR, respectivamente) y con este valor se determinan los parámetros 𝛼 y 𝜇 con 

las ecuaciones (25) y (18), respectivamente. Finalmente se calcula el parámetro 𝜒 para cada 

valor de 𝜆, utilizando 𝑧0 y el 𝑅∗ obtenido de la expresión (98). 

Adicionalmente, con el valor de 𝛼 se pueden obtener los valores de �̅�0, �̅�𝑎𝑑ℎ , 𝑆(𝛼) y 𝛽(𝛼) con 

las expresiones (26), (27), (28) y (29), respectivamente. Cuando se ha determinado el valor 
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del radio de contacto adimensional en el punto crítico, �̅�0, se puede obtener este valor sin 

adimensionalizar con la expresión (101), teniendo en cuenta el valor de 𝜒.  

En este punto, se tienen tantos parámetros de la aproximación PT como valores de 𝜆 se 

hayan planteado. Para cada uno de estos valores de 𝜆 iniciales, se determina el 

desplazamiento teórico durante la descarga con la ecuación (24), sustituyendo en esta 

expresión los valores de fuerza registrados en la simulación desde el mínimo de la fuerza de 

adhesión hasta el máximo valor de la fuerza registrada. De esta forma, se obtienen tantas 

curvas de fuerza-desplazamiento teóricas como valores de 𝜆 se hayan considerado. 

Este parámetro 𝜆 influye directamente en la pendiente de la curva obtenida. De manera 

ilustrativa, se muestra en la Figura 19 cómo varía la curva teórica del modelo PT obtenida 

en función de este parámetro: 

 

Figura 19: Representación del modelo de Maugis con la aproximación PT variando el valor del parámetro λ entre 
0 y 5. 

 

Para determinar la curva que mejor se ajusta a los resultados obtenidos por DM, se ha 

utilizado el siguiente procedimiento. Se han considerado dos puntos críticos de las curvas 

de descarga que se corresponden con los valores máximo y mínimo de la fuerza. El valor 

mínimo se ha escogido para situar el origen de todas las curvas generadas por el modelo PT 

para el rango de valores de 𝜆 (ver Figura 19). Sobre el otro punto, se ha calculado el error 

relativo en el desplazamiento entre las curvas del modelo teórico PT y la que proporciona 

la simulación de DM, seleccionando aquella curva teórica que presente el mínimo error 
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relativo respecto de la obtenida por DM. Esta curva teórica proporciona los valores óptimos 

de 𝜆 y 𝜒. Para cuantificar el grado de aproximación obtenido entre la curva generada a partir 

de los valores óptimos de 𝜆 y 𝜒, y la curva de DM, se ha calculado el error cuadrático medio 

en el desplazamiento en todos los puntos de la rama de descarga respecto de los valores de 

la simulación de DM. 

A partir de estos valores, se obtienen el valor de la energía de adhesión y del módulo de 

Young. Este proceso se muestra en el diagrama de flujo de la Figura 20: 

 

Figura 20: Diagrama de flujo del proceso iterativo para determinar la energía de adhesión y el módulo de Young 
de las simulaciones de DM con la aproximación PT al modelo de Maugis. 

 

Debe notarse que el ajuste utilizado para determinar los parámetros del modelo de Maugis-

Dugdale con la aproximación PT, se realiza sin considerar a priori un valor del módulo 

elástico y de la energía de adhesión de los materiales. Es al final del procedimiento iterativo 

Se asigna un valor de λ entre: 0.01 ≤ λ ≤ 5. 
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Se calculan α y μ con las ecs. (25) y (18)

Con se calcula , , y con 
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con la aproximación PT

Simulaciones DM
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cuando se validan las simulaciones con los valores óptimos de 𝜆 y 𝜒, comparando el valor 

del módulo elástico con el nominal del material. 

 

4.3.3. Determinación del radio de contacto 

Además de las curvas fuerza-desplazamiento, el tamaño del área de contacto es otro 

parámetro que caracteriza el proceso de indentación. En este apartado se describe el 

procedimiento seguido para determinar el radio de contacto durante la descarga, 

considerando los sistemas de 160x90x160 Å con los tres modelos de indentador planteados 

para el sistema indentador-muestra.  

Para determinar el radio de contacto en el proceso de descarga, solo es necesario conocer 

las posiciones de todos los átomos del sistema durante cada uno de los pasos de 

desplazamiento analizados. En este trabajo se ha determinado el radio de contacto cada 

1000 pasos de simulación desde que se inicia el proceso de la descarga del metal. 

Para obtener este radio, inicialmente se identifican los átomos que pertenecen a la muestra 

y al indentador. Teniendo en cuenta los átomos que pertenecen al indentador y las 

coordenadas X, Y y Z de cada uno de ellos, se puede determinar el centro de masas de este 

grupo según las expresiones (104), (105) y (106): 

 
𝑥𝐶𝑀 =

∑ 𝑥𝑖
𝑁
𝑖=1 𝑚𝑖

∑ 𝑚𝑖
𝑁
𝑖=1

 
(104) 

 

 
𝑦𝐶𝑀 =

∑ 𝑦𝑖
𝑁
𝑖=1 𝑚𝑖

∑ 𝑚𝑖
𝑁
𝑖=1

 
(105) 

 

 
𝑧𝐶𝑀 =

∑ 𝑧𝑖
𝑁
𝑖=1 𝑚𝑖

∑ 𝑚𝑖
𝑁
𝑖=1

 
(106) 

 

Cuando se conoce la posición del centro de masas del indentador en cada paso del proceso 

de descarga elegido, se determina la distancia de cada uno de los átomos de la muestra 

metálica hasta este punto. Una vez se conoce este valor entre cada uno de los átomos de la 

muestra metálica y el centro de masas del indentador, se sustrae el valor del radio del 

indentador para determinar la distancia de cada una de estas partículas metálicas respecto 

de la superficie del indentador.  
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Con el objetivo de determinar el radio de contacto durante el proceso de descarga, se 

consideran solo los átomos de la muestra metálica cuya distancia a la superficie del 

indentador sea menor o igual que la distancia de equilibrio del potencial de LJ, en los casos 

donde se considera la adhesión; o menor o igual que el radio atómico del potencial del átomo 

metálico de la muestra, cuando no se tienen en cuenta los fenómenos de adhesión. De esta 

forma, se obtiene un casquete esférico constituido por los átomos del metal como se 

muestra en la Figura 21, y que se corresponde con la región de contacto. 

 

 

Figura 21: Átomos resultantes en contacto con el indentador en el primer punto de la descarga del material. 

 

Estos casquetes esféricos se pueden determinar desde el primer paso del proceso de 

descarga hasta que se alcanza el valor de la fuerza de adhesión máxima, cuando el 

indentador deja de tener contacto con la muestra metálica considerada. 

Con los casquetes esféricos obtenidos durante la descarga, se puede determinar el radio de 

contacto entre la muestra y el indentador. Para ello, se proyectan todos los átomos de cada 

casquete esférico obtenido sobre el plano XZ, y se calcula la distancia de cada uno de estos 

átomos al centro de masas de esta proyección. 

El radio de contacto se determina mediante dos procedimientos distintos. En el primer caso, 

se utiliza como criterio la distancia al centro de masas del área proyectada y se considera 

como radio de contacto el círculo que incluye a todos los átomos con distancias dentro del 
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percentil 95. De esta forma se obtiene el radio de contacto máximo entre el indentador y el 

material metálico, tal y como se muestra en la Figura 22 a). 

El segundo procedimiento utiliza para las distancias al centro de masas del área proyectada 

una distribución de valor extremo, que proporciona un valor del radio de contacto que 

equivaldría al radio del mayor círculo inscrito en el área considerada. Este procedimiento 

proporciona el radio de contacto mínimo entre el indentador y la muestra, como se muestra 

en la  Figura 22 b).  

 

 

Figura 22: Vista superior del casquete esférico de los átomos de la muestra en contacto con el indentador durante 
el proceso de descarga: a) representación del círculo que circunscribe el 95% de los átomos y b) representación 

del círculo inscrito en los átomos. 

 

a) b)



  

 
 

 

5. RESULTADOS 

En este capítulo, se presentan los principales resultados obtenidos. En primer lugar, se 

exponen los resultados de las simulaciones de los ensayos de tracción, que han servido para 

validar los potenciales utilizados en las simulaciones de indentación esférica. 

Tras estos resultados, se valora el efecto de la velocidad de indentación en las simulaciones 

con dinámica molecular, uno de los aspectos más controvertidos, debido a la gran diferencia 

con un ensayo de indentación experimental. 

A continuación, se muestran las curvas fuerza-desplazamiento proporcionadas por DM, 

teniendo en cuenta los distintos modelos de indentador empleados para analizar el efecto de 

la adhesión durante este proceso. Estas curvas se comparan con el modelo de Maugis. 

Seguidamente, se presentan las medidas del radio de contacto, considerando tanto los 

modelos que tienen en cuenta la adhesión, como aquellos donde no se considera este efecto. 
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Por último, se incluyen los resultados obtenidos al variar el tamaño de la indentación, 

cambiando tanto el radio del indentador, como la profundidad de penetración. 

5.1. Validación de los potenciales 

A partir de las simulaciones de DM de ensayos de tracción sobre los metales FCC estudiados, 

se han obtenido los registros de desplazamiento y tensión necesarios para determinar las 

constantes elásticas de estos materiales. Los valores para las constantes 𝐶11, 𝐶12 y 𝐶44 en 

función de la orientación cristalográfica de cada muestra monocristalina son los que se 

muestran en la Tabla 6: 

Tabla 6: Constantes elásticas de los metales FCC analizados en las simulaciones de DM. 

Material 
Orientación 
cristalográfica 

𝑪𝟏𝟏 (GPa) 𝑪𝟏𝟐 (GPa) 𝑪𝟒𝟒 (GPa) 

Aluminio 
100 105.75 79.02 45.60 

111 129.95 66.90 39.53 

Oro 
100 167.01 142.63 42.50 

111 188.80 130.9 36.96 

Plata 
100 119.85 82.47 55.43 

111 145.76 69.33 49.57 

Cobre  
100 156.90 113.40 73.00 

111 197.42 93.91 64.30 

Platino  
100 277.24 246.50 64.99 

111 315.52 227.60 54.79 

Níquel  
100 221.00 140.68 125.00 

111 285.25 110.92 111.00 

Paladio  
100 204.10 167.69 62.34 

111 234.43 148.72 53.69 

Plomo 
100 59.02 43.15 22.52 

111 67.82 36.78 19.74 

Cobre-níquel 
(40% Cu) 

100 220.00 147.00 112.65 

111 286.05 125.22 103.38 

 

Como se comentó en la sección “4.1.3. Potenciales de los materiales metálicos”, con los valores 

de las constantes elásticas, se pueden determinar las propiedades elásticas asociadas a este 

tipo de estructuras cúbicas, en concreto el módulo de elasticidad volumétrico, 𝐵, el módulo de 

elasticidad transversal, 𝐺, el módulo elástico, 𝐸, y el coeficiente de Poisson, 𝜈. Los valores para 

cada metal son los que se muestran en la Tabla 7: 
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Tabla 7: Propiedades elásticas de los metales FCC empleados en las simulaciones de DM. 

Material 
Orientación 
cristalográfica 

𝑩 (GPa) 𝑮 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝂 

Aluminio 
100 87.93 27.96 75.65 0.36 

111 87.92 36.11 95.28 0.32 

Oro 
100 150.76 25.84 73.22 0.42 

111 150.20 33.52 93.59 0.40 

Plata 
100 94.93 35.88 95.43 0.33 

111 94.81 44.67 115.81 0.30 

Cobre 
100 127.90 45.04 120.61 0.34 

111 128.41 58.95 153.38 0.30 

Platino 
100 256.75 36.75 105.00 0.43 

111 256.91 50.17 141.30 0.41 

Níquel 
100 167.45 79.41 205.18 0.30 

111 169.03 100.76 252.17 0.25 

Paladio 
100 179.83 38.17 106.74 0.40 

111 177.29 49.06 134.74 0.37 

Plomo 
100 48.44 14.83 40.32 0.36 

111 47.13 17.93 47.73 0.33 

Cobre-níquel 
(40% cobre) 

100 171.33 71.80 188.57 0.32 

111 178.83 93.49 238.84 0.28 

 

Para valorar si los potenciales utilizados son los adecuados y si la simulación realizada ha 

seguido los pasos necesarios, los resultados de la Tabla 6 y de la Tabla 7 pueden compararse 

con resultados de la bibliografía [140,141] y con los resultados experimentales [152–154]. Las 

constantes elásticas publicadas, usando los potenciales elegidos, se recogen en la Tabla 8. 

Tabla 8: Constantes elásticas en la orientación cristalográfica (100) de acuerdo con las referencias bibliográficas 
[140,141] y el error de las simulaciones de DM respecto a estos valores. 

Potencial Referencia 
𝑪𝟏𝟏 

(GPa) 

𝒆𝑪𝟏𝟏  

(%) 

𝑪𝟏𝟐 

(GPa) 

𝒆𝑪𝟏𝟐  

(%) 

𝑪𝟒𝟒 

(GPa) 

𝒆𝑪𝟒𝟒  

(%) 

Al_jnp.eam [141] 111.37 5.05 85.13 7.18 45.92 0.70 

Au_u3.eam [140] 183.00 8.74 159.00 10.30 45.00 5.55 

Ag_u3.eam [140] 129.00 7.09 91.00 9.37 57.00 2.75 

Cu_u3.eam [140] 167.00 6.05 124.00 8.55 76.00 3.95 

Pt_u3.eam [140] 303.00 8.50 273.00 9.71 68.00 4.43 

Ni_u3.eam [140] 233.00 5.15 154.00 8.65 128.00 2.34 

Pd_u3.eam [140] 218.00 6.38 184.00 8.86 68.00 8.32 
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Como se puede observar en esta tabla, el grado de coincidencia es elevado, con diferencias 

respecto a las simulaciones realizadas, en esta tesis, inferiores en general al 10%. Esto indica 

que el procedimiento de minimización de la energía y de equilibrio han sido los adecuados. 

Estos resultados demuestran la validez de los potenciales empleados para la caracterización 

de los materiales. Estos mismos potenciales son los escogidos para simular los procesos de 

indentación esférica, garantizando así un correcto comportamiento del material durante dicho 

proceso. 

La Tabla 9 muestra los resultados experimentales, donde las diferencias con las simulaciones 

de DM son mayores. En este caso, ya no se está validando la metodología empleada en la 

simulación, sino el grado de validez del potencial en sí mismo.  

Tabla 9: Contantes elásticas experimentales de monocristales de los metales FCC.  

Potencial Referencia 
𝑪𝟏𝟏 

(GPa) 

𝒆𝑪𝟏𝟏  

(%) 

𝑪𝟏𝟐 

(GPa) 

𝒆𝑪𝟏𝟐  

(%) 

𝑪𝟒𝟒 

(GPa) 

𝒆𝑪𝟒𝟒  

(%) 

Aluminio [153] 116.00 8.84 64.80 21.94 30.9 47.57 

Oro [152] 186.00 10.21 157.00 9.15 42.00 1.20 

Plata [154] 131.49 8.85 97.33 15.27 51.09 8.49 

Cobre [152] 170.00 7.71 122.50 7.43 75.80 3.69 

Platino [152] 347.00 20.10 251.00 1.79 76.50 15.05 

Níquel [152] 246.50 10.34 147.30 4.49 124.70 0.24 

Paladio [152] 234.10 12.82 176.00 4.72 71.20 12.44 

 

Indudablemente, una de las mayores dificultades asociadas a los estudios de dinámica 

molecular es la elección del potencial atómico, tanto por la disponibilidad de potenciales, como 

por la fiabilidad para reproducir fenómenos mecánicos [78]. Los potenciales se determinan 

mediante experimentación o métodos computacionales y, por supuesto, tienen asociado un 

grado de incertidumbre. No hay que olvidar además que, raras veces, los potenciales se 

desarrollan en función del comportamiento mecánico macroscópico.  

Las Tablas 10 y 11 presentan los valores del módulo de elasticidad volumétrico, 𝐵, el módulo 

de elasticidad transversal, 𝐺, el módulo de elasticidad, 𝐸, y el coeficiente de Poisson, 𝜈, 

publicados en la bibliografía y experimentales, respectivamente. 
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Tabla 10: Valores obtenidos de módulo volumétrico, módulo de elasticidad transversal, módulo elástico y coeficiente 
de Poisson según los estudios de bibliografía para los metales FCC empleados en las simulaciones de DM. 

Potencial 𝑩 (GPa) 𝒆𝑩 (%) 𝑮 (GPa) 𝒆𝑮 (%) 𝑬 (GPa) 𝒆𝑬 (%) 𝝂 𝒆𝝂 (%) 

Al_jnp.eam 93.88 6.34 27.88 0.28 75.91 0.35 0.37 2.67 

Au_u3.eam 167.00 9.73 26.61 2.90 75.68 3.24 0.42 1.28 

Ag_u3.eam 103.67 8.43 36.73 2.32 98.38 3.00 0.34 2.74 

Cu_u3.eam 138.33 7.54 45.97 2.02 123.80 2.57 0.35 2.29 

Pt_u3.eam 283.00 9.28 37.49 1.96 107.44 2.27 0.44 1.12 

Ni_u3.eam 164.82 1.60 72.00 10.29 187.96 9.16 0.31 4.57 

Pd_u3.eam 195.33 7.94 39.25 2.77 110.08 3.03 0.41 1.23 

 

Las Tablas 10 y 11 proporcionan los valores macroscópicos correspondientes a las constantes 

elásticas incluidas en las Tablas 8 y 9, respectivamente. Por lo tanto, las conclusiones que 

pueden extraerse son similares. 

Tabla 11: Valores obtenidos de módulo volumétrico, módulo de elasticidad transversal, módulo elástico y coeficiente 
de Poisson según los valores experimentales de las constantes elásticas.  

Metal 𝑩 (GPa) 𝒆𝑩 (%) 𝑮 (GPa) 𝒆𝑮 (%) 𝑬 (GPa) 𝒆𝑬 (%) 𝝂 𝒆𝝂 (%) 

Aluminio 79.38 10.77 29.32 4.65 78.33 3.42 0.34 6.28 

Oro 166.67 9.55 27.44 5.82 77.98 6.10 0.42 0.70 

Plata 108.72 12.68 32.96 8.86 89.67 6.42 0.36 8.30 

Cobre 138.33 7.54 47.69 5.55 128.04 5.80 0.35 0.84 

Platino 283.00 9.28 63.46 42.08 177.13 40.72 0.40 9.14 

Níquel 180.37 7.16 86.16 7.84 222.72 7.88 0.29 0.54 

Paladio 195.37 7.95 49.70 23.20 137.35 22.28 0.38 4.76 

 

A pesar de las diferencias encontradas, en este trabajo se han considerado como válidos los 

potenciales de la Tabla 8, para representar el comportamiento mecánico masivo de los 

materiales metálicos estudiados, ya que el grado de acuerdo con los datos de referencia es 

aceptable.  

En relación con los potenciales de interacción de tipo Lennard-Jones entre sólidos, la 

validación es más compleja y se consideran adecuados los valores de los parámetros 휀 y 𝑠 

mostrados en la Tabla 4, calculados mediante las ecuaciones (79) y (80). 
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5.2. Influencia de la velocidad de indentación 

Para determinar la influencia de la velocidad de indentación, se han simulado distintos ciclos 

de indentación sobre cobre y níquel a 2, 5, 10 y 20 m/s.  

La Figura 23 presenta los ciclos de indentación de diamante sobre una muestra de cobre, con 

velocidad del indentador de 2, 5, 10 y 20 m/s. En estos ensayos numéricos se ha alcanzado una 

profundidad de penetración de 9 Å, los valores de fuerza máxima son de 120 nN y de fuerza 

de adhesión de 50 nN, aproximadamente. A pesar de las oscilaciones características de estas 

simulaciones, se puede observar un alto grado de solapamiento en todas las curvas obtenidas 

a diferentes velocidades analizadas. 

 

Figura 23: Curvas fuerza-desplazamiento del ensayo de indentación de DM sobre cobre a 2, 5, 10 y 20 m/s 

 

En el caso de la indentación de diamante sobre una muestra de níquel a diferentes velocidades, 

se han obtenido los resultados incluidos en la Figura 24. 

El valor de la fuerza máxima en el ciclo de carga registrada es de aproximadamente 200 nN y, 

de nuevo, se puede observar un elevado solapamiento entre los ciclos obtenidos con las 

velocidades de 2, 5, 10 y 20 m/s, especialmente en la rama de descarga. En este caso, las ramas 

de carga y descarga presentan unos efectos de la adhesión significativamente menores, dando 

lugar a unas fuerzas de adhesión de, apenas, 10 nN en la descarga. 
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Figura 24: Curvas fuerza-desplazamiento del ensayo de indentación sobre níquel a 2, 5, 10 y 20 m/s.  

 

Como se observa en las figuras anteriores, no hay variaciones significativas en los registros de 

fuerza-desplazamiento obtenidos al variar la velocidad del indentador. Aunque es cierto que, 

en el contacto Cu-C cuando el indentador tiene una velocidad de 5 m/s, el registro de fuerza-

desplazamiento tiene una ligera desviación de los demás ciclos en la región de fuerzas 

negativas. En general, en el rango de velocidades analizados, de 2 a 20 m/s, los resultados 

obtenidos son prácticamente iguales. Por este motivo, atendiendo al coste computacional 

asociado a estas simulaciones numéricas, se ha decidido trabajar en el resto de los análisis con 

la velocidad de indentación de 20 m/s. 

Como se indicaba en el apartado “2.3.3. Aplicaciones de la dinámica molecular a los ensayos 

de indentación a escala atómica”, las propiedades obtenidas en las indentaciones de DM no 

varían de manera significativa si no se superan los 25 m/s [114,124]. Aunque algunos autores 

han extendido este límite a velocidades del orden de los 100 m/s [107,122]. 

De esta forma, se pueden obtener unos resultados que no se vean afectados por esta variable 

sin incrementar excesivamente el tiempo de computación. Reproducir una indentación con la 

velocidad del indentador como la que se suele emplear en los ensayos experimentales, 

incrementaría mucho el tiempo de cálculo, haciendo inviable cualquier simulación numérica. 

Cabe destacar que, aunque en las simulaciones de DM no se observan diferencias significativas 

cuando se varía la velocidad del indentador de 2 a 20 m/s que afecten a los resultados, estas 

velocidades son muy superiores a las que se suelen imponer en los ensayos de 



Efectos de la adhesión en ensayos de indentación a escala atómica en metales FCC: una aproximación desde 
la dinámica molecular 
__________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

88 
 

nanoindentación experimentales. A la vista de los estudios previos relativos al efecto de la 

velocidad y de los resultados mostrados en la Figura 23 y en la Figura 24, en este trabajo se 

asume que es posible realizar los ensayos de indentación de DM imponiendo una velocidad de 

indentación de 20 m/s, sin perder información relevante del comportamiento de los metales 

FCC tratados durante este proceso. 

 

5.3. Curvas fuerza-desplazamiento, módulos elásticos y 
energías de adhesión 

En esta sección se muestran las curvas fuerza-desplazamiento de todos los procesos de 

indentación esférica de DM planteados en el capítulo anterior con las muestras de 

dimensiones de 160x90x160 Å. En general, las curvas fuerza-desplazamiento numéricas se 

pueden clasificar en dos tipos que tienen el aspecto que se muestra en la Figura 25, y que se 

diferencian en la existencia de histéresis en el ciclo de carga y descarga. Como se puede 

observar en la Figura 25 correspondiente a dos casos representativos de indentación, el 

indentador de diamante se sitúa ligeramente alejado de la muestra (entre 1 y 2 Å) al inicio del 

proceso de carga, evitando que el registro comience con las interacciones entre ambos grupos 

de átomos. Esta situación se corresponde con el punto a). A medida que el indentador se acerca 

a la superficie metálica, se empiezan a registrar fuerzas de atracción derivadas del fenómeno 

de adhesión entre los átomos del indentador y los del metal, hasta llegar a un valor máximo de 

las fuerzas de adhesión que se corresponde con el punto b), donde los átomos de la muestra 

experimentan un “salto” hacia el indentador. Cuando se alcanza este valor mínimo en la fuerza 

registrada, el indentador comienza a empujar a los átomos metálicos según se va desplazando, 

hasta completar el proceso de carga. En el punto c) se alcanza el punto máximo de penetración 

y comienza la descarga. La simulación se controla en desplazamiento, fijándose la profundidad 

máxima en cada análisis. A partir de este punto se comienza a descargar el material, retirando 

el indentador. A medida que el grupo de átomos de diamante se aleja de la superficie metálica, 

el fenómeno de la adhesión toma de nuevo especial relevancia registrándose fuerzas negativas 

que alcanzan un valor mínimo en el punto d), donde se puede observar que los átomos de la 

muestra metálica experimentan las fuerzas de atracción del potencial entre ambos sólidos y 

continúan desplazándose unidos al indentador hasta una distancia determinada en la que se 

separan. La distancia de separación está determinada por la relación entre la energía asociada 

a la interacción superficial metal-diamante y las correspondientes a la cohesión interna de 

cada sólido. 
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Figura 25: Curva fuerza-desplazamiento de un ciclo general de indentación de DM: i) proceso de indentación con 
ciclo de histéresis; ii) proceso de indentación elástico. 

 

Los registros provenientes de las simulaciones por DM suelen presentar oscilaciones muy 

marcadas, como se puede observar en la Figura 25. Estas oscilaciones pueden ser una 

consecuencia del método numérico utilizado, pero también pueden esconder información 

relevante asociada al acomodo de la deformación inducida por el indentador o a la generación 

de dislocaciones. Como este trabajo se ha centrado en el estudio del ciclo de carga y descarga 

de un proceso de indentación, no se ha considerado el análisis de dichas oscilaciones. Por ello, 

en este trabajo se ha aplicado un filtrado de datos desarrollado por  Savitzky y Golay (SG) 

[155], obteniendo las curvas de líneas continuas que se muestran en la Figura 25, para cada 

fase del proceso de indentación. Este método, suaviza la función que se quiere filtrar mediante 

una regresión polinomial local del grado que se fije para el ajuste, pero su principal ventaja es 

que preserva los máximos y mínimos de la función. De esta forma, se reduce el efecto asociado 

a las oscilaciones en la determinación de las fuerzas de adhesión durante la carga y la descarga 

del material y, por lo tanto, en la determinación de los parámetros derivados del modelo 

híbrido desarrollado para obtener la energía de adhesión y el módulo elástico de cada metal 

simulado. 

A continuación, se presentan los resultados obtenidos en los diferentes sistemas analizados, 

organizados en función de si presentan histéresis o no en el ciclo de carga y descarga. 

 

a)

b)

c)

d)

b)

a)

c)

d)

a)

b)

c)

d)
i) ii)
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5.3.1. Aluminio-diamante 

En la Figura 26 a), b) y c) se muestran las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas en las 

simulaciones realizadas con la muestra metálica de aluminio cuando el indentador se supone 

un sólido rígido que tiene en cuenta los fenómenos de adhesión con la muestra, un indentador 

deformable que también considera la adhesión con el metal y un indentador deformable que 

no considera los efectos de la adhesión, respectivamente. En todos los casos la simulación por 

DM se llevado hasta alcanzar un desplazamiento del indentador de 4 Å.  

 

 

Figura 26: Curvas F-𝛿 de las simulaciones de DM de indentación esférica sobre una muestra de aluminio de 
160x90x160 Å, con los modelos de indentador: a) indentador rígido con adhesión, b) indentador deformable con 

adhesión y c) indentador deformable sin adhesión. 

 

Como se puede observar en la Figura 26 a) y b) en los que sí se considera el efecto de la 

adhesión entre el indentador y la muestra de aluminio, la fuerza máxima que se alcanza en los 

ciclos de indentación tienen un valor de aproximadamente 20 nN, mientras que la fuerza de 

adhesión es de aproximadamente 30 nN en ambos casos. Además, estos dos casos muestran 

un ciclo de histéresis entre el ciclo de carga y descarga del material. El radio efectivo en la 

descarga es de 43 y 47 Å, para el modelo de indentador rígido y para el modelo de indentador 

deformable, respectivamente. 

Sin embargo, cuando no se tienen en cuenta los fenómenos de la adhesión, se obtienen los 

resultados que se muestran en la Figura 26 c). En este caso, el valor máximo de fuerza 

registrado durante el ciclo de indentación es de 31 nN y, como era de esperar, no aparecen 

valores negativos de fuerza. En este caso, la indentación responde a un comportamiento 
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totalmente elástico, coincidiendo el ciclo de carga y el ciclo de descarga, sin presentar la 

histéresis que muestran los otros dos modelos con adhesión. 

La aplicación del modelo de Maugis-Dugdale con la aproximación PT sobre estas simulaciones 

a través del proceso desarrollado en la sección “4.3.2. Algoritmo iterativo del modelo de 

Maugis sobre la simulación por dinámica molecular” y del modelo de Hertz, han arrojado los 

valores del módulo elástico, 𝐸, de la energía de adhesión, 𝜔, del radio efectivo, 𝑅∗, y del 

parámetro 𝜆 (si corresponde), que se presentan en la Tabla 12. En esta tabla también se 

incluye el módulo elástico nominal, 𝐸𝑡 , y el error cuadrático medio total, ERMS, que se produce 

entre el desplazamiento que predice el modelo de contacto PT y el desplazamiento de las 

simulaciones de DM.  

Tabla 12: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT a los ensayos de DM con 
adhesión y de la aplicación del modelo de Hertz a los ensayos de DM sin adhesión para la interacción Al-C en los 
sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Al-C 
Rígido con 

adhesión 
75 71 1.09 43 0.29 0.78 

Al-C 
Deformable 

con adhesión 
75 73 1.12 47 0.30 0.75 

Al-C 
Deformable 

sin adhesión 
75 66 - 20 - 0.75 

 

Como se puede observar en los valores de la Tabla 12, los resultados obtenidos muestran un 

elevado grado de acuerdo entre los modelos de indentador rígido y deformable. Los valores 

de módulo elástico, energía de adhesión, radio efectivo y del parámetro 𝜆 son muy similares. 

Por otro lado, la aplicación del modelo de Hertz en la indentación sin adhesión devuelve un 

módulo inferior al teórico o nominal. En todos los resultados, se ha obtenido un error 

acumulado menor de 1Å entre todos los puntos de la curva teórica del modelo y la curva 

numérica de DM.  

 

5.3.2. Oro-diamante 

Las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas de la indentación de diamante sobre una muestra 

de oro se presentan en la Figura 27 a), b) y c) para el caso del indentador rígido considerando 

la adhesión entre ambos sólidos, indentador deformable teniendo en cuenta la adhesión e 
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indentador deformable sin tener en cuenta la adhesión, respectivamente. En este caso, para 

una indentación máxima de aproximadamente 4 Å, se han obtenido unos valores máximos de 

fuerza de 29, 25 y 38 nN, respectivamente.  

En el caso de los modelos en los que se considera la adhesión entre el metal y el indentador, 

se han registrado fuerzas de adhesión de 18 y 19 nN en el caso del indentador rígido y del 

indentador deformable, respectivamente. En estas simulaciones, el radio efectivo es de 52 y 

51 Å, respectivamente. Además, en estas simulaciones se puede observar el ciclo de histéresis 

producido durante la indentación. 

 

 

Figura 27: Curvas F-𝛿 de las simulaciones de DM de indentación esférica sobre una muestra de oro de 160x90x160 Å, 
con los modelos de indentador: a) indentador rígido con adhesión, b) indentador deformable con adhesión y c) 

indentador deformable sin adhesión. 

 

Sin embargo, en el modelo que no considera la interacción entre el indentador y la muestra de 

oro (Figura 27 c)) la curva fuerza-desplazamiento presenta un comportamiento totalmente 

elástico, solapándose el ciclo de carga y de descarga durante el proceso de indentación. Los 

valores de fuerza son ligeramente más elevados que en los casos en los que se considera la 

adhesión entre materiales. 

De la aplicación del modelo de Maugis-Dugdale con la aproximación PT sobre los resultados 

de la Figura 27 a) y b) se han obtenido los valores del módulo elástico, de la energía de 

adhesión y del parámetro 𝜆. De la aplicación del modelo de Hertz sobre la Figura 27 c), se ha 

obtenido el valor del módulo elástico del material. Estos resultados se muestran en la Tabla 

13: 
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Tabla 13: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT a los ensayos de DM con 
adhesión y de la aplicación del modelo de Hertz a los ensayos de DM sin adhesión para la interacción Au-C en los 
sistemas de 160x90x160 Å.  

 
Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Au-C 
Rígido con 

adhesión 
73 76 0.66 52 0.23 0.42 

Au-C 
Deformable 

con adhesión 
73 75 0.70 51 0.23 0.37 

Au-C 
Deformable 

sin adhesión 
73 71 - 20 - 0.73 

 

El valor del módulo elástico del oro obtenido en todas las simulaciones tiene un error menor 

del 5% respecto del valor nominal. Además, los valores de la energía de adhesión y del 

parámetro 𝜆 que proporcionan los modelos donde se considera el efecto de la adhesión, son 

muy parecidos. En este caso, el error acumulado de todos los puntos de las curvas teóricas 

respecto de las numéricas es menor de 1 Å, siendo el error acumulado mayor el asociado con 

la curva del indentador deformable sin adhesión en la comparativa con el modelo de contacto 

de Hertz. 

 

5.3.3. Platino-diamante 

En el caso de la interacción de diamante sobre platino se han obtenido las curvas que se 

muestran en la Figura 28 a), b) y c), para un indentador rígido con adhesión, un indentador 

deformable con adhesión y un indentador deformable sin adhesión, respectivamente. En estas 

simulaciones numéricas los valores de fuerza máxima registrados en el primer punto de la 

descarga son de 27, 21 y 40 nN, respectivamente. Esta diferencia tan marcada coincide con 

una oscilación fuerte del registro en el final del proceso de carga. Además, en este contacto 

platino-diamante, se produce un ciclo de histéresis para el desplazamiento de 4 Å en los dos 

primeros modelos que consideran la adhesión, no observándose en el caso del indentador 

deformable sin adhesión. 
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Figura 28: Curvas F-𝛿 de las simulaciones de DM de indentación esférica sobre una muestra de platino de 
160x90x160 Å, con los modelos de indentador: a) indentador rígido con adhesión, b) indentador deformable con 

adhesión y c) indentador deformable sin adhesión. 

 

Los parámetros obtenidos tras la aplicación de los modelos del continuo sobre las 

simulaciones son los que se recogen en la Tabla 14: 

Tabla 14: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT a los ensayos de DM con 
adhesión y de la aplicación del modelo de Hertz a los ensayos de DM sin adhesión para la interacción Pt-C en los 
sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Pt-C 
Rígido con 

adhesión 
105 106 1.23 30 0.23 0.44 

Pt-C 
Deformable 

con adhesión 
105 102 1.28 31 0.25 0.49 

Pt-C 
Deformable 

sin adhesión 
105 103 - 20 - 0.93 

 

 

5.3.4. Plata-diamante 

Los resultados correspondientes a la indentación de diamante sobre plata se muestran en la 

Figura 29 a), b) y c), considerando un indentador rígido con adhesión, un indentador 

deformable con adhesión y un indentador deformable sin adhesión, respectivamente. Como 

se puede observar en la figura, para una profundidad de penetración máxima de 

aproximadamente 4 Å, los valores de fuerza registrados en el punto máximo de carga son de 

36, 42 y 36 nN para la Figura 29 a), b) y c), respectivamente. En los modelos donde se considera 
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la adhesión, el valor máximo de fuerza de adhesión es de 7.4 y 7.2 nN, para el indentador rígido 

y el deformable, respectivamente.  

 

 

Figura 29: Curvas F-𝛿 de las simulaciones de DM de indentación esférica sobre una muestra de plata de 160x90x160 
Å, con los modelos de indentador: a) indentador rígido con adhesión, b) indentador deformable con adhesión y c) 

indentador deformable sin adhesión. 

 

En el caso de la interacción Ag-C, se observa mucha menos influencia de las fuerzas de 

adhesión que en los casos anteriores. Además, el ciclo de indentación es totalmente elástico, 

es decir, no se observa histéresis en el ciclo carga-descarga. Por este motivo, el radio efectivo 

coincide con el del indentador. 

De la aplicación del modelo de Maugis-Dugdale con la aproximación PT sobre los resultados 

de las simulaciones con el indentador rígido y el indentador deformable con adhesión, se han 

obtenido unos valores de módulo elástico de 88 y 93 GPa, como se muestra en la Tabla 15. 

Además, los valores obtenidos de energía de adhesión y de 𝜆 son iguales en los dos modelos. 

Tabla 15: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT a los ensayos de DM con 
adhesión y de la aplicación del modelo de Hertz a los ensayos de DM sin adhesión para la interacción Ag-C en los 
sistemas de 160x90x160 Å.  

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Ag-C 
Rígido con 

adhesión 
95 88 0.60 20 0.15 0.59 

Ag-C 
Deformable 

con adhesión 
95 93 0.60 21 0.15 0.53 

Ag-C 
Deformable 

sin adhesión 
95 92 - 20 - 1.05 
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Cabe destacar que, en este caso, el error acumulado en la simulación del indentador 

deformable sin adhesión es superior al ajuste de los modelos con adhesión, siendo la suma de 

todos los errores cometidos igual a 1.05 Å. 

 

5.3.5. Cobre-diamante 

Las Figura 30 a), b) y c) muestran las curvas fuerza-desplazamiento de los ciclos de 

indentación sobre cobre con un indentador rígido que considera el efecto de la adhesión, un 

indentador deformable que también considera la interacción superficial y un indentador 

deformable que no considera el efecto de la adhesión con el cobre, respectivamente. La fuerza 

máxima en el primer punto de la rama de descarga es de 55, 52 y 63 nN, en la Figura 30 a), b) 

y c), respectivamente. Además, en las simulaciones donde se considera el efecto de la adhesión, 

las fuerzas de adhesión son de 8.8 y 8.9 nN en el caso del indentador rígido y del deformable 

con adhesión, respectivamente. Estos valores son significativamente menores que el registro 

total de fuerza.  

 

 

Figura 30: Curvas F-𝛿 de las simulaciones de DM de indentación esférica sobre una muestra de cobre de 160x90x160 
Å, con los modelos de indentador: a) indentador rígido con adhesión, b) indentador deformable con adhesión y c) 

indentador deformable sin adhesión. 

 

Como se aprecia en la Figura 30, la indentación de diamante sobre cobre para una profundidad 

de penetración de aproximadamente 4 Å, se produce de forma elástica, sin histéresis. 

Por último, la aplicación del modelo de Maugis con la aproximación PT sobre las simulaciones 

de indentación con adhesión y del modelo de Hertz para el caso sin adhesión, conduce a los 

valores que se incluyen en la Tabla 16: 
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Tabla 16: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT a los ensayos de DM con 
adhesión y de la aplicación del modelo de Hertz a los ensayos de DM sin adhesión para la interacción Cu-C en los 
sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Cu-C 
Rígido con 

adhesión 
120 118 0.73 20 0.14 0.79 

Cu-C 
Deformable 

con adhesión 
120 121 0.76 20 0.16 0.81 

Cu-C 
Deformable 

sin adhesión 
120 110 - 20 - 0.93 

 

La modelización del indentador como un sólido totalmente rígido o como un indentador 

deformable proporcionan prácticamente los mismos resultados, con un error acumulado en el 

desplazamiento de la curva teórica inferior a 1 Å. Sin embargo, en el caso de no considerar la 

adhesión entre ambos sólidos, el valor del módulo de Young es significativamente inferior al 

valor teórico. 

 

5.3.6. Níquel-diamante 

En la Figura 31 a), b) y c) se muestran los resultados correspondientes a la indentación de un 

diamante como en las ocasiones anteriores para los casos de indentador rígido con adhesión, 

indentador deformable con adhesión e indentador deformable sin adhesión, respectivamente. 

La indentación de diamante sobre níquel para un desplazamiento máximo de 4 Å se produce 

de manera elástica sin histéresis en todos los casos.  

La fuerza máxima registrada en el primer punto de la rama de descarga es de 109, 104 y 114 

nN, tal y como se muestra en las Figura 31 a), b) y c), respectivamente. Las fuerzas atractivas 

de adhesión resultan significativamente menores en comparación, con valores de 10.3 y 10.2 

nN en el caso del indentador rígido y del indentador deformable ambos con adhesión, 

respectivamente.  
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Figura 31: Curvas F-𝛿 de las simulaciones de DM de indentación esférica sobre una muestra de níquel de 160x90x160 
Å, con los modelos de indentador: a) indentador rígido con adhesión, b) indentador deformable con adhesión y c) 

indentador deformable sin adhesión. 

 

Los valores del módulo elástico y de la energía de adhesión son los que se muestran en la Tabla 

17: 

Tabla 17: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT a los ensayos de DM con 
adhesión y de la aplicación del modelo de Hertz a los ensayos de DM sin adhesión para la interacción Ni-C en los 
sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Ni-C 
Rígido con 

adhesión 
205 204 0.84 20 0.11 0.81 

Ni-C 
Deformable 

con adhesión 
205 204 0.85 20 0.13 0.58 

Ni-C 
Deformable 

sin adhesión 
205 202 - 20 - 1.27 

 

Los tres modelos del sistema indentador-muestra proporcionan valores del módulo de Young 

muy cercanos al nominal, con menos de un 2% de error relativo. Algo similar sucede con los 

valores de la energía de adhesión. 

A continuación, se presentan los resultados de las indentaciones de diamante sobre paladio, 

plomo y cobre-níquel. En estos casos solo se ha utilizado el modelo del indentador rígido con 

adhesión. Estos ejemplos serán empleados en el capítulo de Discusión para comparar los 

resultados del procedimiento híbrido de Maugis-DM, con la aplicación directa del modelo de 

contacto de Maugis.  
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5.3.7. Paladio-diamante 

Las curvas fuerza-desplazamiento de la indentación de diamante sobre paladio se muestran 

en la Figura 32. Esta simulación se ha realizado considerando únicamente el indentador como 

un sólido rígido y con adhesión con la muestra. 

  

 

Figura 32: Curva F-𝛿 de la simulación de DM de indentación esférica sobre una muestra de paladio de 160x90x160 Å, 
con un indentador rígido con adhesión. 

 

Como se puede observar en la Figura 32, con una profundidad de penetración máxima de 

aproximadamente 4 Å se produce un ciclo de histéresis entre la rama de carga y la de descarga 

en el proceso de indentación. El radio efectivo obtenido, teniendo en cuenta los valores de las 

fuerzas de adhesión en el ciclo de carga y de descarga, es de 44 Å. 

Adicionalmente, el valor máximo de fuerza que se ha registrado en la descarga del material es 

de 43 nN y el valor de la fuerza de adhesión es de 23 nN. De la aplicación del proceso híbrido 

descrito en la sección “4.3.2. Algoritmo iterativo del modelo de Maugis sobre la simulación por 

dinámica molecular” se han obtenido los parámetros que se muestran en la Tabla 18: 

Tabla 18: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT al ensayo de DM con 
adhesión para la interacción Pt-C en los sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Pd-C Rígido con adhesión 105 103 0.88 44 0.20 0.44 
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El valor del módulo elástico del paladio difiere del módulo elástico teórico en menos de un 2%. 

Además, el error cuadrático medio acumulado entre la curva que predice el modelo de Maugis-

Dugdale con la aproximación PT y la curva numérica es inferior a 0.5 Å. 

 

5.3.8. Plomo-diamante 

La curva fuerza-desplazamiento de la indentación esférica de diamante sobre una muestra de 

plomo es la que se recoge en la Figura 33. Para una profundidad de penetración de 

aproximadamente 4 Å, se ha registrado un valor de fuerza en el primer punto de la descarga 

de 17 nN, mientras que el valor de la fuerza de adhesión es de 6.8 nN. Como se puede observar 

en la Figura 33, el material presenta histéresis durante la indentación con un radio combinado 

o efectivo de 42 Å.  

 

Figura 33: Curva F-𝛿 de la simulación de DM de indentación esférica sobre una muestra de plomo de 160x90x160 Å, 
con un indentador rígido con adhesión. 

Al aplicar el modelo de Maugis, se ha obtenido un valor de módulo elástico de 31 GPa, 

significativamente inferior al módulo nominal de 40 GPa (Tabla 19).  

Tabla 19: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT al ensayo de DM con 
adhesión para la interacción Pb-C en los sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Pb-C Rígido con adhesión 40 31 0.27 42 0.20 0.52 
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5.3.9. Cobre-níquel-diamante 

Por último, el proceso de indentación de un indentador de diamante rígido sobre una muestra 

de cobre-níquel con un 40% de cobre, se caracteriza por la curva incluida en la Figura 34. Para 

una profundidad de penetración de 4 Å, el proceso de indentación es totalmente elástico, 

coincidiendo las ramas de carga y de descarga.  

 

Figura 34: Curva F-𝛿 de la simulación de DM de indentación esférica sobre una muestra de cobre-níquel de 
160x90x160 Å, con un indentador rígido con adhesión. 

 

En el contacto CuNi-C se han obtenido los parámetros que se muestran en la Tabla 20 tras la 

aplicación del modelo de Maugis-Dugdale con la aproximación PT: 

Tabla 20: Resultados obtenidos de la aplicación del modelo Maugis-Dugdale aproximación PT al ensayo de DM con 
adhesión para la interacción CuNi-C en los sistemas de 160x90x160 Å. 

 Indentador 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

CuNi-C Rígido con adhesión 189 185 0.67 20 0.10 0.57 

 

En este caso el error entre el módulo elástico obtenido y el teórico o nominal es del 2%. 

Además, se ha obtenido, de nuevo, un error entre la curva teórica y la numérica de menos de 

1 Å. 
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5.4. Evolución del radio de contacto durante la descarga 

A continuación, se muestran los valores del radio de contacto entre el indentador y las 

muestras metálicas, según el proceso descrito en el apartado “4.3.3. Determinación del radio 

de contacto”. Estos cálculos se han realizado sobre los sistemas con dimensiones de 

160x90x160 Å, con los tres modelos de indentador planteados, es decir, suponiendo que es un 

sólido rígido que tiene en cuenta los fenómenos de adhesión, un sólido deformable con 

interacción adhesiva con la muestra y un sólido deformable que no considera esta adhesión 

con el metal. 

El radio de contacto que determina el círculo inscrito en el área proyectada del casquete 

esférico de contacto, en cada paso de la descarga estudiado, se ha denominado radio mínimo. 

Por otro lado, el radio máximo de contacto hace referencia al valor del radio del círculo de esta 

área proyectada que contiene el 95% de los átomos que se encuentran en esta región. 

 

5.4.1. Aluminio-diamante 

La Figura 35 permite comparar el efecto de considerar o no la adhesión en la determinación 

del radio de contacto durante la rama de descarga en la indentación de diamante sobre 

aluminio. 

En la Figura 35 a) se ha representado el desplazamiento frente al radio de contacto durante la 

indentación. Las líneas que se muestran en la figura se corresponden con los valores que 

predicen los modelos de contacto de Hertz, DMT, JKR y la aproximación COS del modelo de 

Maugis. Los valores representados mediante círculos y triángulos se corresponden con el 

radio mínimo y máximo de contacto calculados a partir de las simulaciones de DM, 

respectivamente. Como se puede observar, los modelos de contacto de Hertz y DMT predicen 

los mismos valores de radio de contacto en los puntos más bajos de desplazamiento, pero 

después estos modelos se separan de forma significativa, debido al cambio del radio 

combinado que se produce en el proceso de descarga. Los valores del radio de contacto 

mínimo en los primeros pasos de la descarga sin adhesión, se encuentran bastante próximos 

al modelo de Hertz, pero a medida que el indentador se aleja de la muestra durante la descarga, 

las medidas obtenidas difieren cada vez más de este modelo acercándose al modelo DMT. 

Utilizando los radios de contacto máximos la cercanía al modelo DMT es mayor.  

Por otro lado, si se considera el efecto de la adhesión en el contacto Al-C, los radios mínimos 

de contacto obtenidos de las simulaciones numéricas se encuentran entre las teorías límite 
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DMT y JKR. Cuando se considera el radio máximo de contacto, este valor se encuentra más 

próximo al modelo JKR. 

 

 

Figura 35: Representación del radio de contacto en el contacto Al-C en las simulaciones con el indentador 
deformable cuando se considera el efecto de la adhesión y cuando no se tiene en cuenta: a) desplazamiento frente a 

radio de contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Cuando el radio de contacto es más pequeño, los modelos del continuo se separan de las 

predicciones de la DM. Si bien es cierto que hay que considerar la dificultad asociada a la 

determinación de estos valores. 

La representación de la fuerza frente al radio de contacto de la Figura 35 b) muestra una 

tendencia semejante a la antes descrita. 

En cualquiera de estas dos representaciones, se puede observar que, si no se considera la 

adhesión entre los cuerpos, los radios de contacto de la simulación de DM están entre las 

predicciones de Hertz y DMT, estando más cercanos a esta última. Al introducir adhesión los 

radios de contacto de la simulación de DM se sitúan entre DMT y JKR, pero en general, este 

último modelo ofrece mejores predicciones.  

Al comparar los resultados considerando el indentador rígido o deformable, se han obtenido 

las gráficas incluidas en la Figura 36 a) y b). Los radios de contacto determinados a partir de 

b)a)
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las simulaciones de DM son muy semejantes, aunque con el indentador perfectamente rígido, 

se obtienen unos valores ligeramente más altos cuando el contacto entre sólidos se va 

reduciendo. 

 

 

Figura 36: Representación del radio de contacto en el contacto Al-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Cabe destacar que, en la rama de descarga cuando el indentador está a punto de perder el 

contacto con la muestra, los valores de los radios de contacto mínimo y máximo se alejan de 

manera significativa de las predicciones de los modelos de contacto del continuo. 

En cualquier caso, las diferencias obtenidas entre los valores del radio de contacto 

proporcionados por los modelos que consideran al indentador rígido o deformable son 

pequeñas. 

 

5.4.2. Oro-diamante 

Las representaciones del desplazamiento y de la fuerza frente al radio de contacto en el 

proceso de indentación de diamante sobre una muestra de oro, son las que se muestran en las 

Figura 37 a) y b), respectivamente. En estas gráficas, se han representado los resultados 

b)a)
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cuando se considera el indentador deformable con y sin efecto de la adhesión con la muestra 

metálica de oro.  

Como se puede observar, los valores de radio de contacto mínimo y máximo de las 

simulaciones de DM son aproximadamente el doble cuando se considera el efecto de la 

adhesión que cuando se desprecia dicho efecto. 

En la Figura 37 a), donde se representa el desplazamiento frente al radio de contacto, se puede 

observar que en el contacto Au-C del indentador deformable sin adhesión, casi todos los 

valores mínimos de radio de contacto medidos son menores que los que predice el modelo de 

Hertz. Sin embargo, casi todos los radios máximos medidos dan valores superiores a este 

modelo, produciéndose la mayor diferencia en los últimos pasos de la descarga antes de que 

se pierda el contacto entre el indentador y la muestra de oro. Cuando se representa la fuerza 

(Figura 37 b)), los radios de contacto medidos para estos puntos no tienen tanta dispersión. 

 

 

Figura 37: Representación del radio de contacto en el contacto Au-C en las simulaciones con el indentador 
deformable cuando se considera el efecto de la adhesión y cuando no se tiene en cuenta: a) desplazamiento frente a 

radio de contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Los radios de contacto mínimos y máximos se encuentran, principalmente, entre las 

predicciones de los modelos de contacto DMT y JKR cuando hay adhesión, siendo la diferencia 

entre ambos de aproximadamente 0.3 Å. Sin embargo, a medida que avanza la descarga, las 

a) b)
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predicciones de los modelos basados en el continuo se alejan de los valores de DM, tanto en 

desplazamiento como en fuerza.  

En las Figura 38 a) y b) se comparan los resultados correspondientes a considerar al 

indentador rígido o deformable, ambos con adhesión. En general, estas dos simulaciones 

proporcionan resultados de la medida del radio de contacto prácticamente iguales. Aunque en 

la Figura 38 a) los resultados del indentador rígido, cuando el contacto entre el indentador y 

la muestra de oro es cada vez menor, los radios de contacto máximos son superiores a los que 

proporciona el indentador deformable. En este caso, los dos últimos valores que se han medido 

del radio de contacto en el contacto Au-C son menores que los predichos por los modelos del 

continuo.  

 

 

Figura 38: Representación del radio de contacto en el contacto Au-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Los resultados del sistema Au-C aportan información similar a los del sistema Al-C. 

 

a) b)
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5.4.3. Platino-diamante 

Los resultados correspondientes al análisis de la indentación de diamante sobre platino se 

recogen en la Figura 39 y en la Figura 40. Aunque las gráficas 𝛿 − 𝑎 y 𝐹 − 𝑎 son similares a los 

de casos anteriores, debe reconocerse que el acuerdo entre los resultados de DM y las 

predicciones de los modelos del continuo son más dispares. En las mismas curvas fuerza-

desplazamiento se observaban diferencias sustanciales con otros casos. 

En la Figura 39 a) y b) se recogen los radios de contacto cuando se considera un indentador 

deformable con y sin adhesión. Los radios de contacto máximos y mínimos cuando no se 

considera la adhesión presentan valores mucho más altos que los que predice el modelo de 

Hertz. Además, la diferencia entre el radio de contacto mínimo y máximo oscila entre 1.2 y 1.8 

Å. 

Cuando se considera el efecto de la adhesión, los radios mínimos se encuentran entre las 

teorías límite de contacto JKR y DMT. Sin embargo, los radios máximos sobrepasan los valores 

que predice el modelo de contacto JKR. Atendiendo a la Figura 39 b) se puede observar cómo 

los radios de contacto son menores a medida que se aleja el indentador de la muestra. 

 

 

Figura 39: Representación del radio de contacto en el contacto Pt-C en las simulaciones con el indentador 
deformable cuando se considera el efecto de la adhesión y cuando no se tiene en cuenta: a) desplazamiento frente a 

radio de contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

a) b)
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Comparando los modelos de indentador rígido y deformable con adhesión, se obtienen las 

gráficas de desplazamiento y fuerza frente a radio de contacto que se muestran en las Figura 

40 a) y b), respectivamente. En estas representaciones se puede observar que los modelos 

DMT y JKR predicen unos valores de radio de contacto con mucha más variación entre el 

indentador rígido y el indentador deformable, debido a la diferencia del valor de la energía de 

adhesión y del radio combinado obtenido cuando se aplican estos modelos. 

Las medidas obtenidas de los radios de contacto mínimos y máximos de las simulaciones de 

DM son muy parecidas para ambos modelos, no observándose un efecto significativo entre 

considerar el indentador rígido o deformable. 

 

 

Figura 40: Representación del radio de contacto en el contacto Pt-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

5.4.4. Plata-diamante 

Los resultados de la indentación de diamante sobre plata se resumen en la Figura 41 y en la 

Figura 42. 

La Figura 41  permite analizar el efecto de la adhesión en las gráficas desplazamiento-radio de 

contacto (Figura 41 a)) y fuerza-radio de contacto (Figura 41 b)). 

a) b)
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Figura 41: Representación del radio de contacto en el contacto Ag-C en las simulaciones con el indentador 
deformable cuando se considera el efecto de la adhesión y cuando no se tiene en cuenta: a) desplazamiento frente a 

radio de contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Como se puede observar en la Figura 41 a), los modelos de contacto de Hertz y DMT coinciden, 

debido a que el radio combinado es igual al radio del indentador al no producirse histéresis en 

el ciclo de indentación. Los valores de los radios mínimos sin adhesión se encuentran a menos 

de 1 Å del modelo de Hertz, mientras que los de los radios máximos se sitúan entre los modelos 

DMT y JKR.  

Al considerar los efectos de la adhesión, los valores de radio de contacto mínimos que 

proporcionan las simulaciones de DM se localizan entre las teorías DMT y JKR, mientras que 

los del radio de contacto máximo son superiores a los que predice el modelo JKR.  

La Figura 42 permite analizar para este caso Ag-C, el efecto de considerar el indentador rígido 

o deformable: 

a) b)
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Figura 42: Representación del radio de contacto en el contacto Ag-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Las medidas del radio de contacto mínimo y máximo, en cada punto de la descarga estudiado, 

son prácticamente iguales, independientemente de si el indentador de diamante se considera 

rígido o deformable. Cabe destacar que, igual que en los casos anteriores (Al-C y Au-C) en los 

últimos pasos de la descarga, los radios obtenidos se alejan cada vez más de los modelos de 

contacto basados en el continuo.  

 

5.4.5. Cobre-diamante 

En la Figura 43 y en la Figura 44 se resumen los resultados de la indentación de diamante 

sobre cobre, con resultados similares al caso Ag-C. 

Como se puede observar en la Figura 43, la diferencia media entre los valores de radio mínimo 

y máximo cuando no se considera la adhesión es de 2 Å. Además, los valores de los radios 

mínimos son más cercanos a los que predice el modelo de Hertz, sobre todo en los primeros 

pasos de la descarga del ciclo de indentación. Los radios de contacto máximos se encuentran 

en la región de transición entre los modelos DMT y JKR. De nuevo, a medida que avanza el 

proceso de descarga, los radios medidos difieren más de las predicciones de los modelos del 

contacto continuo. 

b)a)
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Figura 43: Representación del radio de contacto en el contacto Cu-C en las simulaciones con el indentador 
deformable cuando se considera el efecto de la adhesión y cuando no se tiene en cuenta: a) desplazamiento frente a 

radio de contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

Considerar, o no, la adhesión entre el indentador y la muestra conduce a unas diferencias en 

el radio de contacto entre 2 y 3 Å. Los radios mínimos se localizan entre las predicciones de 

las teorías límite DMT y JKR, menos en los últimos puntos del proceso de descarga. Sin 

embargo, el radio máximo determinado en las simulaciones de DM se encuentra por encima 

de los valores que predice la teoría JKR. 

La Figura 44 permite evaluar el efecto de la deformación del indentador. Los radios de 

contacto de las simulaciones de DM no muestran diferencias apreciables entre los modelos de 

indentador rígido y deformable. 

Las pequeñas diferencias que se observan entre los modelos (Figura 44 b)), son consecuencia 

de las variaciones en la energía de adhesión y en el módulo de Young obtenidos al aplicar el 

modelo de Maugis con la aproximación PT sobre los datos numéricos de DM.  

 

a) b)
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Figura 44: Representación del radio de contacto en el contacto Cu-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

5.4.6. Níquel-diamante  

La Figura 45 resume el efecto de la adhesión en la indentación de diamante sobre níquel. En 

este caso, los radios de contacto mínimos y máximos obtenidos de las simulaciones de DM son 

muy parecidos independientemente de si se tiene en cuenta el fenómeno de adhesión entre 

muestra e indentador. Este resultado es una consecuencia del bajo valor de la energía de 

adhesión en el sistema Ni-C. 

Los radios mínimos se encuentran muy próximos a las predicciones de los modelos de Hertz 

y DMT. En los primeros pasos del proceso de descarga, es donde se puede observar más 

diferencia con los modelos de contacto, sobre todo en el caso del indentador que no tiene en 

cuenta la adhesión. Los resultados también tienden a separarse de las prediciones de los 

modelos del continuo en las últimas etapas de la descarga. 

Los radios de contacto máximos obtenidos en estas simulaciones Ni-C se encuentran, en 

general, en la región de transición entre los modelos del continuo, aunque más próximos al 

modelo JKR. 

El carácter deformable o rígido del indentador, apenas tiene influencia en los resultados, como 

se puede observar en la Figura 46. 

a) b)
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Figura 45: Representación del radio de contacto en el contacto Ni-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

 

 

Figura 46: Representación del radio de contacto en el contacto Ni-C en las simulaciones con el indentador rígido y 
con el indentador deformable cuando se considera el efecto de la adhesión: a) desplazamiento frente a radio de 

contacto, b) fuerza frente a radio de contacto. 

a) b)

a) b)
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Por lo general, los radios de contacto se encuentran localizados en la región de transición entre 

los modelos del continuo DMT y JKR, en los casos metal-diamante que se han analizado. 

Además, se puede observar que, en los últimos puntos del proceso de descarga, cuando el 

indentador va a perder el contacto con la muestra, estos radios de contacto tienden a separarse 

de las predicciones de los modelos de contacto. 

 

5.5. Influencia del radio del indentador y de la 
profundidad de penetración en el proceso de 
indentación 

Como se describió en la sección “4.2.1. Indentador esférico deformable con adhesión” se han 

realizado simulaciones de DM en el caso de las interacciones de Au-C y Ni-C, en las cuales se 

varían las dimensiones de los sistemas (radio del indentador y tamaño de la caja que contiene 

a los átomos del metal indentado) y la profundidad de penetración que alcanza el indentador, 

con el objetivo de determinar la influencia de estas variables. En este estudio, se han realizado 

simulaciones para tres profundidades máximas de penetración: 4, 8 y 12 Å, con un radio del 

indentador de 40 Å. Además, para la profundidad de penetración de 4 Å se ha utilizado 

también un indentador de 200 Å de radio. 

 

5.5.1. Oro-diamante 

En primer lugar, de las simulaciones del proceso de indentación de un indentador de diamante 

de 40 Å de radio sobre una muestra de oro de 160 Å en todas sus direcciones, se han obtenido 

las curvas fuerza-desplazamiento que se muestran en la Figura 47. En esta gráfica se han 

representado de forma conjunta las curvas F-𝛿 cuando el indentador alcanza una profundidad 

de penetración de 4, 8 y 12 Å.  

Como se puede observar en la Figura 47, los procesos de carga en las tres simulaciones 

coinciden, con las oscilaciones en forma de dientes de sierra como se han observado en todos 

los resultados anteriores. En estos ciclos, las fuerzas en el punto máximo de la descarga han 

sido de 58, 107 y 185 nN en los ciclos de 4, 8 y 12 Å de profundidad de penetración, 

respectivamente. Adicionalmente, los valores de la fuerza de adhesión registrados han sido de 

17, 48 y 67 nN, respectivamente.  
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Figura 47: Curvas fuerza-desplazamiento de los procesos de indentación de un indentador de diamante de 40 Å de 
radio sobre una muestra de oro de 160x160x160 Å, cuando la profundidad de penetración es de 4, 8 y 12 Å. 

 

Como se puede observar, en los ciclos de indentación cuya profundidad de penetración 

máxima es de 8 y 12 Å, se observa un ciclo de histéresis, que no se observa con la profundidad 

de penetración más baja.  

La aplicación del procedimiento descrito en el apartado “4.3.2. Algoritmo iterativo del modelo 

de Maugis sobre la simulación por dinámica molecular” proporciona los valores que se 

incluyen en la Tabla 21: 

Tabla 21: Parámetros del modelo de Maugis aproximación PT en las simulaciones de DM de Au-C con un indentador 
de 40 Å de radio sobre muestras de 160x160x160 Å. 

Indentación 𝛿 (Å) 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝝀 ERMS (Å) 

Au-C 4 73 74 0.73 0.23 1.04 

Au-C 8 73 75 0.75 0.34 0.70 

Au-C 12 73 76 0.75 0.37 0.76 

 

Los valores del módulo elástico tienen un error inferior al 4% respecto al módulo nominal o 

teórico del material. Sin embargo, la energía de adhesión y el parámetro del modelo de Maugis, 

𝜆, tienen más discrepancias entre sí, siendo más acusadas en la simulación con una 

profundidad de penetración de 4 Å. 



Efectos de la adhesión en ensayos de indentación a escala atómica en metales FCC: una aproximación desde 
la dinámica molecular 
__________________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

116 
 

En segundo lugar, de la simulación realizada del proceso de indentación con un indentador 

esférico de 200 Å de radio sobre una muestra de 200x190x200 Å de aluminio, se ha obtenido 

la curva fuerza-desplazamiento de la Figura 48: 

 

 

Figura 48: Curva fuerza-desplazamiento de la indentación de un indentador de diamante de 200 Å sobre una 
muestra de oro de 200x190x200 Å. 

 

En este caso, la fuerza máxima registrada en el último punto de la descarga del proceso 

simulado es de 169 nN y la fuerza de adhesión es de 92 nN. En este caso, para una profundidad 

de penetración de 4 Å, se empieza a observar un ligero ciclo de histéresis.  

Los valores obtenidos de la aplicación del modelo de contacto de Maugis en este ciclo de 

indentación sobre la muestra de oro son los que se muestran en la Tabla 22: 

 

Tabla 22: Parámetros del modelo de Maugis aproximación PT en la simulación de DM de Au-C con un indentador de 
200 Å de radio sobre una muestra de 200x190x200 Å. 

Indentación 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Au-C 73 77 0.73 229 0.42 0.64 
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5.5.2. Níquel-diamante 

En las simulaciones de DM de un indentador deformable que considera el efecto de la adhesión 

con una muestra de níquel, para profundidades de penetración de 4, 8 y 12 Å, se han obtenido 

las curvas fuerza-desplazamiento que se muestran en la Figura 49. Como se puede observar 

en esta gráfica, el ciclo de carga de las tres simulaciones coincide y presentan, otra vez, las 

oscilaciones en forma de “dientes de sierra” características de las simulaciones atómicas. Por 

otro lado, en los ciclos de indentación de 8 y 12 Å de profundidad de penetración se observa 

un ciclo de histéresis muy marcado, que no se produce cuando el desplazamiento es de 4 Å. 

En este caso, las fuerzas registradas en el primer punto de la descarga para las profundidades 

de penetración máximas de 4, 8 y 12 Å han sido de 124, 327 y 379 nN, respectivamente. 

Además, las fuerzas de adhesión en estos ciclos toman unos valores de 20, 41 y 59 nN, 

respectivamente.  

 

 

Figura 49: Curvas fuerza-desplazamiento de los procesos de indentación de un indentador de diamante de 40 Å de 
radio sobre una muestra de níquel de 160x160x160 Å, cuando la profundidad de penetración es de 4, 8 y 12 Å. 

 

Los parámetros asociados a cada una de estas simulaciones cuando se aplica el modelo de 

Maugis son los que se recogen en la Tabla 23: 
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Tabla 23: Parámetros del modelo de Maugis aproximación PT en las simulaciones de DM de Ni-C con un indentador 
de 40 Å de radio sobre muestras de 160x160x160 Å. 

Indentación 𝛿 (Å) 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝝀 ERMS (Å) 

Ni-C 4 205 204 0.85 0.16 0.93 

Ni-C 8 205 207 0.77 0.20 0.31 

Ni-C 12 205 210 0.77 0.22 0.88 

 

Como se puede observar, en todos los ciclos se ha obtenido un valor de módulo elástico con 

un error menor al 2.5% respecto del valor nominal. Sin embargo, tanto el parámetro 𝜆 como 

el valor de la energía de adhesión presentan unos valores con más variación entre ellos, 

resultando la mayor desviación en la simulación del contacto Ni-C con la profundidad de 

penetración más baja. 

En el sistema simulado por DM con un indentador de diamante de 200 Å de radio que entra en 

contacto con una muestra de níquel de 200x190x200 Å, se ha obtenido las curvas fuerza-

desplazamiento que se muestran en la Figura 50. 

 

 

Figura 50: Curva fuerza-desplazamiento de la indentación de un indentador de diamante de 200Å sobre una muestra 
de níquel de 200x190x200Å. 
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En este caso, la fuerza máxima registrada en el proceso de descarga del material es de 414 nN, 

mientras que la fuerza de adhesión es de 103 nN. Como se puede observar en la Figura 50, el 

ciclo de indentación del contacto Ni-C para una profundidad de penetración de 

aproximadamente 4 Å, es totalmente elástico, no se produce la plastificación de la muestra de 

níquel en el proceso.  

La aplicación del modelo de Maugis con la aproximación PT sobre estos resultados obtenidos, 

proporciona el valor del módulo elástico de 225 GPa, que dista de los 205 GPa de módulo 

nominal o teórico del níquel, aunque esta diferencia es inferior al 10%. Por otro lado, el 

parámetro 𝜆 toma un valor de 0.27 y la energía de adhesión es de 0.85 J/m2. 

Tabla 24: Parámetros del modelo de Maugis aproximación PT en la simulación de DM de Ni-C con un indentador de 
200Å de radio sobre una muestra de 200x190x200Å. 

Indentación 𝑬𝒕 (GPa) 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝑹∗ (Å) 𝝀 ERMS (Å) 

Ni-C 205 225 0.85 200 0.27 0.62 

 

En general, en las indentaciones Au-C y Ni-C realizadas a diferentes profundidades de 

penetración, los resultados muestran que la rama de carga es común en cada contacto. 

Además, los valores obtenidos de módulo elástico a través del ciclo de descarga son similares.  

Las indentaciones realizadas a 4 Å de profundidad proporcionan valores de módulo elástico 

con mayor desviación respecto al nominal para ambos contactos, aunque siempre con una 

diferencia inferior al 10%. 

La realización de indentaciones con un indentador de mayor radio, hace que las fuerzas 

registradas sean mayores. Además, extiende el valor de profundidad máxima de penetración 

bajo comportamiento elástico. 

 



  

 
 



  

 
 

 

6. DISCUSIÓN 

En este capítulo se discuten los resultados obtenidos de las simulaciones numéricas por 

dinámica molecular. Primero, se analizan los resultados proporcionados por el modelo de 

Maugis con la aproximación PT sobre las curvas fuerza-desplazamiento de DM.  

En segundo lugar, se analizan los radios de contacto obtenidos de las simulaciones de DM 

en los contactos estudiados, comparándolos con los modelos del contacto basados en el 

medio continuo. 

Por último, se realiza una breve discusión sobre el efecto de escala en el contacto adhesivo 

entre los metales FCC y el indentador de diamante simulados.  
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6.1. Curvas fuerza-desplazamiento, módulos elásticos y 
energías de adhesión 

En el capítulo de Resultados se mostraron las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas de 

las simulaciones asumiendo que el indentador es un sólido rígido y un sólido deformable, 

considerando los efectos de la adhesión mediante un potencial LJ. Adicionalmente, se ha 

incluido la comparativa cuando el indentador es deformable, pero sin considerar los efectos 

de la adhesión con la muestra metálica. 

Los registros y resultados obtenidos indican que apenas hay diferencias entre considerar al 

indentador rígido o deformable. En los casos analizados el indentador siempre es de 

diamante e incluso frente al metal con mayor rigidez, la diferencia entre los módulos 

elásticos es muy importante. Por este motivo, la deformación experimentada por el 

indentador es reducida durante el ciclo de indentación, aunque se permita en el caso del 

indentador deformable que los átomos del contacto con el metal puedan experimentar 

desplazamientos, según la segunda ley de movimiento de Newton. 

La aplicación del modelo de Maugis sobre las curvas fuerza-desplazamiento en los casos en 

los que se considera el efecto de la adhesión, permiten obtener los valores del módulo de 

Young, de la energía de adhesión y del parámetro 𝜆. En particular, los valores obtenidos del 

módulo de Young presentan diferencias inferiores al 10% respecto de los valores 

correspondientes a los ensayos de tracción uniaxial realizados previamente sobre cada 

metal FCC. Por lo tanto, se puede asumir que las simulaciones de DM del proceso de 

indentación esférica se han llevado a cabo con los procedimientos correctos en cuanto a 

minimización de la energía, equilibrio del sistema y potencial de interacción escogido entre 

los sólidos que entran en contacto. Por consiguiente, las simulaciones reproducen con 

fiabilidad el proceso de indentación esférica sobre metales FCC. 

Como se ha mostrado en el capítulo 5, las curvas fuerza-desplazamiento pueden clasificarse 

en dos tipos: curvas con histéresis en el ciclo de carga-descarga y curvas sin histéresis. La 

Tabla 25 resume las observaciones sobre el tipo de curva, junto con los valores del 

parámetro 𝜆 y de la relación 𝜔/𝐸. Este cociente, relaciona dos propiedades del contacto y 

parece, a la vista de los resultados, que controla la forma de las curvas fuerza-

desplazamiento. Puede interpretarse como la relación entre la importancia relativa de las 

fuerzas de adhesión (cuantificadas por la energía de adhesión, 𝜔) y las fuerzas elásticas 

(cuantificadas por el módulo de elasticidad, 𝐸). Al tener unidades de longitud, algunos 

autores [156] han denominado longitud elasto-adhesiva a la relación 𝜔/𝐸, con 

interpretación física semejante a la anteriormente comentada. También se ha incluido en la 
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Tabla 25 el parámetro de Maugis, 𝜆, directamente relacionado con el parámetro de Tabor, 

𝜇. Ambos son una medida de la importancia relativa de las fuerzas de adhesión frente a las 

elásticas, pero utilizando conceptos más fundamentales ligados al potencial de interacción. 

Tabla 25: Valores obtenidos de módulo elástico, E; energía de adhesión, 𝜔; relación 𝜔/𝐸; y parámetro 𝜆 de las 
simulaciones diamante-metal FCC realizadas.  

Muestra 𝑬 (GPa) 𝝎 (J/m2) 𝝎/𝑬 (Å) 𝝀 Histéresis 

Aluminio 73 1.09 0.15 0.29 Sí 

Oro 76 0.66 0.09 0.23 Sí 

Platino 106 1.23 0.12 0.23 Sí 

Plata 88 0.60 0.07 0.15 No 

Cobre 118 0.73 0.06 0.14 No 

Níquel 204 0.84 0.04 0.11 No 

  

Como se aprecia en la Tabla 25, los sistemas con ciclos de carga-descarga sin histéresis 

tienen valores de 𝜔/𝐸 < 0.07 y valores de 𝜆 < 0.2. Los sistemas con valores de 𝜔/𝐸 > 0.07 

y valores de 𝜆 > 0.2 presentan histéresis en el ciclo de carga y descarga.  

Estos intervalos de valores son solo representativos de los sistemas analizados y de las 

condiciones particulares del análisis. Más relevante que los valores específicos, es el hecho 

de que la relación 𝜔/𝐸 sean un factor determinante.  

Una vez puesto de manifiesto el papel importante de la relación 𝜔/𝐸, surge de forma natural 

la cuestión de cómo determinarlo. Como se ha visto, para obtener los valores de 𝜔 es 

necesario aplicar un modelo de contacto. En esta tesis se ha utilizado el modelo de Maugis, 

que tiene un cierto grado de complejidad. Resulta muy interesante y conveniente vincular 

la relación 𝜔/𝐸 con alguna magnitud que pudiera medirse experimentalmente. 

En la Figura 51 se representa la relación de 𝜔/𝐸 frente al desplazamiento, 𝑑𝑐 , 

correspondiente a la máxima fuerza de adhesión registrada en el ciclo de carga. Los datos 

representados han sido obtenidos de las simulaciones de DM y de la aproximación PT del 

modelo de Maugis. Como se observa, en la Figura 51 hay una correlación entre 𝜔/𝐸 y 𝑑𝑐 , 

distinguiéndose, además, los valores asociados con los ciclos de carga y descarga que 

presentan histéresis. 

La relación entre 𝜔/𝐸 y 𝑑𝑐 puede deducirse también aplicando modelos de contacto más 

simples, por ejemplo, en el caso del modelo JKR: 
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𝜔

𝐸
~√

𝑑𝑐
3

𝑅
 

(107) 

 

Es razonable pensar que la relación 𝜔 𝐸⁄ ≡ 𝑓(𝑑𝑐) podría depender de las condiciones de 

indentación, por ejemplo, la ecuación (107) depende de R. 

 

 

Figura 51: Representación de 𝜔/𝐸 frente a 𝑑𝑐 obtenidos en cada contacto metal-diamante. 

 

Asumiendo en primera aproximación una relación lineal entre 𝜔/𝐸 y 𝑑𝑐 , se obtiene la 

siguiente ecuación empírica para las condiciones y casos analizados en esta tesis: 

 𝜔

𝐸
= −0.1 + 0.08𝑑𝑐  (Å) (108) 

 

Con esta expresión, se podría obtener la energía de adhesión de un metal FCC en contacto 

con un indentador de diamante, a partir del valor de la distancia 𝑑𝑐 del ciclo de carga y de 

su módulo elástico.  

Aplicando esta expresión a los contactos Pb-C, Pd-C y CuNi-C, se obtendrían los valores que 

se muestran en la Tabla 26: 

 

Casos con histéresis 
en la curva F- 
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Tabla 26: Valores obtenidos para los contactos Pb-C, Pd-C y CuNi-C empleando la ecuación (107). 

Contacto 𝒅𝒄(Å) 𝑬 (GPa) 𝝎𝒆𝒄 (𝟏𝟎𝟖) (J/m2) 𝝎 (J/m2) 𝝎𝑱𝑲𝑹 (J/m2) 

Pb-C 2.6 40 0.42 0.27 0.43 

Pd-C 2.4 105 0.93 0.88 1.00 

CuNi-C 1.7 188 0.62 0.67 1.07 

 

Como se puede observar, los valores que proporciona la ecuación (108) para la energía de 

adhesión entre el metal y el diamante, son bastante aproximados a los que proporciona la 

aplicación del modelo de Maugis con el modelo híbrido planteado en este trabajo. En el caso 

del contacto Pb-C la predicción de la energía de adhesión con la ecuación (108) se desvía 

significativamente de lo proporcionado por los cálculos de DM, debido al módulo elástico 

tan elevado que se ha obtenido. En la Tabla 26 se ha incluido también el valor que 

proporciona el modelo JKR. 

La Tabla 25 ha mostrado que el parámetro de Maugis 𝜆 también permite clasificar los tipos 

de contacto. Como se ha comentado previamente, uno de los mayores problemas asociados 

a la aplicación del modelo de Maugis es que, a priori, no se conocen las magnitudes que 

determinan el valor de 𝜆 según la expresión (109): 

 
𝜆 = 1.16 (

𝑅𝜔2

(𝐸∗)2𝑧0
3)

1/3

 
(109) 

 

Es decir, para calcular 𝜆 es necesario conocer 𝑅, 𝜔, 𝐸∗ y 𝑧0, lo que obliga a utilizar el 

procedimiento iterativo ya descrito. Además, 𝑧0 es la distancia de equilibrio asociada al 

potencial de interacción, en este caso de tipo LJ. Esta magnitud no es accesible 

experimentalmente y sería muy interesante poder correlacionarla con una magnitud 

medible. 

En la Figura 52 se representa la distancia de equilibrio 𝑧0 frente a 𝑑𝑐 , utilizando la 

información proveniente de las simulaciones de DM: 
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Figura 52: Representación de la distancia de equilibrio, 𝑧0, de cada contacto metal-diamante obtenida según el 
potencial LJ frente a la distancia crítica, 𝑑𝑐 , del punto máximo de adhesión registrado en el ciclo de carga de la 

curva fuerza-desplazamiento de las indentaciones de DM. 

 

En este caso, se han tomado los valores de 𝑑𝑐 correspondientes al indentador rígido sobre 

muestras de aluminio, oro, plata, cobre, platino y níquel. Ajustando estos valores a una 

relación lineal, se obtiene la siguiente expresión empírica: 

 𝑧0 = 2.39 + 0.43𝑑𝑐 (Å) (110) 

 

La ecuación (110) permite estimar un valor de la distancia de equilibrio sin conocer el 

potencial de interacción de LJ. Esto es especialmente útil cuando la muestra modelizada 

consta de átomos de diferentes materiales metálicos (por ejemplo, las aleaciones) donde no 

se conoce el potencial de LJ de la interacción entre ambos, dado que se impone el potencial 

de interacción con cada tipo de átomo metálico y los átomos de diamante. 

La ecuación (110) puede aplicarse a los casos de indentación esférica sobre paladio y plomo, 

cuyas curvas fuerza-desplazamiento se han mostrado el capítulo de Resultados. En estos 

dos casos, una vez se ha obtenido el registro de fuerza-desplazamiento, se mide el 

desplazamiento correspondiente al valor máximo de la fuerza de adhesión en el proceso de 

carga, es decir, cuando los átomos de la muestra metálica experimentan ese “salto” hacia los 

átomos del indentador. Con este valor de 𝑑𝑐 , se obtienen los valores de 𝑧0 que se muestran 

en la Tabla 27 y se comparan con los del potencial de interacción de tipo Lennard-Jones. 
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Tabla 27: Valores de la distancia de equilibrio, 𝑧0, utilizando la ecuación (110) y según el potencial de Lennard-
Jones. 

Contacto 𝒛𝟎 𝒆𝒄(𝟏𝟏𝟎) (Å) 𝒛𝟎 𝑳𝑱 (Å) 

Pd-C 3.42 3.53 

Pb-C 3.59 3.71 

 

Como se observa entre estos pares de datos para las interacciones Pd-C y Pb-C, la función 

planteada para establecer la distancia de equilibrio devuelve unos valores muy próximos a 

los que se derivan del potencial de la energía entre estos pares atómicos.   

Esta función puede resultar muy útil, para casos como el de la aleación de CuNi. El potencial 

de interacción débil de tipo Lennard-Jones se impone entre los átomos, cobre y diamante o 

níquel y diamante, pero no como un conjunto. Por lo tanto, no se puede establecer la 

distancia de equilibrio derivando la función del potencial. La expresión (110) hace posible 

obtener un valor estimado para la distancia de equilibrio, que en este caso ha resultado ser 

de 3.24 Å.  

Este resultado muestra un alto grado de acuerdo con las referencias habituales en las que 

se indica que esta distancia de equilibrio suele presentar valores entre 3 y 5 Å para 

materiales metálicos [12].  

Sin embargo, la determinación de todos estos parámetros del modelo de contacto de Maugis 

a partir de las curvas 𝐹 − 𝛿 está afectada por la presencia de oscilaciones que se observan 

fundamentalmente en el proceso de carga. Se pueden distinguir dos tipos de oscilaciones: 

las locales asociadas a cada valor de fuerza y otras que muestran una forma de “dientes de 

sierra” durante el proceso de indentación, como se ilustra en la Figura 53. En los modelos 

que consideran el indentador deformable, estas oscilaciones son más pronunciadas que 

cuando se modeliza el indentador rígido. Estas diferencias locales en el registro de fuerza 

en las curvas se deben, precisamente, a la porción del indentador deformable que se mueve 

libremente, pese a que no se aprecia una deformación visible en este sólido, los átomos que 

interactúan directamente con la muestra metálica pueden moverse, obteniéndose mayor 

oscilación que cuando el indentador es rígido. Esta circunstancia hace necesario aplicar un 

filtrado a los datos, debido a que, en esta escala, los valores de oscilación representan un 

porcentaje bastante importante del nivel total de fuerza, aunque todo esto es función del 

material. 



Efectos de la adhesión en ensayos de indentación a escala atómica en metales FCC: una aproximación 
desde la dinámica molecular 
_______________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

128 
 

 

Figura 53: Oscilaciones locales y de “dientes de sierra” registradas en el proceso de indentación esférica de DM. 

 

Pese a que el modelo híbrido desarrollado entre las simulaciones de DM y el modelo de 

contacto de Maugis con la aproximación PT, permite obtener unos valores aceptables de 

módulo elástico y de energía de adhesión, el resultado es muy sensible al punto que se toma 

como máximo o mínimo para poder determinar el parámetro 𝜆. Esto incrementa la 

necesidad de que el filtrado de datos sea el mejor posible conservando toda la información 

de la curva 𝐹 − 𝛿. 

Por otro lado, las oscilaciones que se corresponde con la forma de “dientes de sierra”, se 

pueden observar en casi todos los resultados de las simulaciones con DM (en los resultados 

de esta tesis y en los de bibliografía). Concretamente este fenómeno es todavía más acusado 

en los metales con menos rigidez y en los ensayos de indentación donde aparece histéresis. 

Adicionalmente, este fenómeno tampoco es despreciable en los contactos Au-C y Ni-C 

cuando aumenta el radio del indentador. Las caídas locales en los valores de la fuerza que 

se producen durante todo el proceso podrían deberse a un fenómeno de escala, asociado al 

desorden atómico que se produce al crear la nueva superficie durante la indentación. 

Algunos autores relacionan estas caídas con el endurecimiento del material ensayado al 

sobrepasar localmente el límite elástico y a la formación de dislocaciones [121,157,158]. 

Oscilaciones de 
“dientes de sierra”

Oscilaciones 
locales
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La presencia de estas oscilaciones no es recogida por los modelos de indentación y de 

contacto, que son propios del medio continuo. Es claro, por lo tanto, que a escala atómica la 

realidad se aleja de las predicciones del modelo continuo. Esto queda patente cuando se 

analizan los radios de contacto. A mayores profundidades de penetración, las predicciones 

dadas por los modelos de contacto son más precisas que a menores profundidades de 

penetración, donde las características discretas del sistema podrían tener un efecto cada 

vez más significativo. 

En el caso de las propias curvas 𝐹 − 𝛿, si bien los modelos del continuo pueden ajustarse a 

la forma de las curvas de los ciclos de carga y descarga, no pueden recoger los detalles 

asociados a las oscilaciones. Por consiguiente, si lo que se pretende es medir propiedades 

características del continuo, como es el módulo elástico, los modelos del continuo funcionan 

aceptablemente bien a pequeña escala. Sin embargo, existe un umbral por debajo del cual 

las predicciones no son fiables y se haría necesario recurrir a modelos discretos y/o utilizar 

los resultados para estimar otras características más propias de medios discretos.  

Con la información obtenida de los ensayos de indentación y de la aplicación del modelo de 

Maugis sobre las curvas fuerza-desplazamiento, se puede representar los contactos metal-

diamante en el mapa de adhesión desarrollado por Johnson y Greenwood [30], 

obteniéndose la Figura 54. Para situar estos contactos metal-diamante en el caso del 

indentador deformable en esta representación, se han tomado los dos puntos más 

significativos de cada curva fuerza-desplazamiento que son los correspondientes a la fuerza 

máxima y a la fuerza de adhesión máxima registradas en el ciclo de descarga, denominados 

máximo y mínimo, respectivamente. La representación en el eje Y se corresponde con estas 

fuerzas en valor absoluto divididas por el número 𝜋, la energía de adhesión, 𝜔, y el radio 

combinado o efectivo, 𝑅∗; frente al parámetro 𝜆 obtenido de la aplicación del modelo de 

Maugis en estos contactos. Cabe destacar que, en aquellos ensayos donde no hay histéresis, 

el radio combinado es el mismo que el radio del indentador. En el resto de los casos el radio 

combinado afecta de manera directa al comportamiento del contacto. 

Como se observa en la Figura 54, todos los metales FCC simulados por DM muestran un 

comportamiento que se encuentra en la región de transición entre las teorías de contacto 

límite JKR y DMT. En ningún caso, es adecuado aplicar el modelo de Hertz en la escala 

estudiada. 

En general, en todos los contactos metal-diamante analizados se ha registrado una fuerza 

máxima superior al valor absoluto de la fuerza de adhesión. Sin embargo, en el caso del 
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contacto Al-C, el valor absoluto de la fuerza de adhesión es mayor que la fuerza máxima 

registrada, invirtiendo estos dos puntos en el mapa de adhesión cuando son representados.  

 

 

Figura 54: Mapa de adhesión con los resultados obtenidos de los contactos metal-diamante con un indentador 
deformable. 

 

De nuevo, como se observa en estos contactos metal-diamante, la aplicación de los modelos 

de contacto límites DMT o JKR producirían un error considerable en la determinación del 

módulo elástico y de la energía de adhesión de estos metales FCC. Además, el modelo de 

Hertz en este caso tampoco es aplicable, dado que los cocientes obtenidos al dividir la fuerza 

entre 𝜋, 𝜔 y el radio combinado, 𝑅∗, están muy por debajo de la frontera de aplicación de 

este modelo. 

Además, la utilización de un modelo con indentador rígido o deformable apenas tiene 

influencia en los resultados de las indentaciones diamante-metal estudiadas. Sin embargo, 

el coste de computación cuando se utiliza un modelo de indentador rígido es menor que 

cuando se considera que el indentador puede deformarse, ya que el número de ecuaciones 

a integrar es mucho menor.  

Los resultados mostrados en la Figura 54 resaltan la importancia del radio combinado, 

determinado según el procedimiento descrito en el apartado “4.3.1. Descripción del 

procedimiento de cálculo”. Aunque en los contactos donde no se produce histéresis, este 

radio combinado coincide con el radio del indentador, cuando la histéresis está presente, 

este parámetro llega a ser hasta un 150% superior al radio del indentador en los contactos 

Al-C y Au-C y de un 50% superior en el caso del Pt-C.  

Hertz

Bradley

DMT

JKR
Maugis-Dugdale
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Por último, para terminar con la discusión de los resultados obtenidos de la aplicación del 

modelo de Maugis, en la Tabla 28 se muestra una comparativa entre las distintas energías 

de adhesión resultantes tras aplicar los modelos de contacto de Maugis, JKR y DMT.  

Tabla 28: Comparación de los valores de energía de adhesión según los modelos de contacto del continuo Maugis, 
JKR y DMT, respectivamente. 

Contacto 𝝎𝑴𝒂𝒖𝒈𝒊𝒔 (J/m2) 𝝎𝑱𝑲𝑹 (J/m2) 𝒆𝑱𝑲𝑹 (%) 𝝎𝑫𝑴𝑻 (J/m2) 𝒆𝑫𝑴𝑻 (%) 

Al-C 1.12 1.35 20.5 1.01 9.8 

Au-C 0.70 0.86 22.8 0.64 8.5 

Ag-C 0.60 0.77 28.4 0.57 3.7 

Cu-C 0.76 0.95 24.8 0.71 6.5 

Pt-C 1.28 1.57 22.5 1.18 7.8 

Ni-C 0.85 1.09 27.3 0.82 4.7 

 

Como se observa en las columnas de error incluidas en la tabla, las predicciones de la teoría 

límite JKR son un 20% superiores a las de Maugis. En el caso del error del modelo DMT, las 

desviaciones son inferiores al 10%. Estos resultados también se pueden ilustrar utilizando 

el mapa de adhesión antes mostrado. 

En resumen, de los resultados obtenidos en las simulaciones de DM, se puede concluir que, 

para el caso de los contactos metal-diamante analizados en este trabajo, los modelos de 

Hertz, JKR o DMT podrían reproducir con un grado de precisión aceptable el módulo 

elástico, pero la energía de adhesión no se determinaría adecuadamente. Sin embargo, 

ciertos comportamientos, asociados a la escala atómica, no se pueden reproducir con estos 

modelos y podría perderse información asociada a fenómenos discretos como la 

reestructuración atómica, que no se manifiesta en la macroescala. 

Indudablemente, se pone de manifiesto la necesidad de la realización de ensayos de 

indentación atómica experimentales. Estos ensayos experimentales permitirían discernir la 

validez de los modelos del continuo en esta escala tan pequeña. No obstante, el trabajo 

realizado contribuye al entendimiento del comportamiento de los metales FCC a escala 

atómica, frente a otros trabajos donde, o se desprecian los fenómenos de adhesión o se 

asumen las teorías JKR o DMT. 
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6.2. Radio de contacto de las simulaciones de DM 

Los resultados incluidos en el apartado “5.4. Evolución del radio de contacto durante la 

descarga”, indican que la modelización del indentador como rígido o deformable, apenas 

altera las propiedades obtenidas. En todos los casos se presentan diferencias despreciables 

entre ambos modelos. Por lo tanto, en las simulaciones de indentación esférica de DM, en 

las que se trabaje con un indentador de diamante, el modelo de indentador rígido 

proporciona resultados suficientemente precisos y permite ahorrar tiempo de 

computación. 

Sin embargo, los efectos de la adhesión en esta escala son muy relevantes y no deberían 

despreciarse. Las diferencias entre el radio de contacto al considerar o no la adhesión son 

muy acusadas en los contactos Al-C, Au-C y Pt-C, donde llegan a alcanzar el 40%. En los 

contactos de Ag-C, Cu-C y Ni-C estas diferencias son menores, hasta un 30%, 

aproximadamente. 

Como es lógico, todos los valores de los radios de contacto son mayores cuando se considera 

la adhesión. Además, estas medidas se encuentran entre las predicciones de los modelos de 

contacto JKR y DMT, o por encima de las predicciones del modelo JKR. El radio de contacto 

que resulta del círculo inscrito en los átomos del contacto, en general, se encuentra entre 

estas teorías, aunque según los parámetros de λ obtenidos de la aplicación del modelo de 

Maugis, deberían estar más cerca del modelo DMT. Parece, por lo tanto, que los modelos del 

continuo infravaloran el radio de contacto durante la indentación. Shen y Sun [136] en su 

estudio del proceso de indentación de diamante sobre sustratos de cobre, realizados por 

DM, también obtuvieron unas medidas de radio de contacto superiores a las que predice el 

modelo JKR. 

Las desviaciones de los modelos del continuo aumentan en las regiones cercanas al 

principio o final del contacto, donde los radios de contacto son menores. 

 

6.3. Influencia del radio del indentador y de la 
profundidad de penetración 

En este apartado, se analiza el efecto del radio del indentador y de la profundidad de 

penetración en las indentaciones esféricas por DM. Para ello, se han considerado los 

resultados obtenidos de las indentaciones sobre muestras metálicas de oro y níquel con un 

indentador deformable de diamante. Estos resultados se han representado en el mapa de 
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adhesión propuesto por Johnson y Greenwood [30], comparando los distintos sistemas en 

los que se varía el radio del indentador y, en el caso del indentador de 40 Å de radio, 

comparando los resultados con distintas profundidades de penetración.  

En la Figura 55 y Figura 56 se han construido los mapas de adhesión correspondientes a los 

contactos oro-carbono y níquel-carbono, cuando el indentador de diamante tiene 20, 40 y 

200 Å de radio. Estas indentaciones se han realizado para una profundidad de penetración 

de 4 Å y, adicionalmente, para el indentador de 40 Å de radio, se ha incrementado la 

profundidad de penetración a 8 y 12 Å. Igual que en la sección anterior, en este mapa de 

adhesión se han representado los valores correspondientes a la fuerza máxima, 𝐹𝑚á𝑥., y a la 

fuerza de adhesión, 𝐹𝑚í𝑛., registradas en el ciclo de descarga para cada ensayo simulado. 

 

 

Figura 55: Mapa de adhesión los valores obtenidos para el contacto Al-C cuando el indentador deformable es de 
20, 40 y 200 Å de radio. 

 

Como se puede observar en la Figura 55 y en la Figura 56, cuando se incrementa el radio del 

indentador simulado, los puntos que representan el contacto se desplazan a la derecha, es 

decir, se incrementa el valor del parámetro 𝜆. Este aumento en los valores del parámetro 𝜆 

también se observa al aumentar la profundidad de penetración. Esto es así debido al 

incremento que se produce en el radio combinado al aumentar la profundidad de 

penetración. Estos resultados son consistentes con la ecuación (109), donde el único 

parámetro que varía en estos sistemas es el radio combinado, dado que la energía de 

adhesión, el módulo efectivo y la distancia de equilibrio permanecen constantes. En 

Hertz

Maugis-DugdaleDMTBradley JKR



Efectos de la adhesión en ensayos de indentación a escala atómica en metales FCC: una aproximación 
desde la dinámica molecular 
_______________________________________________________________________________________________________________________________ 

 

134 
 

particular, los resultados de las indentaciones con un indentador de 200 Å de radio, 𝜆 es 

mayor que en el resto de los sistemas, pero sigue siendo muy inferior a la unidad y la 

diferencia con los sistemas con un indentador de 40 Å de radio que penetra 12 Å no es tan 

notable, debido a este aumento del radio combinado que se acaba de comentar.   

 

 

Figura 56: Mapa de adhesión los valores obtenidos para el contacto Ni-C cuando el indentador deformable es de 
20, 40 y 200 Å de radio. 

 

Cabe destacar en el contacto Au-C que, entre el sistema de 20 Å de radio y el sistema con un 

indentador de 40 Å de radio, el valor del parámetro 𝜆 sitúa los puntos en el mapa de 

adhesión en la misma línea vertical. Como se mostraba en el apartado de resultados, en el 

sistema con el indentador de 20 Å se produce un ciclo de histéresis que da lugar a un radio 

combinado o efectivo de 52 Å, mientras que en el sistema con el indentador de 40 Å, el 

proceso de indentación es totalmente elástico, por lo que coincide el radio combinado con 

el radio del indentador. 

Pese a que las simulaciones de DM muestran valores de 𝜆 más elevados en el caso del Au-C 

que en el contacto Ni-C, en los sistemas con el radio de 20 Å estos contactos se sitúan muy 

cerca del modelo de contacto DMT. Los puntos tienden a alejarse más de esta teoría y 

aproximarse al modelo JKR a medida que se produce un aumento de radio, aunque 𝜆 sigue 

estando lejos del valor necesario para aplicar esta teoría de contacto límite. 

Hertz

Maugis-DugdaleDMTBradley JKR
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Cabe destacar que, en la representación de todos los casos de DM, todos los valores mínimos 

correspondientes a la máxima fuerza de adhesión registrada, 𝐹𝑚í𝑛., son prácticamente 

iguales, es decir, la combinación entre la fuerza de adhesión y el radio combinado obtenido 

en los ensayos mantiene una proporcionalidad, independientemente de si se produce un 

ciclo de histéresis en la indentación del metal o no. 

Adicionalmente, en las simulaciones de DM con el indentador de 40 Å los ciclos simulados 

alcanzan valores mayores de fuerza y desplazamiento. Sin embargo, este aumento de la 

fuerza se ve compensado por la variación en el radio combinado o efectivo, lo que provoca 

que estos puntos se encuentren ubicados a la misma altura. Es decir, no se observa a esta 

escala la transición hacia el modelo de contacto de Hertz. 

Teniendo en cuenta las indentaciones geométricamente similares entre el sistema con el 

indentador de 20 Å de radio que indenta 4 Å y el sistema con el indentador de 40 Å de radio 

que indenta 8 Å, se observan unos valores prácticamente iguales en el eje Y del mapa de 

adhesión en los contactos estudiados en el caso del contacto Ni-C, pero en el contacto Au-C 

el valor máximo no coincide. 

Por lo tanto, considerando estos dos metales FCC, que serían los extremos de los materiales 

estudiados por sus valores de módulo elástico, se puede decir que en estos contactos metal-

diamante no se pueden aplicar las teorías límite de contacto DMT o JKR, pese a aumentar en 

orden de magnitud el radio del indentador. Aunque es cierto que a medida que se aumenta 

este parámetro, 𝜆 también aumenta, se siguen obteniendo valores que se encuentran muy 

alejados de la zona en la que se podría aplicar estos modelos. 

Por supuesto, la región de aplicabilidad del modelo de Hertz queda muy lejos en esta escala. 

Para poder aplicar este modelo sin cometer errores muy evidentes, sería necesario alcanzar 

fuerzas mucho mayores e incrementar de manera significativa la escala del problema a 

tratar. Esto indica la gran influencia que tiene la adhesión a escala atómica, incluso en 

contactos metálicos en los que se desprecian absolutamente estos fenómenos en la escala 

macroscópica.  



  

 
 

 

 



  

 
 

7. CONCLUSIONES 

El estudio realizado en esta tesis doctoral permite establecer las siguientes conclusiones 

acerca del efecto de la adhesión en indentaciones esféricas a escala atómica de diamante 

sobre metales FCC: 

- Se han realizado simulaciones con dinámica molecular de ensayos de indentación 

esférica de diamante sobre metales FCC como el Al, Au, Pt, Ag, Cu, Ni, Pd y Pb, así 

como de una aleación CuNi. Las condiciones de contorno de cada simulación 

(ensamblaje, equilibrio) y los potenciales utilizados se han validado frente a 

resultados de la bibliografía correspondientes a ensayos de tracción uniaxial. 

- Se han utilizado tres modelos diferentes para llevar a cabo las simulaciones de 

dinámica molecular: indentador rígido con adhesión, indentador deformable con 

adhesión e indentador deformable sin adhesión. En todos los casos, se ha observado 

que el carácter deformable o rígido del indentador de diamante apenas tiene 

influencia en los resultados, mientras que las fuerzas de adhesión juegan un papel 

decisivo a escalas pequeñas, del orden de las distancias interatómicas. 
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- Se ha comprobado que las curvas fuerza desplazamiento correspondientes a un 

ciclo de carga y descarga en un proceso de indentación esférica están afectadas de 

manera muy significativa por la adhesión entre muestra e indentador. En aquellos 

casos en los que la relación entre la energía de adhesión y el módulo elástico (𝜔/𝐸) 

es elevada, las curvas fuerza desplazamiento se caracterizan por una tipología con 

histéresis. Por el contrario, si el valor de 𝜔/𝐸 es pequeño, los ciclos de carga y 

descarga son coincidentes. En todos los casos se registran fuerzas de tracción cuya 

magnitud está relacionada con la energía de adhesión que caracteriza cada contacto. 

- Los resultados proporcionados por las simulaciones de dinámica molecular han sido 

analizados a través de la aplicación de modelos de contacto basados en el continuo 

que tienen en cuenta los fenómenos de adhesión. En particular se han comparado 

resultados con los modelos JKR y DMT, concluyendo que ninguno de ellos es lo 

suficientemente preciso para describir el contacto diamante-metal FCC a escala 

atómica. Por esta razón, se seleccionó la teoría de contacto de Maugis, que transita 

entre estos dos modelos límite, para analizar los resultados numéricos. 

- Se ha desarrollado un procedimiento para analizar las curvas fuerza-

desplazamiento y para determinar la energía de adhesión que hace uso de los 

resultados de dinámica molecular y del modelo de Maugis. En esta tesis se ha 

desarrollado un procedimiento iterativo que proporciona valores del módulo 

elástico y de la energía de adhesión. 

- Los resultados del trabajo han permitido evaluar el carácter de cada sistema 

diamante-metal estudiado, pudiendo representar las magnitudes características en 

un mapa de adhesión (del tipo desarrollado por Johnson y Greenwood). La posición 

en el mapa de adhesión de los puntos más representativos de cada indentación es 

una herramienta adecuada para valorar la aplicabilidad de los diferentes modelos 

de contacto basados en el continuo (Hertz, DMT, JKR, Maugis). 

- Se ha estudiado el efecto de variar las condiciones de la indentación, en particular, 

el radio del indentador y la profundidad de penetración. Los resultados obtenidos 

han permitido representar las tendencias de las variaciones anteriores en el mapa 

de adhesión del contacto. 

- A partir de los resultados obtenidos se han propuesto ecuaciones empíricas que 

relacionan las características del contacto con magnitudes que podrían ser medidas 

en un ensayo experimental de indentación. Concretamente, se ha encontrado una 

relación entre el desplazamiento asociado a la máxima fuerza de adhesión en el ciclo 

de carga, 𝑑𝑐 , con la relación 𝜔/𝐸 y con la distancia de equilibrio 𝑧0 del potencial de 

interacción de tipo Lennard-Jones. Aun reconociendo el carácter empírico y 
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particular de estas relaciones, el camino iniciado va en la dirección de desarrollar 

métodos que permitan inferir las propiedades de un material o sistema conociendo 

únicamente los datos de indentaciones experimentales. 

 

 

 



  

 
 

 

 

  



  

 
 

8. TRABAJO FUTURO 

Para finalizar este documento, se proponen una serie de aspectos derivados de los 

resultados que se han obtenido en esta tesis doctoral, que constituirían el trabajo futuro, 

con el objetivo de obtener un conocimiento más profundo sobre el efecto de la adhesión en 

el proceso de indentación a escala atómica iniciado en esta tesis.  

En primer lugar, se pone de manifiesto la necesidad de realizar ensayos experimentales que 

permitan comprobar estos valores de energía de adhesión entre los metales FCC elegidos 

en este estudio y el indentador. Pese a las dificultades asociadas a la experimentación, este 

trabajo permitiría también validar la metodología aplicada sobre las curvas obtenidas de las 

simulaciones de DM, para obtener las propiedades de los sistemas analizados. 

En segundo lugar, se plantea el estudio de las dislocaciones generadas en los contactos 

metal-diamante durante el proceso de indentación a escala atómica cuando se considera el 

efecto de la adhesión entre ambos sólidos. Esta primera línea podría ayudar a esclarecer por 

qué en los materiales menos rígidos o con un parámetro 𝜔/𝐸 menor presentan un ciclo de 
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histéresis que no se observa cuando la modelización entre el indentador y la muestra no 

tiene interacciones débiles. 

En tercer lugar, como se ha observado en estos resultados de los contactos metal-diamante, 

la aplicación de los modelos de continuo JKR, DMT o Hertz produce un error considerable 

en la determinación de las propiedades de este proceso. Por ello, se plantea la posibilidad 

de analizar curvas obtenidas de simulaciones del proceso de indentación obtenidas en el 

rango de la mesoscala, considerando la estructura de granos de la muestra indentada.  

El fenómeno de la adhesión que, habitualmente, no se suele contemplar en metales, se 

estima que podría ser mucho mayor cuando el contacto es entre metal-metal. Por este 

motivo, se plantean los siguientes hitos en referencia a estos contactos: 

- determinar el comportamiento cuando las interacciones se producen entre metal-

metal, ya que los parámetros de LJ son muy superiores a los de los contactos metal-

diamante y, probablemente, producirían una mayor adhesión e incluso cohesión 

entre los sólidos; 

- estudiar la validez de la simplificación del indentador esférico rígido cuando se 

tienen las interacciones metal-metal, dado que los procesos de adhesión y/o 

cohesión podrían modificar significativamente la geometría del indentador. 

En quinto lugar, teniendo en cuenta que los contactos metal-diamante se caracterizan en 

este documento con el modelo de Maugis, sería interesante plantear contactos donde, a 

priori, el comportamiento fuese definido por otros modelos de contacto. Por este motivo, se 

plantea como otra línea de trabajo futuro aplicar la metodología desarrollada en contactos 

con materiales mucho menos rígidos como, por ejemplo, los polímeros o los hidrogeles, cuyo 

comportamiento se aproxima a uno de los casos límite de adhesión. 
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ANEXOS 

A continuación, se incluyen dos anexos con los códigos de LAMMPS implementados para las 

simulaciones de indentación esférica sobre metales FCC. En estos anexos se incluyen los 

códigos de forma general, para cada contacto, es necesario introducir los parámetros 

asociados a cada condición, como el potencial empleado, los parámetros de interacción de 

LJ, la masa atómica, el parámetro de red, etc. 
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Anexo 1: Código de LAMMPS de una indentación esférica 
con un indentador deformable con adhesión 

Código general de la simulación de una indentación esférica de un indentador de diamante 

deformable con adhesión sobre una muestra metálica. 

CÓDIGO: 

clear 

echo   screen 

## General: 

units   metal 

atom_style  atomic 

dimension  3 

boundary  p s p 

### Definición de la geometría: 

region   box block 0 160 0 200 0 160 units box 

create_box  2 box 

mass   1 (masa atómica del átomo metálico) 

mass   2 12.00 

## Definición de la muestra metálica: dimensiones y regiones de átomos 

lattice   fcc (parámetro de red de la estructura metálica) 

region   substrate block 0 160 0 90 0 160 units box 

create_atoms  1 region substrate units box 

# Átomos fijos: 

region   1 block 0 160 0 5 0 160 units box 

group   fixed_atoms region 1 

# Átomos newtonianos: 

region   2 block 0 160 5 10 0 160 units box 

group   thermo_atoms region 2 

region   3 block 0 160 10 90 0 160 units box 

group   newtonian_atoms region 3 

## Definición del indentador: geometría y regiones de átomos 

lattice   diamond 3.57 

region   esfera sphere 80 130 80 20 units box 
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region   cilindro cylinder y 80 80 20 140 150 units box 

region   indenter union 2 esfera cilindro 

create_atoms  2 region esfera units box 

group   cilindro region cilindro 

group   indenter region indenter 

### Intervalo de tiempo: 

timestep  0.001 

## Potenciales: 

pair_style  hybrid tersoff eam lj/cut (radio de corte LJ) 

pair_coeff  * * tersoff SiC.tersoff C C 

pair_coeff  1 1 eam (potencial atómico de la muestra metálica) 

pair_coeff  1 2 lj/cut (𝜺 LJ) (𝒔 LJ) 

### Proceso de equilibrio: 

## Información de salida: 

thermo   100 

thermo_style  custom step lx ly lz press temp pe ke etotal 

compute  1 indenter property/atom fx fy fz 

compute  fuerzax indenter reduce sum c_1[1] 

compute  fuerzay indenter reduce sum c_1[2] 

compute  fuerzaz indenter reduce sum c_1[3] 

compute  2 newtonian_atoms temp 

dump   1 all custom 1000 dump.equilibrio mass type xs ys zs x y z fx fy fz 

neigh_modify  every 1 delay 0 check yes 

## Minimización de la energía y equilibrio inicial a 300K: 

minimize  1.0e-20 1.0e-21 20000 20000 

velocity  newtonian_atoms create 300 123456 temp 2 

velocity  thermo_atoms create 300 123456 temp 2 

fix   1 indenter nvt temp 300.0 300.0 0.1 

fix   2 newtonian_atoms nvt temp 300.0 300.0 0.1 

fix   3 thermo_atoms nvt temp 300.0 300.0 0.1 

fix   4 fixed_atoms setforce 0.0 0.0 0.0 

run   60000 

unfix   1 
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unfix   2 

unfix   3 

unfix   4 

### Proceso de indentación: 

## Mover el indentador a 1-2A de la superficie metálica a 100m/s 

variable  x1 equal xcm(cilindro,x) 

variable  y1 equal xcm(cilindro,y) 

variable  z1 equal xcm(cilindro,z) 

variable  fx1 equal c_fuerzax 

variable  fy1 equal c_fuerzay 

variable  fz1 equal c_fuerzaz 

thermo   100 

thermo_style  custom step v_x1 v_y1 v_z1 v_fx1 v_fy1 v_fz1 temp 

fix   5 cilindro move linear 0 -1 0 units box 

fix   44 indenter nve 

run   12000 

unfix   5 

undump  1 

## Ciclo de carga a 20m/s: 

reset_timestep  0 

fix   8 newtonian_atoms nve 

fix   9 thermo_atoms nve 

fix   10 fixed_atoms setforce 0.0 0.0 0.0 

fix   11 cilindro move linear 0 -0.2 0 units box 

dump   2 all custom 1000 dump.carga mass type xs ys zs x y z fx fy fz 

fix   12 newtonian_atoms print 100 "${x1} ${y1} ${z1} ${fx1} ${fy1} 
${fz1}" file carga.txt screen no 

run   50000 

unfix   8 

unfix   9 

unfix   10 

unfix   12 

undump  2 
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## Ciclo de descarga a 20m/s:  

reset_timestep  0 

fix   15 newtonian_atoms nve 

fix   16 thermo_atoms nve 

fix   17 fixed_atoms setforce 0.0 0.0 0.0 

fix   18 cilindro move linear 0 0.2 0 units box  

dump   3 all custom 1000 dump.descarga mass type xs ys zs x y z fx fy fz 

fix   19 newtonian_atoms print 100 "${x1} ${y1} ${z1} ${fx1} ${fy1} 
${fz1}" file descarga.txt screen no 

run   50000 
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Anexo 2: Código de LAMMPS de una indentación esférica 
con un indentador rígido con adhesión 

Código general de la simulación de una indentación esférica de un indentador de diamante 

rígido con adhesión sobre una muestra metálica. 

CÓDIGO: 

clear 

echo   screen 

## General: 

units   metal 

atom_style  atomic 

dimension  3 

boundary  p s p 

### Definicón de la geometría: 

region   box block 0 160 0 200 0 160 units box 

create_box  2 box 

mass   1 (masa atómica del átomo metálico) 

mass   2 12.00 

## Definición del sustrato: geometría y regiones de átomos: 

lattice   fcc (parámetro de red de la estructura metálica) 

region   substrate block 0 160 0 90 0 160 units box 

create_atoms  1 region substrate units box 

# Átomos fijos: 

region   1 block 0 160 0 5 0 160 units box 

group   fixed_atoms region 1 

# Átomos newtonianos:  

region   2 block 0 160 5 10 0 160 units box 

group   thermo_atoms region 2 

region   3 block 0 160 10 90 0 160 units box 

group   newtonian_atoms region 3 

## Definición del indentador: geometría 

lattice   diamond 3.57 

region   diamond sphere 80 130 80 20 units box 
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create_atoms  2 region diamond units box 

group   indenter region diamond 

### Intervalo de tiempo: 

timestep  0.001 

## Potenciales: 

pair_style  hybrid tersoff eam lj/cut (radio de corte LJ) 

pair_coeff  * * tersoff SiC.tersoff C C 

pair_coeff  1 1 eam (potencial atómico de la muestra metálica) 

pair_coeff  1 2 lj/cut (𝜺 LJ) (𝒔 LJ) 

### Proceso de equilibrio: 

## Información de salida: 

thermo   100 

thermo_style  custom step lx ly lz press temp pe ke etotal 

compute  1 indenter property/atom fx fy fz 

compute  fuerzax indenter reduce sum c_1[1] 

compute  fuerzay indenter reduce sum c_1[2] 

compute  fuerzaz indenter reduce sum c_1[3] 

compute  2 newtonian_atoms temp 

dump   1 all custom 1000 dump.equilibrio mass type xs ys zs x y z fx fy fz 

neigh_modify  every 1 delay 0 check yes 

## Minimización de la energía y equilibrio inicial a 300K: 

minimize  1.0e-20 1.0e-21 50000 50000 

velocity  newtonian_atoms create 300 12345678 temp 2 

velocity  thermo_atoms create 300 12345678 temp 2 

fix   1 indenter nvt temp 300.0 300.0 0.1 

fix   2 newtonian_atoms nvt temp 300.0 300.0 0.1 

fix   3 thermo_atoms nvt temp 300.0 300.0 0.1 

fix   4 fixed_atoms setforce 0.0 0.0 0.0 

run   60000 

unfix   1 

unfix   2 

unfix   3 

unfix   4 
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### Proceso de indentación 

## Mover el indentador a 1-2A de la superficie metálica a 100m/s: 

variable  x1 equal xcm(indenter,x) 

variable  y1 equal xcm(indenter,y) 

variable  z1 equal xcm(indenter,z) 

variable  fx1 equal c_fuerzax 

variable  fy1 equal c_fuerzay 

variable  fz1 equal c_fuerzaz 

thermo   100 

thermo_style  custom step v_x1 v_y1 v_z1 v_fx1 v_fy1 v_fz1 temp 

fix   5 indenter move linear 0 -1 0 units box 

fix   44 indenter nve 

run   12000 

unfix   5 

undump  1 

## Ciclo de carga a 20m/s: 

reset_timestep  0 

fix   8 newtonian_atoms nve 

fix   9 thermo_atoms nve 

fix   10 fixed_atoms setforce 0.0 0.0 0.0 

fix   11 indenter move linear 0 -0.2 0 units box 

dump   2 all custom 1000 dump.carga mass type xs ys zs x y z fx fy fz 

fix   12 newtonian_atoms print 100 "${x1} ${y1} ${z1} ${fx1} ${fy1} 
${fz1}" file carga.txt screen no 

run   50000 

unfix   8 

unfix   9 

unfix   10 

unfix   12 

undump   2 

## Ciclo de descarga a 20m/s:  

reset_timestep  0 

fix   15 newtonian_atoms nve 
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fix   16 thermo_atoms nve 

fix   17 fixed_atoms setforce 0.0 0.0 0.0 

fix   18 indenter move linear 0 0.2 0 units box  

dump   3 all custom 1000 dump.descarga mass type xs ys zs x y z fx fy fz 

fix   19 newtonian_atoms print 100 "${x1} ${y1} ${z1} ${fx1} ${fy1} 
${fz1}" file descarga.txt screen no 

run   50000 

 


